
فناوری و تحقیقات وزارتعلوم،

تفرش دانشگاه
ریاضی دانشکده

ارشد کارشناسی پایان�نامه

باناخ خواصهندسیفضاهای از بعضی بررسی
ثابتنگاشت�های نقطه مجموعه�های وساختار

فضاها این غیرخطیروی

راهنما اساتید

نظری اسماعیل دکتر
ساده رضا احمد دکتر

مشاور استاد

پارسیان علͬ دکتر

دانشجو
زمانͬ حسن

١٣٩٠ شهریور





تفرش دانشͽاه
ریاضͬ دانشͺده

ارشد کارشناسͬ رساله

مجموعه�های وساختار باناخ فضاهای هندسͬ خواص از بعضͬ بررسͬ
فضاها این روی غیرخطͬ نͽاشت�های ثابت نقطه

دانشجو

زمانͬ حسن

امضاء: نظری اسماعیل دکتر اول: راهنمای استاد

امضاء: ساده رضا احمد دکتر دوم: راهنمای استاد

امضاء: پارسیان علͬ دکتر مشاور: استاد



ଘمقدৎ
৮دروماඟ໋భاਗی

୍ସرඥࢡঙ

ویاسیز৯دਛی�ام

یاॶ૱نویاൕॶن



ণپاسࢂචاری
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود کران بͬ الطاف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

نظری اساعیل دکتر آقای گران�قدر استاد خالصانه تلاش�های و راهنمایͬ�ها از مͬ�دانم خود وظیفه آغاز در

بنمایم. قدردانͬ و تشͺر نهایت نموده�اند، فراوانͬ کم�ͷهای اینجانب به نامه پایان این تنظیم و تهیه در که

سپاس و تشͺر پارسیان علͬ دکتر بزرگوار استاد شائبه بͬ الطاف و بͬ�دریغ زحمات و راهنمایͬ�ها از سپس

دارم. فراوان

با را یاری و مساعدت نهایت که ساده رضا احمد دکتر گرامͬ، استاد راهنمایͬ�های و همͺاری از نیز و

بنمایم. سپاس�گذاری صمیمانه داشته�اند، فارسͬ به انͽلیسͬ از ریاضͬ مفاهیم و واژگان ترجمه در اینجانب

نشوادیان باقر دکتر آقای جناب زحماتصادقانه از که مͬ�دانم لازم خود بر شاگردی رسم به نهایت در و

نمایم. فراوان سپاس و تشͺر کارشناسͬ مقطع در اینجانب ریاضͬ آنالیز درس استاد بخش

نموده�اند. یاری مرا پژوهش این ارائه و انجام در نحوی به که کسانͬ همه از تشͺر و تقدیر و



چͺیده

مورد را یͺنواخت و اکیدا تحدب مانند باناخ، فضاهای هندسͬ خواص از بعضͬ ابتدا پایان�نامه این در

ضریب معرفͬ با و پرداخته باناخ فضاهای یͺنواخت، نرمال و نرمال ساختار به سپس داده قرار مطالعه

مͬ�کنیم. بیان را ساختار دو این بین ارتباط یͺنواخت نرمال ساختار ضریب و نرمال ساختار

مجانبͬ به�طور نͽاشت�های و یͺنواخت شیتز L-لیپ و انبساطͬ غیر نͽاشت�های معرفͬ از پس ادامه در

مورد یͺنواخت محدب باناخ فضاهای روی را نͽاشت�ها این�گونه ثابت نقاط مجموعه�های ساختار منظم،

ͷی C و یͺنواخت محدب باناخ فضای ͷی X اگر مͬ�دهیم، نشان نیز و مͬ�دهیم قرار بررسͬ و مطالعه

شیتز L-لیپ نͽاشت ͷی T : C −→ C و باشد X محدب و کراندار و بسته و ناتهͬ مجموعه�ی زیر

نͽاشت ͷی T اگر و مͬ�باشد C انقباض ͷی (Tثابت نقاط (مجموعه�ی FixT آن�گاه باشد؛ یͺنواخت

است. C انقباض ͷی FixT آن�گاه باشد یͺنواخت محدب و پذیر ͷیͺتف X و باشد منظم مجانبͬ به�طور

انقباض، مجانبͬ، مرکز یͺنواخت، شیتز لیپ نͽاشت یͺنواخت، محدب ناخ با فضای کلیدی: کلمات

شرط و منظم مجانبͬ به�طور نͽاشت تحدب، مدول یͺنواخت، نرمال ساختار نرمال، ساختار ثابت، نقطه

اپیال
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تاریخچه

مورد دیرباز از فضاها این روی غیرخطͬ نͽاشت�های ثابت نقاط و باناخ فضاهای هندسͬ خواص بررسͬ

سطح در علمͬ همایش�های در سخنرانͬ ایراد و مقالات ارایه با آن�ها از ͷی هر و بوده ریاضͬ�دانان مطالعه

داشته�اند. را رشته این در بنیادی مفاهیم و خواص این گسترش و معرفͬ در عظیمͬ سهم جهان

مهم نتایجͬ ارایه با و... K.Goebel و W.A.Kirk و J.A.Clarkson مانند ریاضͬ�دانانͬ میان، این در

نرمال و نرمال ساختار ضرایب و تحدب مدول مانند گوناگون ضرایب و مدول�ها معرفͬ با و زمینه این در

خواص این بهتر چه هر معرفͬ در باناخ فضاهای هندسͬ خواص با ضرایب این بین ارتباط و یͺنواخت

بار اولین برای تحدب، مدول معرفͬ با J.A.Clarkson ١٩٣۶ سال در پرداخته�اند. ͷکلاسی صورت به

کرد. تعریف را باناخ فضاهای یͺنواخت تحدب

J.Schauder و S.Banach و L.E.J.Brouwer مانند بزرگͬ ریاضͬ�دانانͬ ثابتتوسط نقطه نظریه همچنین

F.Browder مانند ریاضͬ�دانانͬ متریͷبرای فضاهای نظریاتدر این و شده داده صورتکلاسیͷتوسیع به

قضیه�های ارایه برای جدیدی انͽیزه ١٩۶٧ سال در Z.Opial و ١٩۶۵ سال در W.A.Kirk و D.Gohde و

آورد. بوجود باناخ فضاهای در آنها بین ارتباط و غیرانبساطͬ نͽاشت��های برای ثابت نقطه

مجموعه�های و ثابت نقاط وجود عدم یا و یͺتایͬ و وجود و ثابت نقاط نظریه�های روی مطالعه امروزه

ریاضͬ علم از رشته این و بوده دانان ریاضͬ نظر مورد وسیعͬ سطح در خطͬ غیر نͽاشت�های ثابت نقاط

دارد. فراوانͬ کاربرد ... و عملͽرها معادلات و دیفرانسیل معادلات از بعضͬ حل در

پ



مقدمه

برای ثابت نقطه نظر در پایه کتاب دو از اول فصل در رفته کار به بنیادی مفاهیم نامه پایان این در

و [٣] مراجع همراه به و گردیده درج انتها در [٨] و [٧] مراجع عنوان به که بوده شیتز لیپ نͽاشت�های

و باناخ فضای ͷی X معمولا پژوهش این در مͬ�دهند. تشͺیل را نامه پایان این اصلͬ منابع [٩] و [۴]

شیتز لیپ -L نͽاشت ͷی T : C −→ C و مͬ�باشد X باناخ فضای و بسته و ناتهͬ مجموعه زیر ͷی C

به اصطلاحات و نمادها و مͬ�باشد T نͽاشت ثابت نقاط مجموعه Fix(T ) = {x : T (x) = x} و بوده

مͬ�باشند. استاندارد رفته کار

δX : [٠,٢] −→ تابع مͬ�دهیم. قرار بررسͬ و مطالعه مورد را باناخ فضاهای تحدب دوم فصل در

تحدب مدول را δX(ε) = inf{١ − ١
٢∥x − y∥ : ∥x∥ ⩽ ١, ∥y∥ ⩽ ١, ∥x − y∥ ⩾ ε} ضابطه با [٠,١]

. مͬ�نمایند ایفا را مهمͬ بسیار نقش باناخ فضاهای تحدب مطالعه در که نامیم مͬ سون کلارک

هر مثال برای باشد. δX(ε) > ٠ ،ε > ٠ هر برای هرگاه گوییم یͺنواخت محدب را X باناخ فضای

مͬ�باشد. یͺنواخت محدب H هیلبرت فضای

مͬ�پرد�ازیم. نرمال ساختار و باناخ فضاهای هندسͬ ضرایب مطالعه به سوم فصل در

ساختار دارای C گوییم صورت این در باشد X باناخ فضای محدب و� ناتهͬ مجموعه زیر ͷی C اگر

r < و x٠ ∈ D مانند نقطه�ای مثبت قطر با C از D کراندار و زیرمجموعه هر برای هرگاه است نرمال

هرگاه است نرمال ساختار دارای X باناخ فضای گوییم و D ⊆ Br(x٠) به�طوری�که شود یافت diam(D)

باشد. نرمال ساختار دارای مثبت قطر با C محدب و کراندار و بسته مجموعه زیر هر

این در sup{∥x٠ − x∥ : x ∈ D} ⩽ αdiam(D) که شود یافت چنان C از مستقل ٠ < α < ١ اگر

است. یͺنواخت نرمال ساختار دارای X گوییم صورت

حقیقͬ عدد صورت این در باشد X باناخ فضای کراندار و ناتهͬ مجموعه� زیر ͷی C اگر

r(C) = inf{sup
y∈C

∥y − x∥ : x ∈ C}

مجموعه�های زیر روی اینفیموم که N(X)را = inf{diam(C)

r(C)
} حقیقͬ عدد و گوییم C چبیشف شعاع را

ت



ث مقدمه

X و N(X) ⩾ ١ وضوح به گوییم. نرمال ساختار ضریب را مͬ�شود گرفته X از C کرندار و محدب

.N(X) > ١ اگر تنها و اگر است یͺنواخت نرمال ساختار دارای

حقیقͬ عدد

WCS(X) = inf{diam(C)

r(C)
: C ⊆ X, diam(C) > ٠}

گوییم. ضعیف نرمال ساختار ضریب را مͬ�باشد ضعیف فشرده و محدب C آن در که را

مͬ�باشد. ضعیف یͺنواخت نرمال و ضعیف نرمال ساختار دارای آن�گاه باشد WCS(X) > ١ اگر

کرده شروع انبساطͬ غیر نͽاشت�های نقاط مجموعه�های خواص بعضͬ معرفͬ با را چهارم فصل

شیتز لیپ -L و منظم مجانبͬ به�طور نͽاشت�های ثابت نقاط مجموعه�های ساختار بررسͬ به ادامه در و

ساختار پیرامون که [١٢] و [۵] و [١] مراجع مانند مقالاتͬ در اخیر نتایج فصل این در ما نتایج مͬ�پردازیم

متوجه طرفͬ از مͬ�بخشد، بهبود را است گردیده ارائه شیتز لیپ -L نͽاشت�های ثابت نقطه مجموعه�های

بͬ�قاعده بسیار تواند مͬ L > ١ هر برای شیتز لیپ -L نͽاشت�های ثابت نقاط مجموعه که مͬ�شویم

باشد.



١ فصل

بنیادی مفاهیم

ͷتوپولوژی فضاهای ١.١

ͷتوپولوژی وفضای توپولوژی .١.١.١ تعریف

را T صورت این در باشد، X مجموعه�های زیر از گردایه ͷی T و ناتهͬ مجموعه�ی ͷی X کنیم فرض

باشند. برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم، X روی توپولوژی ͷی

.X ∈ T و ϕ ∈ T الف)

باشد. بسته عناصرش از دلخواه اجتماع تحت T ب)

باشد. بسته عناصرش از دلخواه متناهͬ اشتراک تحت T ج)

گوییم. ͷتوپولوژی فضای را (X, T ) زوج

گوییم. باز مجموعه�های را T اعضای توجه:

فضای روی متر ͷی توسط آن توپولوژی هرگاه گوییم، مترپذیر را ͷتوپولوژی فضای ͷی .٢.١.١ تعریف

گردد. مشخص اصلͬ

داریم: و داده نمایش τd نماد با را (X, d) ͷمتری فضای ͷی باز مجموعه�های همه� کلاس

مͬ�باشند. τd عضو X و ϕ الف)

است. باز باز، مجموعه�های از دلخواه اجتماع هر ب)

١



٢ بنیادی مفاهیم .١ فصل

است. باز باز، مجموعه�های از متناهͬ اشتراک هر ج)

گوییم. متر) از حاصل (توپولوژی ͷمتری توپولوژی را τd کلاس

نرم�دار فضای ٢.١

آشنا (خطͬ) برداری فضای زیر و برداری فضای با تاکنون که مͬ�گیریم این بر را کار مبنای بخش این در

شده�ایم.

را f صورت این در باشد، تابع ͷی f : X −→ R⩾٠ و خطͬ فضای ͷی X کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه گوییم؛ نرم ͷی

f(x) = ٠ ⇐⇒ x = ٠ الف)

f(λx) = |λ|f(x) باشیم: داشته x ∈ X و ( C یا R میدان K ) λ ∈ K هر برای ب)

f(x+ y) ⩽ f(x) + f(y) باشیم: داشته x, y ∈ X هر برای ج)

گوییم. نرم�دار» «فضای ͷرای (X, f) زوج صورت این در

بردارها، جمع مانند فضا عناصر جبری خواص بررسͬ فقط برداری فضای اصول که کنیم توجه باید

همͽرایͬ بودن، بسته بودن، باز مانند ͬͺتوپولوژی مفاهیم برای ولͬ است آن�ها ترکیبات دیͽر و اسͺالر ضرب

استفاده مͬ�توانیم نرم از منظور این برای که داریم فضا ͷی در فاصله اندازه ͷی به نیاز ما بودن کامل و

. کنیم

نرم�دار فضای هر صورت این در مͬ�بریم، به�کار نرم برای را ∥ · ∥ نماد ما که کنیم توجه باید : توجه

با ͷتوپولوژی فضای ͷی و d(x, y) = ∥x − y∥ القایͬ متر با (X, d) ͷمتری فضای ͷی (X, ∥ · ∥)

گوییم. نرم از حاصل توپولوژی آن به که مͬ�باشد فوق نرم یا متر از القایͬ توپولوژی

مͬ�باشد. ͷمتری فضای ͷی نرم�دار) فضای الزاما (نه برداری فضای هر همچنین

است؟ نرم�دار فضای ͷی ͷمتری فضای هر آیا که مͬ�آید پیش سوال این اکنون

( نرم�دار فضای از (مثال�هایͬ .١.٢.١ مثال

فضای ͷی زیر نرم�های با همراه X صورت این در باشد، برداری فضای ͷی X = Rn کنیم فرض الف)

است. نرم�دار



٣ بنیادی مفاهیم .١ فصل

.١

∥ x ∥١=
n∑

i=١
| xi |, x = (x١, x٢, . . . xn) ∈ Rn

.٢

∥ x ∥p=
( n∑

i=١
| xi |p

)١
p , x = (x١, x٢, . . . , xn) ∈ Rn, ١ < p < ∞

.٣

∥ x ∥∞= max
١⩽i⩽n

| xi |, x = (x١, . . . , xn)Rn.

ln∞ نماد با ∥ x ∥∞ نرم با همراه و lnp نماد با را ١ ⩽ p < ∞ ،∥ x ∥p نرم با همراه Rn یادآوری:

مͬ�دهیم. نمایش

ب)

X = l١ = {x : x = (x١, . . . , xi, . . .),
∞∑
i=١

|xi| < ∞}

نرم به مجهز مختلط یا حقیقͬ اسͺالرهای از همͽرا مطلق به�طور های دنباله همه�ی خطͬ فضای

است. نرم�دار فضای ͷی ∥ x ∥١

ج)

X = lp = {x : x = (x١, . . . , xi, . . .),
∞∑
i=١

|xi|p < ∞}

نرم�دار فضای ͷی ∥ x ∥p نرم به مجهز اسͺالرها از پذیر جمع p دنباله�های همه�ی خطͬ فضای

∥ x ∥p=
(∑n

i=١ | xi |p
)١
p است.

د)

X = l∞ = {x : x = (x١, x٢, . . . , xi, . . .), است {١=i∞{xi}کراندار

∥ x ∥∞= sup
i∈N

| xi | است. نرم�دار فضای ͷی ∥ x ∥p نرم به مجهز

هـ)

X = C = {x : x = (x١, . . . , xi, . . .), است هــمͽرا {xi}∞i=١}}

است. نرم�دار فضای ͷی ∥ · ∥∞ نرم به مجهز اسͺالرها از همͽرا دنباله�های همه خطͬ فضای
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و)

X = C◦ = {x : x = (x١, . . . , xi, . . .), است صفر به هــمͽرا {xi}∞i=١}}

است. نرم�دار فضای ͷی ∥ · ∥∞ با همراه

با همراه X = C◦◦ = {x = {xi}∞i=١ ∈ l∞ : دارد صـفر غیر جمله�ی متناهͬ مقدار {{xi}فقط ز)

است. نرم�دار فضای ͷی ∥ · ∥∞

توجه:

C◦◦ ⊂ lp ⊂ C◦ ⊂ C ⊂ l∞ داریم: ١ ⩽ p < ∞ هر برای .١

lp ⊂ lq آن�گاه باشد، ١ ⩽ p < q ⩽ ∞ اگر .٢

است. نرم�دار فضای ͷی زیر نرم با همراه (١ ⩽ p < ∞) ، X = Lp[a, b] ح)

∥ f ∥p=
(∫ b

a

| f(t) |p dt
)١
p < ∞. (١.١)

است. نرم�دار فضای ͷی زیر نرم با همراه ١ ⩽ p < ∞ X = L∞[a, b] ط)

∥ f ∥∞= ess sup | f(t) |< ∞. (٢.١)

هرگاه گوییم؛ ͷتوپولوژی برداری فضای را K میدان روی X مانند برداری فضای ͷی .٢.٢.١ تعریف

ضرب حاصل توپولوژی با K × X و X × X به�طوری�که باشد موجود T مانند توپولوژی ͷی X روی

باشند. پیوسته اسͺالر وضرب بردارها جمع توابع که باشند خاصیت این دارای

محدب توپولوژی ͷی Xرا مانند ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی روی خطͬ توپولوژی ͷی تعریف٣.٢.١.

این در باشد، صفر محدب ͬͽهمسای ͷی شامل (٠ ∈ X) صفر ͬͽهمسای هر هرگاه گوییم؛ موضعͬ

گوییم. موضعͬ محدب ͷتوپولوژی فضای ͷی را X صورت

≺ ·, · ≻= X ×X −→ K تابع باشد، K میدان روی برداری فضای ͷی X کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف

باشد: زیر خاصیت سه دارای هرگاه گوییم؛ X روی داخلͬ ضرب ͷی را

.x = ٠ ⇐⇒≺ x, x ≻= ٠ و ≺ x, x ≻⩾ ٠ ،x ∈ X هر برای الف)

( است. مختلط اعداد مزدوج رفته بͺار (نماد ≺ x, y ≻= ≺ y, x ≻ ب)

این در ≺ αx+ βy, z ≻= α ≺ x, z ≻ +β ≺ y, z ≻ داریم: α, β ∈ K و x, y, z ∈ X هر برای ج)

گوییم. داخلͬ» ضرب «فضای را (X,< ·, · >) زوج صورت
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ضابطه�ی با ∥ · ∥: X −→ R⩾٠ تابع صورت این در باشد داخلͬ ضرب فضای ͷی X اگر .١.٢.١ گزاره

است. نرم ͷی (x ∈ X), ∥ x ∥= √≺ x, x ≻

مͬ�باشد: برقرار زیر روابط آن�گاه باشد، داخلͬ ضرب فضای ͷی X اگر .٢.٢.١ گزاره

|≺ x, y ≻|٢⩽≺ x, x ≻≺ y, y ≻ :x, y ∈ X هر برای الف)

یا

|≺ x, y ≻|⩽∥ x ∥ . ∥ y ∥ :x, y ∈ X هر برای

∥ x+ y ∥٢ + ∥ x− y ∥٢= ٢ ∥ x ∥٢ +٢ ∥ y ∥٢ :x, y ∈ X هر برای ب)

:x, y ∈ X هر برای ج)

≺ x, y ≻=
١
۴{∥ x+ y ∥٢ − ∥ x− y ∥٢ +i ∥ x+ iy ∥٢ −i ∥ x− iy ∥٢}

اگر (∥ x ∥= √≺ x, x ≻) مͬ�شود معین داخلͬ ضرب ͷی با نرم�دار خطͬ فضای ͷی نرم .٣.٢.١ گزاره

کند. صدق الاضلاع متوازی قاعده در اگر فقط و

٢.٢.١ گزاره�ی در توجه:

گوییم. قطبͬ اتحاد (ج)را و الاضلاع متوازی راقاعده (ب) شوارتز، کشͬ نامساوی (الف)را

هرگاه: گوییم x به همͽرا X نرم�دار فضای رادر {xn} مانند دنباله ͷی .۵.٢.١ تعریف

lim
n−→∞

∥ xn − x ∥= ٠

توجه:

است. پیوسته نرم که مͬ�دهد نشان این و ∥ xn ∥−→∥ x ∥ آن�گاه xn −→ x اگر الف)

وجود صورت در دنباله حد که مͬ�دهد نشان این و ،x = y آن�گاه xn −→ y و xn −→ x اگر ب)

زیرا: یͺتاست

∥ x− y ∥⩽∥ xn − x ∥ + ∥ xn − y ∥−→ ٠

.x = y بنابراین ∥ x− y ∥= ٠ نتیجه در

هرگاه: گوییم کشͬ X مانند نرم�دار فضای ͷی رادر {xn} دنباله�ی .۶.٢.١ تعریف

lim
m,n−→∞

∥ xm − xn ∥= ٠



۶ بنیادی مفاهیم .١ فصل

به�طوری�که: شود یافت n٠ ∈ N ،ε > ٠ هر برای یعنͬ

.∥ xm − xn ∥< ε باشیم داشته m,n ⩾ n٠ هر برای

باشد. همͽرا آن در کشͬ دنباله�ی هر هرگاه گو�ییم؛ کامل را (X, ∥ · ∥) نرم�دار فضای .٧.٢.١ تعریف

گوییم. (H) هیلبرت فضای را کامل داخلͬ ضرب فضای هر .٨.٢.١ تعریف

گوییم. باناخ فضای را کامل نرم�دار فضای هر .٩.٢.١ تعریف

مͬ�باشد. باناخ فضای ͷی البعد متناهͬ نرم�دار فضای هر .١.٢.١ قضیه

باشد. بسته اگر فقط و اگر است کامل مجموعه� زیر ͷی باناخ فضای ͷی در .٢.٢.١ قضیه

در ،X عناصر از مطلق همͽرایͬ سری هر هرگاه است باناخ فضای ͷی X نرم�دار فضای .٣.٢.١ قضیه

باشد. همͽرا X

نیست. کامل الزاما ولͬ است بسته نرم�دار فضای هر که کنیم توجه باید یادآوری:

اشتراک span(S)این�صورت در Xباشد خطͬ فضای مجموعه�ی زیر ͷی S فرضکنیم تعریف١٠.٢.١.

مͬ�باشد X از خطͬ فضای زیر کوچͺترین span(S) واقع در مͬ�باشد، S شامل خطͬ فضاهای زیر همه�ی

است. S شامل که

باشد، مجموعه ͷی S = {x١, x٢, . . . , xn} ⊆ X و میدان ͷی K اگر که کنیم توجه باید توجه:

: آن�گاه

span(S) = {
n∑

i=١
αixi|αi ∈ K, xi ∈ S}

برای هرگاه گوییم؛ محدب را C باشد، X برداری فضای از زیرمجموعه� C کنیم فرض .١١.٢.١ تعریف

باشیم: داشته ٠ ⩽ λ ⩽ ١ که λ اسͺالر و x, y ∈ C هر

(١− λ)x+ λy ∈ C.

{x١, x٢, . . . , xn} ⊆ C متناهͬ مجموعه�ی هر برای اگر فقط و اگر است محدب C فوق تعریف طبق

باشیم: داشته
n∑

i=١
λi = ١ که λi ⩾ ٠ اسͺالرهای و

λ١x١ + λ٢x٢ + . . .+ λnxn ∈ C



٧ بنیادی مفاهیم .١ فصل

با را C محدب پوسته آن�گاه باشد، X برداری فضای از دلخواه مجموعه زیر ͷی C اگر .١٢.٢.١ تعریف

: مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت و داده نمایش co(C) نماد

co(C) =
∩

{D ⊆ X : C ⊆ D,محدبD}

= {α١x١ + . . .+ αnxn : xi ∈ C,αi ⩾ ٠,
n∑

i=١
αi = ١}.

مͬ�باشد. C شامل محدب مجموعه�ی کوچͺترین co(C) واقع در

تعریف زیر به�صورت و داده نمایش co(C) نماد با را C مجموعه�ی محدب پوسته بستار .١٣.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم:

co(C) = {α١x١ + . . .+ αnxn : xi ∈ C,
n∑

i=١
αi = ١}

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت داده نمایش co(C) نماد با را C مجموعه�ی بسته�ی محدب پوسته

co(C) =
∩

{D ⊆ X : C ⊆ D,است بسته و {Dمحدب (٣.١)

زوج صورت این در باشد D روی رابطه ͷی ⩽ و ناتهͬ مجموعه ͷی D کنیم فرض .١۴.٢.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرط سه گاه هر گوییم؛ دار جهت را (D,⩽) مرتب

باشد. انعͺاسͬ ⩽ •

باشد. ترایایͬ ⩽ •

.β ⩽ γ و α ⩽ γ که به�قسمͬ شود یافت γ ∈ D ،D از β و α عضو دو هر برای •

x(α) = xα صورت به آن ضابطه و Xبوده Dبه�توی دار جهت مجموعه از تابعͬ یͷنت تعریف٢.١.١۵.

مͬ�دهیم. نمایش ({xα : α ∈ D}) صورت به را نت ͷی معمولا مͬ�باشد.

انعͺاسͬ فضای ٣.١

فضا دوگان ١.٣.١

Xگوییم دوگان Xرا مانند نرم�دار فضای ͷی روی کراندار خطͬ تابع�ͷهای همه�ی فضای تعریف١.٣.١.

مͬ�باشد. زیر نرم با نرم�دار فضای ͷی (X∗ = B(X,R)) که است بدیهͬ مͬ�دهیم، نمایش X∗ نماد با و

∥ f ∥∗= sup{| f(x) |: x ∈ SX}.
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مͬ�باشد. باناخ فضای ͷی ∥ · ∥∗ نرم با همراه X∗ = B(X,R) .١.٣.١ نتیجه

(X = X∗∗) یا X ∼= X∗∗ هرگاه گوییم انعͺاسͬ را X نرم�دار فضای .٢.٣.١ تعریف

توجه:

است). انعͺاسͬ البعد متناهͬ باناخ فضای هر (درواقع است انعͺاسͬ Rn .١

مͬ�باشند. انعͺاسͬ باناخ فضای (١ < p < ∞) ،Lp و lp .٢

(H = H∗∗) است، انعͺاسͬ باناخ فضای ͷی هیلبرت فضای هر .٣

نیستند. انعͺاسͬ C٠ و C و L∞ و L١ و l∞ و l١ .۴

است. باناخ فضای ͷی انعͺاسͬ دار نرم فضای هر الف) .١.٣.١ گزاره

است. انعͺاسͬ انعͺاسͬ، باناخ فضای ͷی بسته مجموعه�ی زیر ͷی ب)

است. انعͺاسͬ انعͺاسͬ، فضای دو دکارتͬ ضرب ج)

است. انعͺاسͬ انعͺاسͬ، باناخ فضای ͷی دوگان د)

جیمز١» «قضیه�ی .١.٣.١ قضیه

به�قسمͬ شود یافت j ∈ SX∗ ،x ∈ SX هر برای اگر فقط و اگر است، انعͺاسͬ X مانند باناخ فضای ͷی

.j(x) = ١ که

فشردگͬ ۴.١

هر هرگاه است، فشرده C گوییم C ⊆ X و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .١.۴.١ تعریف

هر گاه هر گوییم، فشرده را C ⊆ X معادل به�طور باشد. متناهͬ پوشش زیر ͷی دارای C باز پوشش

باشد. C در حد ͷی به همͽرا دنباله زیر ͷی دارای C در دنباله

«مازور٢» .١.۴.١ قضیه

،C بسته و محدب پوسته صورت این در باشد، باناخ فضای فشرده�ی مجموعه�ی زیر ͷی C کنیم فرض

. است فشرده
(
co(C)

)
١James
٢Mazur
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به�قسمͬ شود یافت n٠ ∈ N ،ε > ٠ برای و باشد کراندار C هرگاه است، فشرده C ⊆ lp .١.۴.١ گزاره
∞∑

i=n+١
|xi|p < εp باشیم: داشته x = {xi}∞i=١ ∈ C و n ⩾ n٠ هر برای که

نیست. برقرار الزاما آن عͺس ولͬ است کامل دار نرم فضای ͷی فشرده مجموعه�ی زیر هر .٢.۴.١ گزاره

نیست. برقرار الزاما آن عͺس ولͬ است کراندار نرم�دار فضای ͷی فشرده مجموعه�ی زیر هر .٣.۴.١ گزاره

. نیست فشرده الزاما دار نرم فضای ͷی کراندار و بسته مجموعه�ی زیر هر .۴.۴.١ گزاره

کراندار و بسته مجموعه�ی زیر هر اگر وفقط اگر است، البعد متناهͬ دار، نرم فضای ͷی .۵.۴.١ گزاره

باشد. فشرده آن

ضعیف توپولوژی ۵.١

Xمعمولا˟ باناخ فضای در دنباله ͷی همͽرایͬ صورت این در Xباشد، باناخ فضای ∗Xدوگان فرضکنیم

در lim
n−→∞

∥xn − x∥ = ٠ هرگاه x به همͽرا X در {xn} یعنͬ مͬ�باشد، قوی همͽرایͬ یا نرم در همͽرایͬ

مͬ�باشد. زیر همسایͽͬ�های با X روی قوی توپولوژی به نسبت همͽرایͬ این اصل

Br(٠) = {x ∈ X : ∥x∥ < r}, r > ٠

G ⊂ X واقع در مͬ�شود، تولید X روی کراندار خطͬ تابع�ͷهای توسط که X روی ضعیف توپولوژی اما

،x ∈ G هر برای اگر وفقط اگر است w-باز) یا یا(ضعیف-باز (w−open)ضعیف توپولوژی به نسبت باز

که: به�قسمͬ شوند یافت ε١, ε٢, . . . , εn حقیقͬ اعداد و f١, f٢, . . . , fn کراندار خطͬ تابع�ͷهای

{y ∈ X : |fi(x)− fi(y)| < εi, i = ١,٢, . . . , n} ⊂ G

توجه:

نیست. مترپذیر ضعیف توپولوژی باشد، البعد نامتناهͬ X اگر .١

است. محدب موضعͬ به�طور ͷتوپولوژی فضای ͷی X نرم�دار فضای ضعیف، توپولوژی تحت .٢

است. هاوسدرف توپولوژی ͷی نرم�دار فضای ͷی ضعیف توپولوژی .٣

هر برای هرگاه گوییم؛ x ∈ X به همͽرا ضعیف به�طور را X در {xn} مانند دنباله ͷی .١.۵.١ تعریف

weak lim
n−→∞

xn = x یا xn ⇀ x مͬ�نویسیم حالت این در f(xn) −→ f(x) باشیم: f ∈ X∗


