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است. کرمان باهنر شهید دانشͽاه به مخصوص و محفوظ چاپ حق

د



به: تقدیم

مادرم، و پدر

محبتشان... و فداکاری اخلاص، عمر ͷی پاس به

ه



قدردانͬ و تشͺر

هر نعمت. مزيد اندرش شͺر به و است قربت موجب طاعتش که ˁو�جل ˁعز را خدای منت

نعمت دو نفسͬ هر در پس ذات. مفرح برآيد چون و حياتست ممد مͬ�رود فرو که نفسͬ

واجب. شͺری نعمت هر بر و است

شائبه�ی بͬ� زحمات از قدردانͬ مقام در که است آن از ˁاجل معلم منزلت و جایͽاه ͷش بدون

بنͽاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با او،

تامین را آفرینش غایت و هدف که است انسانͬ از سپاس معلم، از تجلیل آنجایͬ�که از اما

باب از و وظیفه حسب بر تضمین؛ سپرده�اند، دستش به که را امانت�هایͬ سلامت و مͬ�کند

:ˁو�جل ˁعز الˁʓه یشͺر لم المخلوقین من المنعم یشͺر لم من

بͬ�چشم یاوری و یار زندگͬ عرصه�های تمام در که بزرگوار معلم دو این عزیزم مادر و پدر از

اند؛ بوده من برای داشت

حسن با صدر، سعه�ی کمال در که موسوی دکتر آقای جناب فرهیخته، و گرانقدر استاد از

پایان� این راهنمایͬ زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم هیچ از فروتنͬ، و خلق

گرفتند؛ عهده بر را نامه

شدند؛ متقبل را نامه پایان این مشاوره زحمت که مؤمنایͬ دکتر آقای جناب ارجمند، استاد از

وقت که پور�صلواتͬ شجره دکتر آقای جناب و حسینͬ دکتر آقای جناب گرامͬ، اساتید از و

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال دادند، قرار پروژه این داوری جهت در را خود ارزشمند

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشͬ خردترین این که باشد

و



چͺیده

نظریه�ی در مهم ابزار ͷی است. پرداخته جبری ابرساختارهای در مباحثͬ به پایان�نامه این

سوق جامع جبرهای از رده�ای سمت به را ما که است، بنیادی رابطه�ی جبری، ابرساختارهای

جبری ابرساختارهای از مستقیم سیستم ͷی از مستقیم حد ساختار پایان�نامه، دراین مͬ�دهد.

مستقیم حد از بنیادی جبر هم�چنین مͬ�شود. معرفͬ ساختارها این پایه�ی ویژگͬ�های بعضͬ و

است. شده ارایه جبری ابرساختارهای از بنیادی جبرهای از مستقیم حد جبری، ابرساختارهای

جبربنیادی. یͺسانͬ، مستقیم، سیستم مستقیم، حد جبری، ابرساختارهای : کلیدی کلمات

ز
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مقدمه

ارایه�ی با اسͺاندیناوی ریاضͬ�دانان کنفرانس هشتمین در [١٢]١ مارتͬ ١٩٣۴ سال در

کرد. بنا را ابرساختارها نظریه�ی و نمود بیان را گروه�ها مفهوم بر تعمیمͬ مقاله�ای،

یا دو از بیش نتوانست و در�گذشت دوم جهانͬ جن طول در جوانͬ سن در مارتͬ اگرچه

در ریاضͬ مختلف شاخه�های در محققین از بسیاری اما دهد، ارایه زمینه این در مقاله سه

۶ درشر ،۵ وال ،۴ گریفیتس و فرانسه در ٣ کراسنر و ٢ کونتزمن بعدها کردند. کار زمینه این

تحقیقاتͬ زمینه این در روسیه، در ٩ دیتزمن و ژاپن در ٨ اوتومͬ و متحده ایالات در ٧ اوره و

نمودند. بیان زمینه این در را مختلفͬ قضایای و داده تعمیم را نظریه این و آورده عمل به

کاربردهای مͬ�باشند، اخیر دهه�های در شده معرفͬ مفاهیم از که نیم�ابرگروه�ها و ابرگروه�ها

اتوماتا، نظریه�ی نظریه�ی�گراف، هندسه، جبر، قبیل از علمͬ مختلف زمینه�های در زیادی

.[٢ ،١١] دارند ... و ͷفیزی هوش�مصنوعͬ، نظریه�ی�کدگذاری،

زمینه�هایͬ در ... و ١١ [٢] لئورانو ، کرسین١٠ͬ همچون دنیا سراسر در محققانͬ حاضر حال در

رده�بندی ، هوش�مصنوعͬ کدگذاری، نظریه�ی اتوماتا، نظریه�ی ابرگراف، گراف، هندسه، نظیر

.[٣ ،۴ ،۵] مͬ�باشند تحقیق به مشغول نیم�ابرگروه�ها و ابرگروه�ها کردن

هستند. ͷکلاسی جبری ساختارهای از مناسب تعمیم ͷی جبری ابرساختارهای مجموع، در

ابرساختار ͷی در اما، است عضو ͷی عضو دو ترکیب ،ͷکلاسی جبری ساختار ͷی در

تعمیم که را ابرساختارهای�جبری ،[٢٠] همچون است. مجموعه ͷی عضو دو ترکیب جبری،

مجموعه�ی ͷی این�که از مͬ�گیریم. نظر در رابطه�ای سیستم�های به�عنوان جامع�اند جبرهای

صادق جبری ابرساختارهای روی ضعیف) یا قوی حالت ͷی باید(در یͺسانͬ�ها از شده داده

ابرگروه�ها نیم�ابرگروه�ها، داشت(نظیر خواهیم را جبری ابرساختارهای خاصاز رده�هایͬ باشند،

ابرحلقه�ها). یا
١Marty
٢Kuntzmann
٣Krasner
۴Grifiths
۵Wall
۶Dresher
٧Ore

٨Utumi
٩Dietzman
١٠Corsini
١١Leoreanu

١



خاص (نیم)ابرگروه�های بعضͬ از مستقیم سیستم�های برای را مستقیم حد ساختار [٩] و [٨]

مͬ�کند. فراهم

[٩] و [٨] در شده استفاده ابرگروه�های نیم از مستقیم) سیستم ͷی مستقیم(از حد ساختار

مͬ�باشد. نیز [١٩] در شͺل همان به

این در است. [١٩] ودر (٢١ بخش .[٧]) در شده معرفͬ نتایج از تعمیم ͷی پایان�نامه این

از مستقیم حدهای برای [٧] ١٢ گراتزر به�وسیله�ی شده معرفͬ نتایج تعمیم درصدد پایان�نامه

خاصاز موارد بعضͬ با را جدید نتایجͬ و هستیم جبری ابرساختارهای از مستقیم سیستم�های

به�دست نتایج نمود. خواهیم ارایه یͺسانͬ�ها از استفاده با شده توصیف جبری ابرساختارهای

بوده�اند، موجود ابرگروه�ها یا ����ابرگروه�ها نیم�� برای این از قبل که نتایجͬ از پایان�نامه، این در آمده

ساده�تر راه ͷی موجود نتایج اثبات برای پایان�نامه این که، هستیم باور این بر هستند. قوی�تر

ساختار ٢ فصل در مͬ�باشند. ٣ و ٢ فصل�های در پایان�نامه این اصلͬ نتایج مͬ�کند. عرضه

هر اگر کرد. خواهیم معرفͬ جبری ابرساختارهای از مستقیم سیستم ͷی برای را مستقیم حد

آنͽاه بͽیریم، نظر در همورد تابعͽون ͷی به�عنوان را جبری ابرساختارهای از مستقیم سیستم

بیشتر که است ذکر قابل .[١٣ ،١٨] است تابعͽون این از مستقیمͬ حد موجود، ساختار

مͬ�باشد. [١٨] مرجع از پایان�نامه این در شده برده به�کار اصطلاحات

حͺم در جبری ابرساختارهای از مستقیم سیستم ͷی از مستقیم حد از مهم ویژگͬ اولین

مستقیم یͷسیستم از مستقیم حد مͬ�شود: بیان این�گونه حͺم این است، شده ثابت (٨.٢.٢)

با هم�پایان حامل ͷی دارای مستقیم سیستم هر از مستقیم حد با جبری ابرساختارهای از

شده معرفͬ نتایج از تعدادی مͬ�توان ۴ فصل در است. یͺریخت شده، داده سیستم حامل

از رده�ای برای هم�چنین آورد. به�دست حͺم این از استفاده با را [١٩] و [٨ ،٩ ،١٠] در

تحت بودن بسته که مͬ�کنیم ثابت هستند بسته یͺریختͬ تحت که جبری ابرساختارهای

مستقیم حد تحت بودن بسته با خوش�ترتیب، حامل با مستقیم سیستم�های از مستقیم حد

نظریه�ی در مهم ابزار ͷی ،[٢٢] [٢١]و در است. معادل دلخواه مستقیم سیستم�های از
١٢Grätzer

٢



قسمت خارج از که داریم [١۴] از است. ابرساختار�جبری ͷی از بنیادی رابطه�ی ابرساختار،

دیͽر هدف مͬ�آید. به�دست بنیادی جبر ͷی بنیادی رابطه�ی از استفاده با جبری ابرساختار ͷی

سیستم ͷی از مستقیم حد ͷی از بنیادی جبر که است موضوع این اثبات پایان�نامه این از

است. آن�ها بنیادی جبرهای از مستقیمͬ حد ابرساختارهای�جبری، از مستقیم

٣



١ فصل

نیازها پیش

۴



جامع جبرهای در مطالبͬ ١.١

روی تایͬ -n عمل ͷی باشد. نامنفͬ صحیح عدد ͷی n و مجموعه ͷی A کنید فرض

نشان degf با و مͬ�شود نامیده f درجه�ی n Aاستکه، Anبه از f یͷنͽاشت ،Aمجموعه�ی

از اعضایAیͷعضو از (a0, . . . , an−1) تایͬ -n هر به تایͬ -n یͷعمل بنابراین مͬ�دهیم.

f(a0, . . . , an−1) = a0 لذا مͬ�شود. مشخص f(a0, . . . , an−1) با که مͬ�دهد، تخصیص A

گفت مͬ�توان هم�چنین مͬ�باشد. تابع ͷی f : (a0, . . . , an−1) 7→ a0 که است معنا این به

)است. A به An از توابع تمام مجموعه�ی ) A(An) از عضو ͷی تایͬ، -n عمل ͷی

است، f : {∅} −→ A به�صورت نͽاشتͬ صفرتایͬ عمل ͷی .A0 = {∅} مͬ�کنیم تعریف

نظر در ثابت، (یͺانͬ) ی�ͷتایͬ عمل ͷی به�عنوان را صفرتایͬ عمل ͷی مͬ�توان بنابراین

لذا نیست، وابسته متغیر به آن ضابطه�ی چون است. شده حذف متغیر آن در که گرفت

نظر در x 7→ a که f : A −→ A ثابت تابع به�صورت مͬ�توان را ∅ 7→ a که f : {∅} −→ A

f از که g صفرتایͬ عمل با را f ی�ͷتایͬ عمل نمͬ�توان که باشید داشته توجه البته گرفت.

را صفرتایͬ عمل نمͬ�توان (زیرا گرفت نظر در یͺسان است، آمده به�دست متغیر) حذف (با

گرفت). ͬͺی یͺانͬ عمل با

عضو هر به به�طوری�که است تابع نمادهای از τ مجموعه�ی نوع-جبر، ͷی .١.١.١ تعریف

مͬ�شود، نامیده تایͬ -n تابع نماد ،f مͬ�شود. داده نسبت غیرمنفͬ صحیح عدد ͷی f ∈ τ

τn با تایͬ -n تابعͬ نمادهای مجموعه�ی باشد. n آن، با متناظر غیرمنفͬ صحیح عدد هرگاه

مͬ�شوند. داده نشان

⟨A;F ⟩ مرتب زوج τ نوع از A جبر ͷی باشد. نوع-جبر ͷی τ کنید فرض .٢.١.١ تعریف

روی متناهͬ عمل�های از خانواده�ای F و است غیرتهͬ مجموعه�ی ͷی A آن در که مͬ�باشد

تابعͬ نماد هر با متناظر به�طوری�که است شده گذاری اندیس τ نوع به�وسیله�ی که است A

و A زمینه�ی مجموعه�ی A دارد. وجود A روی (f)fA تایͬ -n عمل ͷی ،τ در f تایͬ -n

مͬ�شوند. نامیده A عمل�های ها fA

۵



⟨A; f1, . . . , fk⟩ مͬ�نویسیم واغلب τ = {f1, . . . , fk} مͬ�دهیم قرار باشد، متناهͬ F اگر

.degf1 ≥ · · · ≥ degfk آن در که

مͬ�کند: صدق زیر شرط در که است ⟨2⟩ نوع از جبر ͷی ،⟨A; .⟩ نیم�گروه ͷی .٣.١.١ مثال

(a.b).c = a.(b.c).

a ∈ A هر ازای به باشد. τ نوع از جبر ͷی A = ⟨A;F ⟩ کنید فرض .۴.١.١ تعریف

A عضوهای یعنͬ مͬ�نامیم. τA را آمده به�دست جدید نوع و نموده اضافه τ0 به را a نمادهای

مͬ�باشد τA نوع از جبر ͷی AA مͬ�گیریم. نظر در صفر درجه�ی با تابعͬ نمادهای به�عنوان را

است. A عضو هر با متناظر صفرتایͬ عمل با دقیق به�طور A که

مͬ�نامیم. متغیر آن�را عضوهای باشد. اشیا از مجموعه ͷی X کنید فرض .۵.١.١ تعریف

X روی τ نوع از عبارت�های از T (X) مجموعه�ی آنͽاه باشد، نوع-جبر ͷی τ کنید فرض

باشد: برقرار آن برای زیر شرایط که است مجموعه�ای کوچͺترین

X ∪ τ0 ⊆ T (X) .١

.f(p1, . . . , pn) ∈ T (X) آنͽاه ، f ∈ τn و p1, . . . , pn ∈ T (X) اگر .٢

مͬ�بریم. به�کار .(p1, p2) به�جای را p1.p2 معمول به�طور ′·′ دوتایͬ تابعͬ نماد ͷی برای

که کنیم مشخص تا مͬ�نویسیم p(x1, . . . , xn) به�صورت را p اغلب ،p ∈ T (X) برای

هستند. (x1, . . . , xn) ،p در ظاهر متغیرهای

کمتر مͬ�گردد ظاهر p در صریح به�طور که متغیرهایͬ تعداد هرگاه است، تایͬ -n ،pعبارت

نظر در n هر برای تایͬ -n عبارت ͷی مͬ�توان را τ0 اعضای واقع در باشد. n مساوی یا

n ≥ m که تایͬ -n عبارت ͷی به�صورت را تایͬ -m عبارت هر مͬ�توان این�رو از گرفت.

R[x, y, z] از عضوی به�عنوان مͬ�توان را f(x) = a + bx بیشتر، وضوح برای دید. است

n هر برای تایͬ -n عبارت ͷی به�صورت مͬ�توان را ی�ͷتایͬ عبارت هر زیرا گرفت، نظر در

گرفت. نظر در f(x) = a+ bx+ 0y + 0z صورت به مͬ�توان را f(x) یعنͬ دید.

۶



تابعͬ نمادهای − و ،· ،+ که τ = {+, ·,−} ∪ R و X = {x} دهید قرار .۶.١.١ مثال

و x این�صورت در است. صفر با برابر درجه�ای با تابعͬ نمادهای R و ٢ با برابر درجه�ای با

به�صورت X روی τ نوع از عبارت ͷی کلͬ شͺل هم�چنین هستند. عبارت حقیقͬ عدد هر

.ai ∈ R که است a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

خاص نͽاشت�ها�یͬ تایͬ -n چند�جمله�ای�های باشد، جبر ͷی A کنید فرض .٧.١.١ تعریف

مͬ�شوند: تعریف زیر به�صورت که هستند A به An از

هستند؛ تایͬ -n چندجمله�ا�های 0 ≤ i < n برای eni تصویرهای .١

نیز fγ(p0, . . . , pnγ−1) آنͽاه باشند، تایͬ -n چندجمله�ای�های p0, . . . , pnγ−1 اگر .٢

است برابر fγ(p0, . . . , pnγ−1)(x0, . . . , xn−1) که هستند تایͬ -n چندجمله�ای�های

,fγ(p0(x0؛ . . . , xn−1), . . . , pnγ−1(x0, . . . , xn−1)) با

مͬ�آید. به�دست ١و٢ از متناهͬ مراحل تعداد با فقط و فقط تایͬ -n چندجمله�ای هر .٣

عبارت�های باشد. مشبͺه ⟨L;∨,∧⟩ کنید فرض .٨.١.١ مثال

(e10 ∨ e10)(x0) = e10(x0) ∨ e10(x0) = x0 و e10(x0) = x0

هم�چنین مͬ�باشند. یͺانͬ چندجمله�ای�های از مثال�هایͬ

(e21 ∨ e20)(x0, x1) = x1 ∨ x0 و e20(xo, x1) = x0

هستند. دوتایͬ چندجمله�ای�های از مثال�هایͬ

در این بر علاوه است. تایͬ -n چندجمله�ای ͷی صفرتایͬ عمل هر n هر برای قرارداد:

صفرتایͬ چندجمله�ای در�نتیجه است. جایز نیز n = o ندارد، وجود ای eni هیچ که موردی

اگر که کنید توجه باشد. داشته وجود صفرتایͬ عمل ͷی حداقل اگر فقط و اگر دارد وجود

،n هر برای که دلیل این به ندارد. وجود 0 ≤ i ≤ n − 1 که ای i صورت این در ،n = 0

٧



پس است. صفر�تایͬ چندجمله�ای ͷی eni لذا هستند، تایͬ -n چندجمله�ای صفرتایͬ اعمال

عمل ͷی فقط وجود صورت در بنابراین مͬ�باشند. صفرتایͬ چندجمله�ای صفرتایͬ، اعمال

داشت. صفرتایͬ چندجمله�ای مͬ�توان صفرتایͬ

شͺل به P یͺانͬ چندجمله�ای هر باشد، حلقه ͷی ⟨R; +, ., 0, 1⟩ کنید فرض .٩.١.١ مثال

است: زیر

P (xo) = n0 + n1x0 + · · ·+ nm−1x
m−1
0 (١.١)

گفته این از قبل که آن�چه بنابر مͬ�باشند. صفر یا 1+1+ . . .
بار n

+1 شͺل به اعضایͬ ها ni که

ی�ͷتایͬ عمل به�صورت مͬ�توان را (∅ 7→ 1 که 1 : {∅} −→ R ) ͷی صفرتایͬ عمل شد،

تابع�های N در m و n هر برای درنتیجه گرفت. نظر در (x0 7→ 1 که 1 : R −→ R )

e10 . . بار. m
e10 : R −→ R و x0 7→ 1 + 1 + . . .

بار n
+ 1 = n که 1 + 1 + . . .

بار n
+ 1 : R −→ R

عبارت ،(٧.١.١) تعریف از دو قسمت به توجه با مͬ�آوریم. به�دست را x0 7→ xm0 که

نتیجه در مͬ�باشد. ی�ͷتایͬ چندجمله�ای ͷی ،(1 + 1 + . . .
بار n

+ 1).(e10 . . بار. m
e10)(x0) = nxm0

ساخته n = n0, n1, · · · , nm−1 و m = 0, 1, 2, · · · ,m − 1 برای (١.١) چندجمله�ای

مͬ�شود.

به یͺانͬ چندجمله�ای�های همه��ی آنͽاه باشد، نیم�گروه ͷی ⟨G; .⟩ کنید فرض .١٠.١.١ مثال

از استفاده با .e10(x0) = x0 داریم xo ∈ G برای لذا ،e1o : G −→ G زیرا هستند. xn0 شͺل

مͬ�گیریم نتیجه ،(٧.١.١) تعریف از دو قسمت

(e10.e
1
0)(x0) = e10(x0).e

1
0(x0) = x0.x0 = x20

به یͺانͬ چندجمله�ای داریم، عمل ͷی فقط این�که به توجه با است. یͺانͬ جمله�ای چند ͷی

مͬ�شود. ساخته xn0 شͺل

چندجمله�ای�های مجموعه�ی باشد. جبر ͷی A = ⟨A;F ⟩ کنید فرض .١١.١.١ تعریف

٨



جبر را B(n)(A) = ⟨p(n)(A);F ⟩ حاصل جبر و داده نشان p(n)(A) با را A روی تایͬ -n

مͬ�نامیم. A روی تایͬ -n چندجمله�ای�های

تعریفمͬ�باشند: قابل زیر به�صورت τ نوع از تایͬ -nچندجمله�ای نمادهای تعریف١٢.١.١.

هستند؛ تایͬ -n چندجمله�ای نمادهای X0, . . . ,Xn−1 .١

،γ < o(τ) ترتیبͬ عدد برای و p0, . . . ,pnγ−1 تایͬ -n چندجمله�ای نمادهای برای .٢

است؛ تایͬ -n چندجمله�ای نماد ͷی fγ(p0, . . . ,pnγ−1)

به�دست ١و٢ از متناهͬ مراحل تعداد با فقط و فقط تایͬ -n چندجمله�ای نماد هر .٣

مͬ�آید.

این�جا، در فقط است عبارت تعریف همان بالا تعریف .١٣.١.١ ملاحظه

X = {X0, . . . ,Xn−1}.

r نوع n است. An از زیرمجموعه ͷی A روی r تایͬ -n رابطه�ی ͷی .١۴.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده

-r a0, . . . , an−1 گوییم ،a0, . . . , an−1 ∈ A و باشد A روی تایͬ -n رابطه�ی ͷی r اگر

اختصار طور به .⟨a0, . . . , an−1⟩ ∈ r هرگاه هستند، رابطه�ای

r(a0, . . . , an−1) ⇔ ⟨a0, . . . , an−1⟩ ∈ r.

عدد ͷی o(τ) که باشد، N = {0, 1, . . . } روی دنباله ͷی τ = (nγ)γ<o(τ) کنید فرض

(ابرعمل) عمل ͷی از نماد ͷی fγ کنید فرض ،γ < o(τ) هر برای هم�چنین است. ترتیبͬ

را fγ (ابرعمل) عمل درجه�ی یعنͬ دارد، را تابعͬ نماد نقش ،fγ واقع در باشد. تایͬ -nγ

را B(n)(τ) = ⟨p(n)(τ); (fγ)γ<o(τ)⟩ ( τ نوع (از تایͬ -n عبارت جبر مͬ�کند. مشخص

غیر�تهͬ زیر�مجموعه�های مجموعه�ی P ∗(A) و مجموعه ͷی A کنید فرض بͽیرید. نظر در

،γ < o(τ) هر برای آن در که باشد، ابرساختار�جبری ͷی A = ⟨A; (fγ)γ<o(τ)⟩ و بوده A از

٩



مͬ�باشد. fγ نماد با مطابق که است nγ درجه�ی از ابرعمل ͷی fγ : Anγ → P ∗(A)

که مͬ�پذیریم باشد، نداشته وجود صفرتایͬ ابرعمل ،γ < o(τ) برای fγ ابرعمل�های بین اگر

جبرجامع هر که است واضح هم�چنین است. تهͬ A ابرساختار�جبری از A زمینه�ی مجموعه�ی

است. ابرساختار�جبری ͷی

شده�اند: معرفͬ زیر مثال�های در خاص ابرساختارهای�جبری بعضͬ

ابرگروه�وار مͬ�نامیم. ابرگروه�وار را دوتایͬ ابرعمل ͷی با ابرساختار�جبری ͷی .١۵.١.١ مثال

مͬ�نامیم. نیم�ابرگروه را پذیر شرکت

شرط در که ⟨H; ◦⟩ ابر�گروه نیم باشد. غیر�تهͬ مجموعه�ی ͷی H فرضکنید .١۶.١.١ مثال

∀a ∈ H : a ◦H = H ◦ a = H

اگر است گروه ͷی ⟨G; .⟩ غیر�تهͬ نیم�گروه که مͬ�دانیم مͬ�شود. نامیده ابرگروه کند، صدق

به�طور یا باشند. حل قابل G در ya = b و ax = b معادلات ،a, b ∈ G هر برای اگر فقط و

زیر تساوی�های معادل

∀a ∈ G, a ·G = G · a = G

مͬ�باشد. گروه از ظریفͬ تعمیم ابرگروه تعریف که گفت مͬ�توان بنابراین باشد. برقرار

:[١٧] مͬ�گیریم نظر در زیر به�صورت را P ∗(A) روی B∗(A) جبرجامع

داریم: ،A0, . . . Anγ−1 ∈ P ∗(A) هر وبرای γ < o(τ) هر برای

fγ(A0, . . . , Anγ−1) =
∪

{fγ(a0 . . . anγ−1) | ai ∈ Ai, i ∈ {0, . . . , nγ − 1}}.

B∗(A) روی تایͬ -n عبارت�های توابع جبر B(n)(B∗(A)) کنید فرض n ∈ N هر برای

.[٧] باشد

روی ابرساختار�جبری ͷی مͬ�توان ،A روی ρ هم�ارزی رابطه�ی هر ازای به مͬ�کنیم یادآوری

به�عنوان آورد. به�دست A/ρ خارج�قسمتͬ ابرساختار�جبری در ابرعمل تعریف به�وسیله�ی A/ρ

١٠



A/ρ از fγ(ρ⟨a0⟩, . . . , ρ⟨anγ−1⟩) غیرتهͬ زیرمجموعه�ی ،γ < o(τ) هر برای [۶] در مثال

زیر به�صورت

{ρ⟨b⟩|b ∈ fγ(b0, . . . , bnγ−1), ai ρ bi, i ∈ {0, . . . , nγ − 1}}

مͬ�باشد. ρ پیمانه�ی به x رده�ی ρ⟨x⟩ آن در که مͬ�گردد، تعریف

و F = {fγ|γ < o(τ)} که A = ⟨A;F ⟩ اگر که کرد بیان این�صورت به مͬ�توان واقع در

آنͽاه ،fγ : (A/ρ)nγ −→ p∗(A/ρ) که A/ρ = ⟨A/ρ;F ⟩ و fγ : Anγ −→ p∗(A)

fγ(ρ⟨a0⟩, . . . , ρ⟨anγ−1⟩) = ρ⟨fγ(a0), . . . , fγ(anγ−1)⟩.

مͬ�آوریم به�دست ،(0 ≤ i ≤ nγ − 1)bi ρ ai فرض با

ρ⟨fγ(a0), . . . , fγ(anγ−1)⟩ = ρ⟨fγ(b0), . . . , fγ(bnγ−1)⟩.

با است برابر fγ(ρ⟨a0⟩, . . . , ρ⟨anγ−1⟩) بنابراین

{ρ⟨b⟩|b ∈ fγ(b0, . . . , bnγ−1), bi ρ ai, i ∈ {0, . . . , nγ − 1}}.

که است، A هم�ارزی رابطه�ی کوچͺترین A ابرساختارجبری روی شده تعریف بنیادی رابطه�ی

بستار A از بنیادی رابطه�ی باشد. جبر�جامع ͷی آن از حاصل خارج�قسمتͬ ابرساختارجبری

است: زیر به�صورت A روی شده داده ی α رابطه�ی از α∗ تعدی

p ∈ p(n)(τ) و (a0, · · · , an−1) ∈ An ،n ∈ N اگر فقط و اگر xαy ،x, y ∈ A هر برای

به�طوری�که باشند، موجود

x, y ∈ p(a0, · · · , an−1) (٢.١)

.[١۴ ،١۵] رویB∗(A)است pبه�وسیله�ی شده القا عبارت تابع p ∈ p(n)(B∗(A)) آن در که

که است β رابطه�ی از تعدی بستار ⟨H; ◦⟩ نیم�ابرگروه ͷی از بنیادی رابطه�ی .١٧.١.١ مثال

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به βn ،x, y ∈ H هر برای و است β =
∪
n∈N∗

βn آن در

١١


