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චاری... ণپاس໋�
او حق کوشندگان و ندانند او نعمت�های شمردن شمارندگان بمانند، او ستودن در سخنوران که را خدای سپاس

نتوانند. گزاردن
جاودانه. ديگری از و می�شوم زاده يکی از هستند. من تولد سر�آغاز که هستم کسانی سپاسگزار

نگاشت. زندگيم سياه تخته بر را سپيدی که طهرانی احسنی حجت دکتر آقای جناب مهربانم، استاد
نماند. سياه من پای به آن�ها از مويی تار که مادری و پدر

بوده�است. من همگام و همراه معرفت، و عشق از آکنده قلبی با تحصيل طول تمام در که همسرم
که داشتشان بی�چشم راهنمايی�های و ياری��ها دليل به رضايی نويد مهربانم، برادر و طهماسبی ندا خانم سرکار

نمودند. آسان برايم را سختی�ها از بسياری
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چൊیده
می�دهيم. شرح جزئی ويژه مقادير تخصيص مسئله برای را حالت پسخورد ماتريس يافتن پايان�نامه، اين در
کردن خارج و حالت پسخورد کنترل با خطی سيستم باز حلقه ماتريس طيف از بخش يک داشتن نگه ثابت مسئله
می�رود کار به سيستم�هايی برای مسئله اين اصل می�نامند. جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله را طيف باقيمانده
تخصيص به نياز مقادير همين تنها که باز، حلقه طيف ويژه مقادير از تعدادی و نيستند پايدار کامل طور به که
اهميت از سازی بهينه و کنترل نظريه در مسئله اين که آن�جايی از ندارند. قرار پايداری ناحيه در دارند، دوباره
آن�ها از برخی پايانامه اين ابتدای در که شده�است ارائه آن حل برای گوناگونی روش�های است، برخوردار بالايی
استفاده با که است گونه�ای به پايانامه اين در شده برده کار به روش اختصار به است. گرفته� قرار بررسی مورد
تبديل ويژه مقدار تخصيص مسئله يک به را مسئله ، ناپايدار ويژه مقادير به وابسته چپ سمت ويژه بردار�های از
که می�کنيم محاسبه را حالتی پسخورد ماتريس خطی، کنترل سيستم�های در تشابهی تبديلات کاربرد با و می�کنيم

می�دهد. اختصاص بسته حلقه سيستم به را نظر مورد ويژه مقادير
اهميت دارای خطی، کنترل سيستم سازی بهينه در حالت پس�خورد ماتريس نورم مينيمم�سازی که آن�جايی از
می�آوريم به�دست را حالتی خورد پس ماتريس حالت، انتقال گراف و پيشنهادی روش از استفاده با است، فراوانی
ارائه خطی غير پارامتری حالت پسخورد ماتريس يافتن برای نو روشی نيز ادامه در است. نورم کم�ترين دارای که

شده�است. آورده نيز عددی مثال بيش�تر شرح برای بحث، هر انتهای در می�دهيم.

گراف تشابهی، تبديلات حالت، پسخورد ماتريس جزئی، ويژه مقادير تخصيص پايداری، کليدی: کلمات
نورم. مينيمم حالت، انتقال



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇ඼යج ౱ࣂࡣت
پارامتری حالت پسخورد ماتريس ”محاسبه ،(۱۳۹۳) ح، طهرانی. احسنی و ب حسن�کياده. حسين�نيای .۱
،۱۰۴-۱۰۷ ص ايران، رياضی کنفرانس پنجمين و چهل جزئی”، ويژه مقادير تخصيص مسئله در خطی

سمنان.

غير پارامتری جزئی ويژه مقادير ”تخصيص ،(۱۳۹۳) ح، طهرانی. احسنی و ب حسن�کياده. حسين�نيای .۲
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سيستم�های در جزئی ويژه مقادير ”تخصيص ،(۱۳۹۳) ح، طهرانی. احسنی و ب حسن�کياده. حسين�نيای .۳
آن،ص کاربرد�های و عددی آناليز همايش پنجمين حالت”، پسخورد ماتريس از استفاده با خطی کنترل

رفسنجان. عصر(عج) ولی دانشگاه ،۲۴-۲۷
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١ فصل

مقدمات و تعاريف

مقدمه ۱.۱

ديرباز از که می�باشد سازی بهينه و کنترل نظريه در اساسی مسائل از يکی جزئی۱، ويژه مقادير تخصيص مسئله
به نزديک که می�رود به�کار خطی کنترل دستگاه�های برای مسئله اين است. بوده محققان و نويسندگان توجه مورد
ندارد قرار پايداری ناحيه در کامل به�طور باز حلقه ماتريس طيف که دستگاه�هايی ديگر به�عبارت هستند. پايداری

داد. تغيير را آن باز حلقه ماتريس طيف از بخشی دستگاه پايدارسازی برای که است لازم و
شبکه�های نيرو، خطوط برق، شبکه�های پراکنده، و بزرگ سازه�های مانند، عملی برنامه�های از بسياری
عددی روش�های که می�شود فراوانی مشکلات و اسپارس و بزرگ ماتريس�های ايجاد باعث . . . کامپيوتری،

نمی�کنند. عمل خوبی به ويژه، مقدار تخصيص برای مرسوم
تغيير به نياز می�باشند، بی�ثباتی مسئول که ويژه مقادير از اندکی تعداد تنها کاربردی، مسائل اين از بسياری در
نامطلوب ويژه مقادير از اندکی تعداد فقط که زمانی مورد در ويژه مقادير کامل تخصيص که است بديهی دارند.
ميان به خطی کنترل دستگاه برای جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله مواقعی، چنين در نيست. مناسب هستند،
برای پيشنهادی روش يک شده�است. پيشنهاد مسئله اين حل برای مختلفی روش�های اخير دهه چند در می�آيد.
معادله حل به و شده�است ارايه [۸] ۳ داتا و سعد۲ توسط که است آرنولدی الگوريتم از استفاده مسئله اين حل
جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله سپس می�پردازد، آرنولدی الگوريتم از استفاده با خطی کنترل دستگاه سيلوستر۴
و AT ماتريس برای جزئی شور تجزيه از استفاده با نيز [۲۲] سعد می�نمايد. حل معادله اين جواب توسط را
فرايند روش از [۲] ۶ لوييز ب. و کالواتی۵ د. پرداخت. مسئله اين حل به ويژه، مقدار معکوس مسئله کاربرد
روش همان روی پايه�ای روش، اين نمودند. استفاده مسئله اين حل برای شده آغاز دوباره ضمنی به�طور آرنولدی

۱Partial eigenvalue assignment problem
۲Yousef Saad
۳B. N.Datta
۴Silvester equation
۵D.Calvetti
۶B.Lewis



۲ مقدمات و تعاريف .۱

شده آغاز دوباره ضمنی به�طور آرنولدی فرايند در که تفاوت اين با بردند، به�کار را آن سعد و داتا که است آرنولدی
فرايند باشند، مثبت حقيقی قسمت دارای ماتريس آمده به�دست ويژه مقدار m چنانچه مرحله ۲m اجرای از بعد
می�شود. انجام آغازين بردار تعريف با دوباره (A ماتريس ناپايدار ويژه مقادير تعداد k) l = min{k,m} از
اهاب و ۷ محمد.ا.رمضان است. طولانی بسيار آن محاسبات اما است آرنولدی روش از کاراتر روش اين گرچه
ويژه�های بردار ماتريس Y H

۱ ) fT = βY H
۱ A تعريف با آن در که دادند ارايه را الگوريتمی [۲۰] ۸ ا.ال-سعيد

که آورد به�دست به�صورتی می�توان را حالت خورد پس بردار ،β پارامتر محاسبه و ({λi}ki=۱ به وابسته چپ
حقيقی حالت خورد پس بردار که دادند نشان نيز ادامه در می�دهد، اختصاص دستگاه به را موردنظر ويژه مقادير

است.
مقادير تخصيص مسئله حل حالت پسخورد ماتريس آوردن به�دست برای جديد روشی نيز پايان�نامه اين در

می�دهيم. شرح جزئی ويژه

می�دهيم. شرح را نياز مورد مقدماتی تعاريف يک، فصل ادامه در •

هر در را جواب يکتايی و جزئی ويژه مقدار تخصيص مسئله ويژه، مقادير تخصيص مسئله دوم، فصل در •
موجود روش�های برخی و داده�ايم قرار بررسی مورد خطی کنترل های دستگاه در کامل به�طور مسئله، دو

شده�است. ارايه مثال با مسئله اين حل برای

چپ سمت ويژه بردار�های و دستگاه باز حلقه ماتريس مثبت ويژه مقادير از استفاده با سوم، فصل در •
کرده تجزيه کوچک�تر ابعاد با ماتريس�هايی به را دستگاه باز حلقه ماتريس مثبت، ويژه مقادير با متناظر
ماتريس تشابهی عمليات از استفاده با داده، تشکيل افزوده�ای ماتريس جديد ماتريس�های توسط سپس و
مفاهيم، اين از استفاده با کنيم. می تبديل برداری همدم به�فرم سپس و اشلون استاندارد به�فرم را افزوده
در دهد. اختصاص دستگاه به را دلخواه ويژه مقادير که می�آوريم به�دست را حالتی پس�خورد ماتريس

می�آوريم. روش شرح برای را پايداری نمودار و مثال� نيز ادامه

به ابتدا منظور، بدين می�کنيم. بررسی را حالت پس�خورد ماتريس نورم مينيمم�سازی چهارم، فصل در •
ماتريسپس�خورد بهينه�سازی در پارامتری�سازی زيرا می�پردازيم، حالت ماتريسپس�خورد پارامتری�سازی
گراف و سوم فصل در شده داده شرح روش از استفاده با ابتدا فصل� اين در بنابراين است. مؤثر حالت
دهد، اختصاص دستگاه به را نظر مورد ويژه مقادير که را پارامتری حالت پسخورد ماتريس حالت، انتقال

باشد. داشته کمينه نورم که می�آوريم به�دست را حالتی پس�خورد ماتريس سپس می�آوريم. به�دست

فصل انتهای در می�آوريم. به�دست جديد روش با را خطی غير پارامتری پسخورد ماتريس پنجم، فصل در •
می�کنيم. تشريح را روش اين عددی مثال با نيز

۷Mohamed.A.Ramadan
۸EhabA. El - Sayed
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مقدماتی تعاريف ۲.۱

بردار ۱.۲.۱

کنيد. مراجعه [۱۸] به مبحث اين بيشتر توضيحات برای

داشتن با v بردار می�شوند. ناميده بردار عناصر اعداد اين و نامند بردار را اعداد از منظم مجموعه�ای .۱.۲.۱ تعريف
می�شود: داده نشان زير صورت به عنصر n

v =


v۱

v۲

...
vn

 (۱.۱)

می�شود. نوشته نيز v = (v۱, v۲, . . . , vn)
T صورت به بالا v بردار

همه مجموعه می�شود. ناميده سطری بردار آن، ترانهاده و ستونی بردار ،(۱.۱) صورت به شده اشاره بردار
با را v مختلط مزدوج - ترانهاده و vT با را v بردار ترانهاده می�دهند. نشان Rn با را n بعد با حقيقی بردار�های

می�دهند. نشان vH

می�شود: ناميده اسکالر ضرب ،v و u بردار دو داخلی ضرب .۲.۲.۱ تعريف
⟨u, v⟩ = ū۱v۱ + ū۲v۲ + · · ·+ ūnvn

است.
√
vHv برابر و می�شود داده نشان ∥v∥ با v بردار طول .۳.۲.۱ تعريف

∥v∥ =
√
|v۱|۲ + |v۲|۲ + · · ·+ |vn|۲

ماتريس ۲.۲.۱

است ستون n و سطر m از متشکل مستطيلی، آرايه يک در مرتبط عنصر mn از مجموعه�ای A .۴.۲.۱ تعريف
می�شود: داده نمايش زير صورت به و می�شود ناميده m× n مرتبه ماتريس يک که

A =


a۱۱ a۱۲ . . . a۱n

... . . . ...
am۱ am۲ . . . amn

 .

مجموعه می�شود. داده نشان نيز (j = ۱,۲, . . . , n ،i = ۱,۲, . . . ,m) ،A = (aij)m×n صورت به که
Cm×n با مختلط، عناصر با ماتريس�ها، همه مجموعه و Rm×n با طبيعی، عناصر با ،m× n ماتريس�های همه

می�شوند. داده نشان
روی عناصر تمام که مربعی ماتريس می�شود. ناميده مربعی ماتريس برابر، ستون و سطر تعداد با A ماتريس

می�دهند. نشان I با و می�نامند واحد ماتريس را باشد صفر آن عناصر ساير و يک آن اصلی قطر
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آن: در که است ماتريس يک B = (bij) و A = (aij) ماتريس دو جمع
A+B = (aij + bij)

است: ماتريس يک cA سپس باشد، اسکالر يک c اگر
cA = (caij)

می�شود. داده نشان AT با و است n×m ماتريس يک Am×n ، ماتريس ترانهاده

AT =


a۱۱ a۲۱ . . . am۱

... . . . ...
a۱n a۲n . . . amn


است Aماتريس از شده تشکيل ماتريس ،Ā آن در که است AH = (Ā)T ماتريس ،Aماتريس مزدوج ترانهاده

باشد. A = AT اگر است، متقارن A مربعی ماتريس شده�اند. مختلط مزدوج آن، عناصر که

ماتريس يک ،AB سپسضرب باشد. n×pماتريسB m×nو مربعی Aماتريس کنيد فرض .۵.۲.۱ تعريف
می�آيد: به�دست زير �صورت به که است m× p

AB = (
n∑

k=۱

aikbkj) ; i = ۱,۲, · · · ,m, j = ۱,۲, · · · , p

است. ستونی بردار يک Ab باشد، ستونی بردار يک b اگر

به�طوری�که: است ∥ . ∥: Rm×n −→ R نگاشت ماتريس۹، [۱۸]نورم .۶.۲.۱ تعريف

، A = ۰ اگر اگروفقط� ∥ A ∥= ۰ و A ∈ Rm×n ازای به ،∥ A ∥≥ ۰ .۱

همگنی)، (خاصيت A ∈ Rm×n و α ∈ R ازای به ∥ αA ∥= |α| ∥ A ∥ .۲

. مثلثی) (نامساوی A,B ∈ Rm×n ازای به ∥ A+B ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ .۳

∥ A.B ∥≤∥ A ∥ . ∥ B ∥ .۴

نورم .۷.۲.۱ تعريف

∥ A ∥F=

√√√√ n∑
i,j=۱

∥aij∥۲ = tr(AAH), (۲.۱)

می�شود[۱۸]. ناميده (Cn۲ ۱۱در اقليدسی نورم (يا فروبينيوس۱۰ نورم است، ماتريسی نورم يک که

تابع باشد، برداری نورم يک ∥ . ∥ کنيد فرض .۸.۲.۱ قضيه

∥ A ∥= sup
x̸=۰

∥ Ax ∥
∥ x ∥

, (۳.۱)

۹Matrix norm
۱۰Frobenius norm
۱۱Euclidean norm
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.[۱۸] می�شود ناميده (۱۳ طبيعی ماتريسی (نورم ۱۲ القايی ماتريسی نورم که است ماتريسی نورم يک

ارز هم (۳.۱) که می�کنيم توجه نکته اين به ابتدا برهان.

∥ A ∥= sup
∥x∥=۱

∥ Ax ∥,

به�صورت (۳.۱) به�طوری�که می�کنيم تعريف را u = x
∥x∥ واحد بردار x ̸= ۰ هر برای واقع، در است.

∥ A ∥= sup
∥u∥=۱

∥ Au ∥=∥ Aw ∥, ∥ w ∥= ۱. (۴.۱)

داريم: ۶.۲.۱ تعريف از استفاده با است. نورم يک ((۴.۱) معادل به�طور (يا (۳.۱) می�دهيم نشان حال باشد.

به�علاوه . ∥ A ∥= sup∥x∥=۱ ∥ Ax ∥≥ ۰ که می�شود نتيجه آن�گاه ، ∥ Ax ∥≥ ۰ اگر .۱

∥ A ∥= sup
x ̸=۰

∥ Ax ∥
∥ x ∥

= ۰⇐⇒∥ Ax ∥= ۰, x ̸= ۰

.∥ A ∥= ۰⇔ A = ۰ بنابراين A؛ = ۰ اگروتنهااگر x ̸= ۰ برای Ax = ۰ و

پس می�گيريم، نظر در را α اسکالر .۲
∥ αA ∥= sup

∥x∥=۱
∥ αAx ∥= |α| sup

∥x∥=۱
∥ Ax ∥= |α| ∥ A ∥ .

آن�گاه x ̸= ۰ اگر سوپريمم، تعريف از استفاده با زيرا، است. برقرار مثلثی نامساوی خاصيت سرانجام، .۳
∥ Ax ∥
∥ x ∥

≤∥ A ∥=⇒∥ Ax ∥≤∥ A ∥∥ x ∥,

می�آوريم: به�دست يک، نورم با x فرض با بنابراين،
∥ (A+B)x ∥≤∥ Ax ∥ + ∥ Bx ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥,

نتيجه در
∥ A+B ∥= sup

∥x∥=۱
∥ (A+B)x ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ .

می�شوند: تعريف زير به�صورت بينهايت۱۵ نورم و يک۱۴ نورم .۹.۲.۱ تعريف

∥ A ∥۱= max
j=۱,...,n

m∑
i=۱

| aij |, ∥ A ∥∞= max
i=۱,...,m

n∑
j=۱

| aij | . (۵.۱)

۱۲Induced matrix norm
۱۳Natural matrix norm
۱۴1-norm
۱۵Infity norm
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می�شوند. ناميده ۱۷نيز سطری مجموع نورم ۱۶و ستونی مجموع نورم به�ترتيب و
.∥ A ∥۱=∥ A ∥∞ باشد حقيقی متقارن يا خودمزدوج A اگر و ∥ A ∥۱=∥ AT ∥∞ داريم: به�علاوه

داد نسبت می�توان دترمينان عنوان به را منحصربه�فردی اسکالر ،An×n مربعی ماتريس هر برای .۱۰.۲.۱ تعريف
می�شود. داده نمايش det(A) صورت به که

det(A) = |A| =
n∑

j=۱

aij(−۱)i+jdet(Aij) (۶.۱)

An×n ماتريس از jام ستون و iام سطر حذف از که است (n− ۱)× (n− ۱) مربعی ماتريس ،Aij آن در که
می�آيد. به�دست

از: است عبارت دترمينان خواص

می�کند. تغيير A ماتريس دترمينان علامت تنها ،A ماتريس در ستون يا سطر دو جای تعويض با .۱

.det(A) = det(A)T .۲

ضرب k در نيز ماتريس آن دترمينان آنگاه شود، ضرب k اسکالر در ماتريس ستون يا سطر يک اگر .۳
می�شود.

.|AB| = |A|.|B| داريم: Bn×n و An×n مربعی ماتريس دو برای .۴

است. صفر آن دترمينان آنگاه باشد، داشته يکسان ستون يا سطر دو ماتريس يک اگر .۵

در نيز ماتريس آن دترمينان آنگاه شوند، ضرب k اسکالر در ،An×n مربعی ماتريس درايه�های تمامی اگر .۶
.|kA| = kn|A| شد: خواهد ضرب kn

می�باشد. آن قطری درايه�های حاصل�ضرب برابر مثلثی ماتريس دترمينان .۷

برداری فضای ۳.۲.۱
شده�است. گرفته [۴] و [۱۸] از فصل اين قضايای و تعاريف

جمع عمل دو با که است بردار�ها از مجموعه�ای ،F ميدان روی بر ،V مانند برداری فضای يک .۱۱.۲.۱ تعريف
می�سازند: برآورده را زير شرايط ضرب، و

.∀u, v ∈ V =⇒ u+ v ∈ V .۱

.∀u ∈ V, ∀α ∈ F =⇒ αu ∈ V .۲

.∀u, v ∈ V =⇒ u+ v = v + u .۳
۱۶Column sum norm
۱۷Row sum norm



۷ مقدماتی تعاريف .۲.۱

.∀u, v, w ∈ V =⇒ u+ (v + w) = (u+ v) + w .۴

.∀u ∈ V, ∃۰ ∈ V =⇒ u+ ۰ = ۰ + u = u .۵

.∀u ∈ V, ∃ − u ∈ V =⇒ u+ (−u) = (−u) + u = ۰ .۶

.∀u, v ∈ V, ∀α, β ∈ F =⇒ (α + β)u = αu+ βu, α(u+ v) = αu+ αv .۷

.∀u ∈ V, ∀α, β ∈ F =⇒ α(βu) = (αβ)u .۸

.∀u ∈ V, ∀۱ ∈ F =⇒ ۱u = u .۹

را S باشد، V از تهی غير زير�مجموعه يک S و F ميدان روی بر برداری فضای يک V اگر .۱۲.۲.۱ تعريف
هر�گاه: می�نامند، V از زير�فضا يک

.∀s, t ∈ S −→ s+ t ∈ S .۱

.∀s ∈ S,∀α ∈ F −→ αs ∈ S .۲

ترکيب را ν ∈ V بردار باشد. V از نامتناهی زيرمجموعه يک S و برداری فضای V کنيم فرض .۱۳.۲.۱ تعريف
وجود an, . . . , a۱ اسکالرهای و un, . . . , u۱ مانند S بردارهای از متناهی تعداد اگر گوييم V اعضای از خطی

به�طوری�که: باشند داشته
ν = a۱u۱ + a۲u۲ + . . .+ anun.

تمام مجموعه آن�گاه باشد، F ميدان روی V برداری فضای از ناتهی زيرمجموعه�ای S کنيد فرض .۱۴.۲.۱ قضيه
است. V زيرفضای S اعضای از خطی ترکيبات

خطی ترکيبات تمام شامل زيرفضای باشد. V برداری فضای از ناتهی زيرمجموعه S کنيد فرض .۱۵.۲.۱ تعريف
می�شود. ناميده S توسط شده توليد زيرفضای S اعضای از

اگر ،(i = ۰,۱, . . . , n) ،ci اسکالر�های برای بگيريد. نظر در را V فضای از S زيرمجموعه .۱۶.۲.۱ تعريف
شکل به معادله

∀u۱, u۲, · · · , un ∈ S , c۱u۱ + c۲u۲ + · · ·+ cnun = ۰

خطی مستقل را u۱, u۲, . . . , un بردار�های آنگاه باشد، برقرار c۱ = c۲ = . . . = cn = ۰ اين�که شرط به فقط
نامند.

گويند. خطی وابسته را u۱, u۲, . . . , un بردار�های غير�اين�صورت در

S هرگاه گوييم V پايه را S مجموعه باشد. F ميدان روی برداری فضای يک V کنيد فرض .۱۷.۲.۱ تعريف
می�کند. توليد را V که باشد V خطی مستقل زيرمجموعه يک

V فضای بعد را V پايه بردارهای تعداد باشد متناهی بعد با برداری فضای يک V کنيد فرض .۱۸.۲.۱ تعريف
می�دهند. نشان dimV با و ناميده
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ماتريس پوچ فضای و برد رتبه،

است ماتريس آن در خطی مستقل سطر�های يا ستون�های تعداد ماکزيمم با برابر A ماتريس رتبه .۱۹.۲.۱ تعريف
می�شود. داده نشان rank(A) با که

An×n منفرد غير −→ |A| ̸= ۰ −→ rank(A) = n کامل) (رتبه

Am×n →

rank(A) = min(m,n) −→ کامل) (رتبه
rank(A) < min(m,n) −→ رتبه) (نقص

است. ماتريس آن گسترده فضای بعد با معادل ماتريس يک رتبه .۲۰.۲.۱ نکته
dim[R(A)] = rank(A)

است: زير صورت به خطی نگاشت ،Am×n ماتريس پوچ فضای .۲۱.۲.۱ تعريف
N(A) = {x ∈ Rn | Ax = ۰}

جواب تنها اگر و است Ax = ۰ همگن معادله صفر غير پاسخ�های تمامی مجموعه پوچ، فضای .۲۲.۲.۱ نکته
است. کامل ،A رتبه باشد، صفر بديهی جواب همان ،Ax = ۰ معادله

نام A برد که دارد وجود ماتريس پوچ فضای به وابسته زيرفضای ،m × n مرتبه از A ماتريس هر برای
می�شود. داده نمايش R(A) توسط و دارد

R(A) = {b ∈ Rm | b = Ax, x ∈ Rnمانند برداری هر ازای ,{به

داشته وجود n × n مرتبه از B ماتريس اگر است معکوس�پذير n × n، مرتبه از A ماتريس .۲۳.۲.۱ تعريف
طوری�که: به باشد

AB = BA = I

ماتريس اغلب معکوس�پذير ماتريس و است فرد منحصربه ماتريس معکوس می�شود. داده نمايش A−۱ توسط و
می�شود. ناميده نامنفرد

که: قسمی به داشته وجود T نامنفرد ماتريس اگر می�شوند ناميده مشابه B و A ماتريس دو .۲۴.۲.۱ تعريف
T−۱AT = B

هستند. يکسان ويژه مقادير دارای که است اين مشابه ماتريس�های مهم خاصيت يک

اگر علاوه به باشد، νT
i νj = ۰ اگر است متعامد Rn در {ν۱, . . . , νm} بردارهای مجموعه .۲۵.۲.۱ تعريف

پايه باشد، نيز يکامتعامد که زيرفضا برای پايه يک نامند. يکامتعامد را آن�ها آن�گاه ، i هر ازای به νT
i νj = ۱

می�شود. ناميده زيرفضا برای يکامتعامد
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خاص ماتريس چند معرفی

باشد. صفر اصلی قطر روی درايه�های جز به آن درايه�های تمام که مربعی ماتريس قطری۱۸: ماتريس .۱

A = diag(a۱۱, a۲۲, · · · , ann) = , aij = ۰ i ̸= j

است. صفر آن اصلی قطر زير درايه�های تمام که است مربعی ماتريسی بالامثلثی۱۹: ماتريس .۲

U =

aij i ⩽ j

۰ i > j

است. صفر آن اصلی قطر بالای درايه�های تمام که است مربعی ماتريسی پايين�مثلثی۲۰: ماتريس .۳

L =

aij i ⩾ j

۰ i < j

کند: برآورده را زير رابطه و بوده حقيقی اگر است، متعامد A ماتريس متعامد۲۱: ماتريس .۴
ATA = AAT = I

ترانهاده . aij = ۰ ،i > j + ۱ ازای به هرگاه است بالاهسنبرگی A مربعی ماتريس هسنبرگی: ماتريس .۵
اگر است هسنبرگی پايين A = (aij) ماتريس يعنی است، هسنبرگی پايين بالاهسنبرگی ماتريس يک
سه باشد، هسنبرگی پايين هم و بالاهسنبرگی هم که مربعی ماتريس يک . j > i+ ۱ ازای به aij = ۰

است. قطری

ويژه ومقدار ويژه بردار ۴.۲.۱

جمله�ای چند ،PA(λ) = det(λI−A) چند�جمله�ای باشد. n×nماتريس Aيک کنيد فرض .۲۶.۲.۱ تعريف
می�شود. ناميده مشخصه

با: است معادل اين هستند. A ويژه مقادير مشخصه، جمله�ای چند های صفر
به�طوری�که: داشته�باشد، وجود x صفر غير بردار اگر، وتنها اگر است، A ماتريس از ويژه مقدار يک ،λ ∈ C

Ax = λx

۱۸Diagonal
۱۹Upper triangular
۲۰Lower triangular
۲۱Orthogonal
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اگر: است، A ماتريس ويژه بردار ،x ̸= ۰ بردار .۲۷.۲.۱ تعريف
Ax = λx

اگر: می�شود، ناميده چپ ويژه بردار ،y ̸= ۰ بردار .۲۸.۲.۱ تعريف
yHA = λyH

حقيقی ضرايب با ای جمله چند يک | λI−A |= ۰ مشخصه معادله An×n حقيقی ماتريس برای .۲۹.۲.۱ نکته
است. α± iβ مختلط صورت به يا حقيقی صورت به ويژه مقادير کليه بنابراين است.

محاسبه قابل زير صورت به ماتريس اثر و دترمينان λ۱, λ۲, · · · , λn ويژه مقادير با An×n ماتريس برای
است:

| A |= λ۱λ۲ · · ·λn

trace(A) = λ۱ + λ۲ + · · ·+ λn

است. n مرتبه از ای جمله چند يک An×n ماتريس هر برای مشخصه ای جمله چند
| λI − A |= λn + Cn−۱λ

n−۱ + Cn−۲λ
n−۲ + · · ·+ C۲λ

۲ + C۱λ+ C۰

داد: نمايش زير صورت به توان می را ای جمله چند اين
| λI − A |= (λ− λ۱)(λ− λ۲) · · · (λ− λn)

حال باشند. تکراری يا متمايز و مزدوج مختلط يا حقيقی توانند می که هستند ای ويژه مقادير λ۱, λ۲, · · · , λn

آيد: می دست به | A | مقدار دهيم، قرار را λ = ۰ بالا رابطه در اگر

| A |= (λ۱)(λ۲) · · · (λn) =
n∏

i=۱

λi

ماتريس ويژه مقادير همان اصلی قطر روی عناصر مثلثی پايين و مثلثی بالا قطری، های ماتريس در .۳۰.۲.۱ نکته
هستند.

خطی کنترل دستگاه ۵.۲.۱
شده�است. انتخاب [۵] و [۶] از بخش اين قضايای و تعاريف

بعدی يک دستگاه

گرفت: نظر در می�توان زير به�صورت را آن ديفرانسيل معادله فيزيکی، دستگاه�های از بسياری برای •

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t),
(۷.۱)

آن در که
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زمان، متغير t –

حالت، بردار به موسوم بعدی n ستونی بردار يک x(t) –

، کنترل متغير يا ورودی بردار به موسوم بعدی m ستونی بردار يک u(t) –

خروجی بردار به�نام زمان با متغير بعدی r بردار يک y(t) –

هستند.

خطی دستگاه را حاصل دستگاه باشند، ثابت و t از مستقل D و C و Bو A ماتريس�های حالتی�که در
می�ناميم. زمان۲۲ ناوردای

گويند. پيوسته دستگاه معادله را (۷.۱) معادله

يا محاسبه قابل زمان از لحظه هر در دو هر يا و ورودی بردار يا حالت بردار دستگاه�ها، از برخی برای
اين در است. دسترس در کميت�ها اين i = ۰,۱, . . . , n ،ti نقاط از دنباله�ای در بلکه نيستند، اندازه�گيری

است: زير اول مرتبه تفاضلی معادله صورت به هم�ارز طور به دستگاه حالت ديفرانسيل معادله +x(iموارد، ۱) = Ax(i) +Bu(i)

y(i) = Cx(i) +Du(i)
(۸.۱)

هستند. ti زمان در ورودی و حالت بردار�های ترتيب، به u(i) و x(i) آن در که

خاصی زمانی نقاط در فقط دستگاه حالت تغيير و هستند زمانی گسسته ذاتا�� دستگاه�ها از برخی .۳۱.۲.۱ نکته
است: زير خطی گسسته صورت به دستگاه حالت، اين در می�پذيرد. صورت
x(k + ۱) = Ax(k) + Bu(k) (۹.۱)

کنترل�پذيری ۶.۲.۱

انتخاب با ،x(۰) اوليه حالت از شروع با اگر می�شود، ناميده کنترل�پذير ، (۷.۱) معادله با شده توصيف دستگاه
هدايت x۱ = x(t۱) نهايی گام هر به را دستگاه بتوان ،t۱ متناهی زمان در ،۰ ⩽ t ⩽ t۱ ،u(t) مناسب ورودی

کرد.

دارد. اشاره (A,B) زوج کنترل�پذيری به اغلب ،(۷.۱) دستگاه کنترل�پذيری .۳۲.۲.۱ نکته

کنترل�پذير ،A از λ ويژه مقدار معادل، طور به يا و (۷.۱) زمانی پيوسته دستگاه ماتريسAدر حالت .۳۳.۲.۱ نکته
غير صورت، اين غير در باشد. نامتعامد B ماتريس ستون�های با λ با متناظر چپ سمت ويژه بردار اگر است،

هستند. کنترل قابل
۲۲Time invariant
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کنترل�پذيری ماتريس

کنيم: می تعريف زير به�صورت را کنترل�پذيری ماتريس (۷.۱) تفاضلی معادله با شده توصيف دستگاه برای

Q =
[
B AB A۲B . . . An−۱B

]
(۱۰.۱)

زمانی)[۵] پيوسته دستگاه کنترل�پذيری (معيار .۳۴.۲.۱ قضيه
هستند: معادل زير عبارت�های باشد، (m ⩽ n) ،B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n کنيد فرض

است. کنترل�پذير (۷.۱) دستگاه .۱

است. n کامل رتبه ،Qn×nm کنترل�پذيری ماتريس .۲
rank(Q) = n

آنگاه: ،xTA = λxT که معنی اين به باشند، AT ماتريس ويژه جفت ،(λ, x) اگر .۳

xTB ̸= ۰

، A ماتريس از λ ويژه مقدار هر برای .۴

rank(A− λI,B) = n

داد. تخصيص دلخواه مقادير به می�توان را A−BK ماتريس ويژه مقادير ،K ماتريس مناسب انتخاب با .۵

ادامه برای می�دهيم. قرار بررسی مورد را برعکس و سوم به دوم قسمت ارزی هم اثبات تنها اينجا در برهان.
می�گيريم. نظر در را x(۰) = ۰ .t۰ = ۰ می�کنيم فرض کنيد. مراجعه [۵] به می�توانيد اثبات

يعنی می�گيريم، نظر در λ ويژه مقدار با متناظر AT ويژه بردار را x :۲ −→ ۳

xTA = λxT .

آن�گاه xTB = ۰ می�کنيم فرض خلف برهان به

xTQ = [xTB, λxTB, λ۲xTB, . . . , λn−۱xTB] = ۰. (۱۱.۱)

است. تناقض يک اين که بود خواهد �x = ۰ پس، است کامل رتبه ،Q ماتريس چون
k < n برابر Q رتبه اما نباشد. متعامد B ستون�های با A ويژه بردار�های از هيچ�يک کنيد فرض :۳ −→ ۲

به�طوری�که: [۵] دارد وجود T نامنفرد ماتريس بنابراين باشد.

Ā = TAT−۱ =

[
Ā۱۱ Ā۱۲

۰ Ā۲۲

]
, B̄ = TB =

[
B̄۱

۰

]
, (۱۲.۱)

.k = rank(Q) و است (n− k) مرتبه از Ā۲۲ به�طوری�که


