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پايداری

چͺیده
ولترا انتگرال معادلات عددی حل برای چند�گامͬ هم�محلͬ روش�های پایان�نامه این در
مقدار به گرهͬ نقطه�ی هر در جواب گسسته�سازی، از پس طوری�که مͬ�شوند،� معرفͬ
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با مذکور، روش از حاصل نتایج مقایسه�ی و عددی آزمایش�های انجام با کرد. خواهیم
تائید و روش این برتری�های دادن نشان دنبال به مشابه، روش�های دیͽر از حاصل نتایج

بود. خواهیم نظری نتایج
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مقدمه

ولترای انتگرال معادله�ی حل برای هم�محلͬ روش ͷی

y(t) = g(t) +

∫ t

٠
k(t, τ, y(τ))dτ, t ∈ I := [٠, T ],

ایده�ی براساس ،g ∈ C(I) و D = {(t, τ) : ٠ ≤ τ ≤ t ≤ T} با k ∈ C(D × R) آن در که
پایه�ریزی دارد تعلق متناهͬ بعد با فضای ͷی به که مناسبی تابع با دقیق جواب تقریب
زیر ͷی روی که است تکه�ای جبری چندجمله�ای�های فضای معمولا˟ فضا این است. شده
مͬ��کند. صدق انتگرال معادله�ی در دقیق طور به انتگرال�گیری، بازه�ی از معين مجموعه�ی
مͬ�كنیم. ارائه حالتچندگامͬ به را كلاسيك روشهم�محلͬ از تعميمͬ پایان�نامه این در
جوابدر که مͬ�آوریم �دست به را چندگامͬ هم�محلͬ روش�های از کلͬ یͷدسته�ی اینجا در
هدف این با است، وابسته قبلͬ گام�های از نقطه r ثابت تعداد در جواب مقدار به گره، هر
هزینه�های اینکه بدون ببریم، بالا را ͷکلاسی تک�گامͬ هم�محلͬ روش همͽرایی مرتبه که

مͬ�يابد. توسعه روش مطلق پايداری ناحيه�ی نيز و یابند افزایش محاسباتͬ
بیان زیر جمله�ی تحت را قبلͬ موجود مقادیر از استفاده علت ، [١٧] ١ ايزرليس آریه
محاسبه مقادير چرا هستند، جویی صرفه انسان�های طبیعتاً عددی آناليز ”محققین مͬ�کند:
در اکنون که قبلͬ موجود مقادیر به را جواب چرا بͽذاریم؟ کنار را قبلͬ گره�های در شده�

“ نکنیم؟ وابسته هستند دست
،yn−k تقریب�های از tn+١ تا tn از محاسبات برای چندگامͬ هم�محلͬ روش�های در

مͬ�کنیم. استفاده شده�اند محاسبه قبلͬ گام�های در که k = ٠, . . . , r − ١

فصل�هاى در كه را انتگرال معادلات اساسͭ مفاهيم و تعاريف برخͭ اول فصل در

Arieh Iserles١

خ



د مقدمه

را انتگرال معادلات حل براى عددى روش�هاى برخͭ سپس مͭ�آوريم. است نياز مورد بعد
مͬ�كنيم. معرفͭ

معرفͬ ولترا انتگرال معادلات برای را كلاسيك هم�محلͬ روش�های دوم فصل در
مͬ�كنيم. بررسͬ را روش�ها از دسته اين همͽرايی مرتبه�ی و مͬ�كنيم

اين از استفاده كه مͬ�دهيم نشان و مͬ�پردازيم جديد روش ارائه�ی به سوم فصل در
پايداری ناحيه�ی بررسͬ به ادامه در مرتبه�یهمͽرايیروشمͬ�شود. رفتن باعثبالا روش�ها

مͬ�پردازيم. چندگامͬ هم�محلͬ روش�های مطلق
تحليلͬ طور به كه مرتبه�ای مͬ�دهيم نشان عددی مثال�های از استفاده با چهارم فصل در
عملͺرد هم�چنين است. صحيح آورده�ايم، دست به چندگامͬ هم�محلͬ روش�های برای
كامپيوتری برنامه�های مͬ�كنيم. مقايسه كلاسيك هم�محلͬ روش�های با را جديد روش�های
MATLABنوشته محيط در چندگامͬ هم�محلͬ روش�های و كلاسيك هم�محلͬ روش�های

شده�اند.
است. شده تنظيم [١١] مرجع براساس اين�پايان�نامه



١ فصل

پژوهش پيشينه�ى و اوليه مفاهيم

بعد فصل�هاى در كه را انتگرال معادلات اساسͭ مفاهيم و تعاريف برخͭ فصل اين در
سپس مͭ�كنيم. معرفͭ را انتگرال معادلات مختلف دسته�هاى و مͭ�آوريم است نياز مورد
براى كرد. خواهيم بررسͬ را ولترا انتگرال جوابمعادلات منحصربفردی و وجود قضايای
ادامه در ببينيد. را [٢٠] و [١٩] ،[٢] ،[١] مراجع بيشتر، مثال�هاى و كامل�تر توضيحات

كرد. خواهيم معرفͭ را انتگرال معادلات حل براى عددى روش�هاى برخͭ

انتگرال معادلات اساسͭ مفاهيم و تعاريف ١.١

ظاهر انتگرال علامت زیر y(t) مجهول تابع آن در که است معادله�ای انتگرال معادله�ی
صورت به انتگرال معادله�ی کلͬ شͺل مͭ�شود.

F (t,

∫ β(t)

α(t)
K(t, τ, y(τ))dτ) = ٠

مجهول تابع y و مͬ�شود ناميده انتگرال معادله�ی هسته��ی K(t, τ, y(τ)) آن در است.که
هستند. انتگرال حدود β(t) و α(t) معادله این در است. معادله

همزيستͬ جمعيت، رشد مسأله�ی هستند. فراوانͬ كاربردهای دارای انتگرال معادلات
غلتيدن و آويزان زنجير آنها، جايͽزينͬ نرخ و تجهيزات افتادگͬ كار از زيستͬ، گونه�های
شروع نقطه�ی از مستقل معين نقطه�ی يك به رسيدن زمان كه مسير يك روی مهره يك
انتگرال- يا انتگرال معادلات صورت به كه هستند مسائلͬ از نمونه چند باشد، حركت



٢ پژوهش پيشينه�ى و اوليه مفاهيم .١ فصل

به ديفرانسيل معادله�ی يك تبديل مواقع بعضͬ همچنين شده�اند. بندی فرمول ديفرانسيل
مͬ�كند. ساده�تر را آن حل انتگرال، معادله�ی يك

اشاره آنها از بعضͬ به ذیلا́ که دارند وجود انتگرال معادلات از متعددی بندی�های دسته
مͬ�کنیم.

غیرخطͬ و خطͬ انتگرال معادلات ١.١.١

کلͬ شͺل است. معادله بودن غیرخطͬ و خطͬ انتگرال، معادلات در مهم دسته�بندی ͷی
صورت به خطͬ انتگرال معادلات

h(t)y(t) +

∫ β(t)

α(t)
k(t, τ)y(τ)dτ = g(t) (١.١)

انتگرال حدود β(t) و α(t) و است انتگرال معادله�ی هسته�ی k(t, τ) معادله این در است.
صورت به خطͬ غیر انتگرال معادلات کلͬ شͺل هستند.

h(t)y(t) +

∫ β(t)

α(t)
k(t, τ, y(τ))dτ = g(t) (٢.١)

است. y از غیرخطͬ تابعͬ و است انتگرال معادله�ی هسته�ی k(t, τ, y(τ)) آن در که است،

انتگرال معادلات .١.١.١ مثال

y(t) +

∫ t

٠
et−τy(τ)dτ = t,

y(t) +

∫ π

٢
٠

sin(t+ τ)y(τ)dτ = cost,

انتگرال معادلات و خطͭ�اند

y(t)−
∫ t

٠
y٢(τ)dτ =

١
٢ + e−t − ١

٢e
−٢t,

y(t) +

∫ π

٢
٠

et+τy(τ)dτ = ٠,

هستند. غيرخطͬ



٣ انتگرال معادلات اساسͭ مفاهيم و تعاريف .١.١

ولترا و فردهلم انتگرال معادلات ٢.١.١

به دادند، قرار بررسͬ مورد را انتگرال معادلات که بودند کسانͬ اولین از ولترا و فردهلم
معروف ولترا و فردهلم انتگرال معادلات به انتگرال معادلات از مهم دسته�ی دو دلیل این
انتگرال معادله�ی باشند، ثابت مقادیر انتگرال معادله�ی انتگرال حدود صورتͬ�که در شده�اند.
است. ولترا انتگرال معادله�ی باشد، متغیر حدود از ͬͺی حداقل اگر و مͬ�شود نامیده فردهلم

معادله�ى .٢.١.١ ∫مثال t

٠
et−τy(τ)dτ = t

و است ولترا انتگرال معادله�ى يك

y(t)− ١
٨

∫ π

٢
٠

y٢(τ)dτ = ٢cos(t)− π

٨

است. فردهلم انتگرال معادله�ى يك

دوم و اول نوع انتگرال معادلات ٣.١.١

در است. دوم و اول نوع به آنها دسته�بندی انتگرال، معادلات در دیͽر مهم دسته�بندی ͷی
که صورتͬ در و مͬ�شود نامیده اول نوع معادله h(t) ≡ ٠ اگر ،(٢.١) و (١.١) معادلات

معادله��ی است. دوم نوع از معادله h(t) ̸≡ ٠

∫ π

٠
tτy(τ)dτ = ٢cosht− ١

معادله�ی و است اول نوع خطͬ فردهلم انتگرال معادله�ی يك

y(t)−
∫ t

٠
τy(τ)dτ = cost+ t

است. دوم نوع خطͬ ولترای انتگرال معادله�ی يك



۴ پژوهش پيشينه�ى و اوليه مفاهيم .١ فصل

منفرد انتگرال معادلات ۴.١.١

در اگر مͬ�شود. نامیده منفرد انتگرال معادلات انتگرال، معادلات از دیͽری دسته�ی
نقطه در معادله هسته�ی یا و باشد نامتناهͬ انتگرال حدود از ͬͺی حداقل انتگرال معادله�ی
گویند. منفرد نوع از را انتگرال معادله�ی گردد، نامتناهͬ انتگرال�گیری بازه�ی از نقاطͬ یا

معادله�ی .٣.١.١ مثال

y(t) +

∫ t

٠

١√
t− τ

y(τ)dτ =
√
t+

١
٢πt

است. دوم نوع منفرد ولترای انتگرال معادله�ی يك

لاپلاس تبديل .۴.١.١ مثال

F (s) =

∫ ∞

٠
e−stf(t)dt

فوريه�ی تبديل و
F (α) =

∫ ∞

−∞
e−iαxf(x)dx

هستند. منفرد انتگرال معادلات از نمونه�هايی نيز

مͬ�توان را مستقل متغيرهای دامنه�ی ساده�تر، نمادگذاری برای و کلیت از کاستن بدون
نوع ولترای معادله�ی این�صورت، در باشد، صفر انتگرال پایین حد که کرد انتخاب طوری

شͺل به ∫اول t

٠
k(t, τ, y(τ))dτ = ٠, ٠ ≤ t ≤ T,

بود. خواهد

انتگرال-دیفرانسیل معادلات ۵.١.١

اين در باشند، داشته حضور انتگرال معادله�ی در نيز مجهول تابع مشتقات از برخͬ اگر
مثال عنوان به است. انتگرال-دیفرانسیل معادله�ی نوع از معادله صورت

D١y(t)−
∫ β(t)

α(t)
k(t, τ)

(
D٢y(τ)

)
dτ = f(t),



۵ ولترا انتگرال معادلات .٢.١

قسمت كه هستند عملͽرهايى D٢ و D١ آن در كه است انتگرال-ديفرانسيل معادله�ى� يك
مͬ�باشد. انتگرال معادلات مشابه معادلات این دسته�بندی مͭ�دهند. نشان را ديفرانسيل

معادله�ى .۵.١.١ مثال

y(٣)(t) +
∫ π

٢
٠

tτy(١)(τ)dτ = sin(t)− t

و است فردهلم خطͭ انتگرال-ديفرانسيل معادله�ى يك

y(٢)(t) + ty(١)(t)−
∫ t

٠
et−τy(τ)dτ = t٢ + ١

است. ولترا انتگرال-ديفرانسيل معادله�ى يك

ولترا انتگرال معادلات ٢.١

انتگرال معادلات بيشتر بررسͬ به بخش اين در پايان�نامه، اين اصلͬ هدف به توجه با
بررسͬ را ولترا انتگرال معادلات جواب منحصربفردى و وجود قضاياى و مͭ�پردازيم ولترا
ولترای انتگرال معادلات و خطͬ ولترای انتگرال معادلات حل روش�های ادامه در مͭ�كنيم،

مͬ�دهيم. ارائه را غيرخطͬ

ولترا انتگرال معادلات جواب منحصربفردی و وجود قضايای ١.٢.١

و خطͬ ولتراى انتگرال معادله�ی جواب يͺتايی و وجود براى لازم شرايط زير قضايای
مͭ�كنند. بيان را غيرخطͬ

به�صورت ولترا خطͬ انتگرال معادله�ی برای [٢٢] .١.٢.١ قضیه

y(t)−
∫ t

٠
k(t, τ)y(τ)dτ = g(t), (٣.١)

در باشند، پیوسته [٠, T ] و ٠ ≤ τ ≤ t ≤ T روی ترتيب به g(t) و k(t, τ) توابع فرضکنیم
یͺتاست. پیوسته�ی جواب دارای ٠ ≤ t ≤ T برای (٣.١) انتگرال معادله�ی این�صورت



۶ پژوهش پيشينه�ى و اوليه مفاهيم .١ فصل

پیͺارد روش از (٣.١) انتگرال معادله�ی جواب منحصربفردی و وجود اثبات برای برهان.
ساده�ی تکرار شامل روش این مͬ�کنیم. استفاده

yn(t) = g(t) +

∫ t

٠
k(t, τ)yn−١(τ)dτ, n = ١,٢, . . . , (۴.١)

با

y٠(t) = g(t)

مͬ�کنیم معرفͬ سادگͬ، منظور به است.

ϕ٠(t) = g(t)

و

ϕn(t) = yn(t)− yn−١(t), n = ١,٢, . . . · (۵.١)

داریم (۵.١) در (۴.١) رابطه�ی از جايͽذاری با

ϕn(t) = g(t) +

∫ t

٠
k(t, τ)yn−١(τ)dτ − g(t)−

∫ t

٠
k(t, τ)yn−٢(τ)dτ.

بنابراين

ϕn(t) =

∫ t

٠
k(t, τ)ϕn−١(τ)dτ, n = ١,٢, . . . · (۶.١)

نوشت مͬ�توان (۵.١) رابطه�ی از استفاده با

ϕ٠(t) + ϕ١(t) + ϕ٢(t) + . . .+ ϕn−١(t) + ϕn(t)

= g(t) + y١(t)− y٠(t) + y٢(t)− y١(t) + . . .+ yn−١(t)− yn−٢(t) + yn(t)− yn−١(t)

= yn(t).

نتیجه در

yn(t) =

n∑
i=٠

ϕi(t). (٧.١)



٧ ولترا انتگرال معادلات .٢.١

که مͬ�کنیم انتخاب چنان را K و G قضیه، اثبات برای حال

|g(t)| ≤ G, ٠ ≤ t ≤ T,

|k(t, τ)| ≤ K, ٠ ≤ τ ≤ t ≤ T.

نامساوی ابتدا در

ϕn(t) ≤
G(Kt)n

n!
, ٠ ≤ t ≤ T, n = ٠,١, . . . , (٨.١)

n = ٠ فرض با است. برقرار نامساوی این که مͬ�دهیم نشان استقرا به و مͬ�کنیم معرفͬ را
داريم

ϕ٠(t) ≤
G(Kt)٠

٠! , ٠ ≤ t ≤ T, n = ٠,١, . . . ·

داريم فرض از زيرا است، برقرار نامساوی این

g(t) ≤ G.

نتيجه در ϕ٠(t) = g(t) چون طرفͬ از

ϕ٠(t) ≤ G.

باشد برقرار n− ١ برای نامساوی این کنیم فرض حال

ϕn−١(t) ≤
G(Kt)n−١

(n− ١)! , ٠ ≤ t ≤ T, n = ٠,١, . . . ,

است. برقرار نیز n برای مͬ�کنیم ثابت

ϕn(t) =

∫ t

٠
k(t, τ)ϕn−١(τ)dτ ≤

∫ t

٠
k(t, τ)

G(Kτ)n−١

(n− ١)! dτ

=
G(K)n−١

(n− ١)!

∫ t

٠
k(t, τ)(τ)n−١dτ ≤ G(K)n

(n− ١)!

∫ t

٠
(τ)n−١dτ

=
GKntn

n!
.

نتیجه در همͽراست، (٧.١) عبارت در yn(t) که است واضح (٨.١) کران به توجه با

y(t) =

∞∑
i=٠

ϕi(t). (٩.١)



٨ پژوهش پيشينه�ى و اوليه مفاهيم .١ فصل

عبارت در اينكه به توجه با مͬ�کند. صدق (٣.١) معادله�ی در (٩.١) مͬ�کنیم ثابت حال

یͺنواخت به�طور پسسری(٩.١) هستند، کراندار G(Kt)
i

i!
با ϕi(t)جملات هریͷاز (٩.١)

نوشت: مͬ�توان نتیجه در است، همͽرا

g(t) +

∫ t

٠

∞∑
i=٠

k(t, τ)ϕi(τ)dτ = g(t) +

∞∑
i=٠

∫ t

٠
k(t, τ)ϕi(τ)dτ

داريم (۶.١) از

g(t) +

∞∑
i=٠

∫ t

٠
k(t, τ)ϕi(τ)dτ = g(t) +

∞∑
i=٠

ϕi+١(t)

= g(t) +

∞∑
i=١

ϕi(t)

=

∞∑
i=٠

ϕi(t).

که است واضح کرد. صدق (٣.١) معادله�ی در تعریفشد (٩.١) توسط که y(t) نتیجه در
یͺنواخت به�طور و است پیوسته توابع از دنباله�ای حد y(t) هستند، پیوسته ϕiها از ͷی هر

است. پیوسته نیز y(t) نتیجه در همͽراست،
به است موجود y(t) مانند دیͽری تابع کنیم فرض یͺتاست. y(t) مͬ�کنیم ثابت حال

�صورت این در مͬ�باشد، (٣.١) معادله�ی جواب که �طوری

y(t)− y(t) = g(t) +

∫ t

٠
k(t, τ)y(τ)dτ − g(t)−

∫ t

٠
k(t, τ)y(t)dτ,

y(t)− y(t) =

∫ t

٠
k(t, τ)(y(t)− y(t))dτ. (١٠.١)

که است موجود چنان B ثابت نتیجه در هستند، پیوسته دو هر y(t) و y(t) چون

|y(t)− y(t)| ≤ B, ٠ ≤ t ≤ T.

مͬ�کنیم جايͽذاری (١٠.١) در را عبارت این

|y(t)− y(t)| = |
∫ t

٠
k(t, τ)(y(t)− y(t))dτ | ≤ BKt, ٠ ≤ t ≤ T,



٩ ولترا انتگرال معادلات .٢.١

مͬ�گیریم نتیجه دلخواه n ازای به گام این تکرار با

|y(t)− y(t)| ≤ B(Kt)n

n!
, ٠ ≤ t ≤ T.

مͬ�شود، ͷکوچ دلخواه به�طور عبارت این راست طرف بزرگ، کافͬ حد به های n برای
باید نتیجه در

y(t) = y(t), ٠ ≤ t ≤ T,

است. موجود پیوسته جواب ͷی فقط پس

غیرخطͬ ولترای انتگرال معادله��ی در اگر .٢.٢.١ قضیه

y(t)−
∫ t

٠
k(t, τ, y(τ))dτ = g(t) (١١.١)

و باشند پیوسته −∞ ≤ u ≤ +∞ و ٠ ≤ τ ≤ t ≤ T فواصل در k(t, τ, u) و g(t) توابع
یعنͬ کند، صدق شیتس لیپ شرط در سوم مولفه�ی به نسبت نیز هسته

|k(t, τ, y١)− k(t, τ, y٢)| ≤ L|y١ − y٢|, ∀٠ ≤ τ ≤ t ≤ T,

جواب دارای متناهͬ T هر برای (١١.١) آنگاه است)، τ و t ،y١ ،y١ از مستقل L (ضریب
است. منحصربفرد

.[٢٢] ر.ک. برهان.

ولترا انتگرال معادلات حل روش�هاى ٢.٢.١

ولترای انتگرال معادلات حل برای را تباهيده هسته� و حلال هسته�ی روش دو بخش اين در
حل برای تباهيده هسته� و حلال هسته�ی �روش�های مطالعه�ی برای مͬ�كنيم. بررسͬ خطͬ

كنيد. مراجعه [۵] به غيرخطͬ ولترای انتگرال معادلات



١٠ پژوهش پيشينه�ى و اوليه مفاهيم .١ فصل

١ حلال روشهسته

دوم نوع خطͬ ولترای انتگرال معادله�ی جواب

y(t) = g(t) + λ

∫ t

a
k(t, τ)y(τ)dτ (١٢.١)

انتگرال صورت به اغلب

y(t) = g(t) + λ

∫ t

a
Γ(t, τ ;λ)g(τ)dτ (١٣.١)

مͬ�شود. نامیده (١٢.١) انتگرال معادله�ی حلال هسته�ی Γ(t, τ ;λ) آن در که مͬ�شود ظاهر
برای Γ(t, τ ;λ) حلال هسته�ی باشند، پیوسته (١٢.١) عبارت در g(t) و k(t, τ) �که زمانͬ

٢ نیومن سری از استفاده با (١٢.١) انتگرال معادله�ی

Γ(t, τ ;λ) =

∞∑
n=٠

λnkn+١(t, τ) (١۴.١)

صورت به و است تکراری هسته�ی ،kn+١(t, τ) که مͬ�شود ساخته

kn+١(t, τ) =
∫ t

τ
k(t, u)kn(u, τ)du,

k١(t, τ) ≡ k(t, τ)

(١۵.١)

مͬ�شود. محاسبه

k(t, τ) هسته�ی و [a, b] بازه�ی در g(t) كه (١٢.١) ولترای انتگرال معادله�ی .٣.٢.١ قضیه
یͺتای و کراندار جواب دارای مͬ�باشند، انتگرال�پذیر a ≤ τ ≤ t و a ≤ t ≤ b مثلث در
(١۴.١) نامتناهͬ سری با Γ(t, τ ;λ) حلال هسته�ی آن در که است (١٣.١) صورت به y(t)

همͽراست. λ مقادیر همه�ی برای سری این که مͬ�شود، داده نمایش

.[١٩] ك. ر. برهان.

Resolvent kernel١
Neumann٢


