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چکیده

ه�ای م�ن�ی�ف�ل�د روی را م�ت�ر ای�ن ت�ح�ت ال�ت�ص�اق و ف�ی�ن�س�ل�ر م�ت�ر م�ف�ه�وم ن�ام�ه پ�ای�ان ای�ن در

ـ�س�ازگ�ار (۱,۰) ن�وع از ال�ت�ص�اق ب�ا ال�ت�ص�اق ای�ن و ش�ده گ�رف�ت�ه ق�رار ب�ررس�ی م�ورد م�خ�ت�ل�ط

ق�وی�اً ف�ی�ن�س�ل�ری م�خ�ت�ل�ط م�ن�ی�ف�ل�د ی�ک ب�رای س�پ�س . ش�ود م�ق�ای�س�هم�ی ه�رم�ی�ت�ی م�ن�ی�ف�ل�د روی

. ش�ود م�ی ارائ�ه UF (M) ش�ده واب�س�ت�ه ی�ک�ه ه�ای ق�اب ش�ده ش�ن�اخ�ت�ه ک�لاف ، M م�ح�دب ش�ب�ه

و پایا تحلیلی دو های ایزومتری تحت که، است موجود UF (M) روی خطیای غیر التصاق

شود. می بیان فینسلری مختلط منیفلد برای را ساختاری معادلات پایان فرداست.در به منحصر

است. زیر شرح به اند شده داده قرار بررسی مورد که هایی مقاله عناوین

1)THE STRUCTURE EQUATIONS OF A COMPLEX FINSLER MANIFOLD

(A.SPIRO 2001 ASIAN J.MATH)

2)CONNECTIONS ON COMPLEX FINSLER MANIFOLDS

(RONGMU Y AN−2003SPRINGER)

بروالد های ،اسکالر مختلط فینسلری های منیفلد ، اصلی کلاف کلیدی: کلمات
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مقدمه

باناخ نرم یک از است عبارت ، برداری کلاف یک یا منیفلد یک روی فینسلر متریک یک

ری�م�ان�ی م�ت�ری�ک چ�ن�ان�چ�ه م�ن�ی�ف�ل�د. ن�ق�ط�ه آن در ت�ار ف�ض�ای ی�ا ن�ق�ط�ه ه�ر در م�م�اس ف�ض�ای روی

ه�ای م�ت�ری�ک ش�ام�ل ف�ی�ن�س�ل�ری ه�ای م�ت�ری�ک ک�لاس ل�ذا ب�ود. خ�واه�د اق�ل�ی�دس�ی ن�رم ای�ن ب�اش�د

بر فرض ریمان هندسه در که است این در ، هندسه دو این تفاوت واقع باشد.در می ریمانی

نیست.یعنی چنین فینسلر هندسه در ولی آنهاست جهت از مستقل ها خم طول که است این

فینسلر هندسه دلیل همین شود.به می گرفته نظر در جهت و طول پارامتر دو خم یک برای

ت�وان�ی�م م�ی م�ا دی�گ�ر ط�رف از ش�ود. م�ی گ�رف�ت�ه ن�ظ�ر در ری�م�ان�ی ه�ن�دس�ه از ت�ع�م�ی�م�ی ع�ن�وان ب�ه

هندسه جهت یک از دهیم. تعمیم فینسلری هندسه به خاصی صورت به را ریمانی هندسه

ی�ک اگ�ر گ�رف�ت.ی�ع�ن�ی ن�ظ�ر در ه�ا م�ن�ی�ف�ل�د دی�ف�ران�س�ی�ل ه�ن�دس�ه از ت�ع�م�ی�م�ی ت�وان م�ی را ف�ی�ن�س�ل�ر

روی ری�م�ان�ی ض�رب ی�ک ت�وان م�ی آن�گ�اه ب�اش�د م�وج�ود ب�رداری ک�لاف روی ف�ی�ن�س�ل�ر م�ت�ری�ک

ک�لاف ای�ن ه�ن�دس�ه ب�ه ت�ب�دی�ل ف�ی�ن�س�ل�ر ه�ن�دس�ه ل�ذا ک�رد. ت�ع�ری�ف ک�ل ف�ض�ای از ق�ائ�م ک�لاف زی�ر

ک�ارات�ئ�ودوری ب�ه و اس�ت ق�دی�م�ی ب�س�ی�ار م�خ�ت�ل�ط ف�ی�ن�س�ل�ر م�ت�ری�ک م�ف�ه�وم ش�د. خ�واه�د ری�م�ان�ی

ب�ا م�خ�ت�ل�ط ف�ی�ن�س�ل�ر م�ن�ی�ف�ل�د ی�ک ک�رد.ه�ن�دس�ه ت�ع�ری�ف را ک�ارات�ئ�ودوری م�ت�ری�ک ک�ه گ�ردد م�ی ب�ر

تئوری آن از بعد و گرفت قرار بررسی مورد ۱۹۶۳ سال در ۱ ریزا توسط ها تانسور آنالیز

وانگ ،(۱۹۸۹ سال (در ۲ راند مانند افرادی مختلطتُوسط فینسلر های منیفلد روی التصاق

ت�وج�ه�ی ق�اب�ل م�وض�وع ب�ه م�خ�ت�ل�ط ف�ی�ن�س�ل�ر م�ت�ری�ک اخ�ی�راً ام�ا ش�د. داده ت�وس�ی�ع ... ۳(۲۰۰۳)و

م�خ�ت�ل�ط م�ن�ی�ف�ل�د روی ت�ح�ل�ی�ل�ی پ�ای�ای م�ت�ری�ک ی�ک ، ک�وب�ای�اش�ی م�ت�ری�ک اس�ت.م�ث�لاً ش�ده ت�ب�دی�ل

مهمترین از است.یکی فینسلر پیش متریک یک کوبایاشی متریک هر تعریف این است.با

باشد. می فینسلری مختلط های منیفلد روی التصاق مبحث ، مختلط فینسلر مباحث

لی های جبر و لی های گروه ، یعنی منیفلد یک از اساسی و ای پایه مفاهیم اول فصل در

1G.B.Rizza

2H.Rund

3P.M.Wong



۱

م�ی م�ع�رف�ی را ه�ا ال�ت�ص�اق آن دن�ب�ال ب�ه و اص�ل�ی ه�ای ک�لاف م�ف�ه�وم .س�پ�س ن�م�وده ی�ادآوری را

دی�گ�ر از م�وازی ان�ت�ق�ال و ک�واری�ان م�ش�ت�ق اف�ق�ی ه�ای ف�ض�ا زی�ر و م�ت�ع�ام�د ه�ای ف�ض�ا ک�ن�ی�م.زی�ر

شد. خواهد ارائه فصل این در که است مفاهیمی

ادامه در است. شده ارائه مختلط برداری های کلاف ، M مختلط منیفلد برای دوم فصل در

مماس فضای مختلط تقریباً ساختار و تشریح را حقیقی برداری فضای یک سازی مختلط

است هندسه در جالبی مفاهیم دیگر از محدب شبه قویاً فینسلری های شود.متر می بیان M

. است شده ارائه آن خواص از بعضی و بیان مختلط منیفلد یک برای که

فینسلر متر یک با (M,J) مختلط منیفلد یک از شده وابسته یکه قاب مفهوم سوم فصل در

از ش�ده واب�س�ت�ه ی�ک�ه ه�ای ق�اب از UF (M) ک�لاف زی�ر و ش�ده پ�رداخ�ت�ه ، F م�ح�دب ش�ب�ه ق�وی�اً

برند: می کار به را زیر نامگذاری گیرند.و می نظر در را LIC(M) مختلط خطی قاب کلاف

ی�ک ، ب�اش�د M ح�ق�ی�ق�ی ب�ع�د ب�ا م�ع�ادل ب�ع�د از و م�ت�ع�ام�د ت�وزی�ع ب�رای م�ک�م�ل�ی ک�ه ت�وزی�ع�ی ه�ر

گوییم. می UF (M) روی خطی غیر التصاق



۱ فصل

کلاف روی والتصاق جبرلی و گروه

اصلی

م�ی ق�رار اس�ت�ف�اده م�ورد ب�ع�دی ه�ای ف�ص�ل در راک�ه ای پ�ای�ه و لازم م�ب�اح�ث ف�ص�ل اب�ت�دای در

با که است هندسهٔ در مهمی مفاهیم و مباحث از یکی لی های کنیم.گروه می ،ارائه گیرند

لی گروه بایک اصلی های کلاف یا و لی گروه یک از لی جبر چون جالبی مباحث آن کمک

ارئه را آن از مهمی خواص و بیان اصلی کلاف روی را التصاق سپس . کنیم می معرفی را

است. شده استفاده خواص این از آخر فصل در که مدهیم

۲



۳ اصلی کلاف روی والتصاق جبرلی و گروه .۱ فصل

لی گروه ۱.۱

س�اخ�ت�ارگ�روه�یاس�ت دارای ک�ه G م�ن�ی�ف�ل�د از اس�ت ع�ب�ارت ۱ لLی ی�کگLروه ۱.۱.۱ تعریف

: کهنگاشت بهطوری

θ : G×G→ G

(x, y) �→ xy−۱

است. پذیر مشتق

۲.۱.۱ مثال

است. لی گروه یک جمع عمل با IRn(۱

است. لی گروه یک ها ماتریس ضرب عمل با Gl(n, IR)(۲

(g۱, h۱).(g۲, h۲) = (g۱g۲, h۱h۲) ضرب با G×H آنگاه باشند لی گروه G,H ۳)اگر

نگاشت اینصورت در a ∈ G و باشد لی گروه یک G که کنید فرض ۳.۱.۱ تعریف

La : G→ G
x �→ ax

توان می را Ra ، ۳ راست نگاشتانتقال مشابه صورت گویند.به a توسط ۲ چپ انتقال را

کرد. تعریف

هرگاه: گویند G لی گروه زیر یک را H باشد لی گروه یک G اگر ۴.۱.۱ تعریف

باشد. G خمینه زیر یک H(۱

باشد. G گروه زیر یک H(۲

باشد. لی گروه یک H(۳

از ل�ی گ�روه زی�ر ی�ک ۱ دت�رم�ی�ن�ان ب�ا n × n ح�ق�ی�ق�ی م�ات�ری�س�ه�ای گ�روه Sl(n, IR) ۵.۱.۱ مثال

باشد. می Gl(n, IR)

1Lie Group

2Left Translation

3Right Translation



۴ اصلی کلاف روی والتصاق جبرلی و گروه .۱ فصل

هرمیتی: n× n مختلط های ماتریس گروه Un ۶.۱.۱ مثال

Un = {A ∈ GL(n, IC)|AĀ = In}

است. GL(n, IC) از لی گروه زیر یک

زی�ر ی�ک H ه�م�چ�ن�ی�ن و ب�اش�د G ل�ی گ�روه گ�روهاز زی�ر ی�ک H ک�ه ک�ن�ی�د ف�رض ۷.۱.۱ قضیه

است. G لی گروه زیر یک H اینصورت باشد.در G در شده نشانده منیفلد گروه

از[۲۴] ۴− قضیه۱ٔ

دارد. شمارا پایه یک لزوما همبند لی گروه زیر هر ۸.۱.۱ قضیه

از[۲۴] ۵− ۳ قضیهٔ

لی جبر ۲.۱

حقیقی برداری فضای از است عبارت IC یا IR روی ۱ لی جبر لی جبر یک ۱.۲.۱ تعریف

طوری به کروشه به موسوم [ , ] : a× a→ a خطی دو نگاشت یک انضمام به a (مختلط)

کند. صدق زیر رابطه دو در که

∀A,B ∈ a : [A,B] = −[B,A](۱

∀A,B,C ∈ a [[A,B], C] + [[C,A], B] + [[B,C], A] = ۰(۲

۲.۲.۱ مثال

است. لی جبر یک ([ , ] = صفر(۰ کروشه با V برداری فضای هر (۱

یک ، [A,B] = AB −BA کروشه با n× n ماتریسهای از متشکل gl(n,R) برداری ۲)فضای

است. لی جبر

برداری های میدان معمولی کروشه با منیفلد یک روی برداری های میدان برداری ۳)فضای

1Lie Algebra



۵ اصلی کلاف روی والتصاق جبرلی و گروه .۱ فصل

است. لی جبر یک

رانLاوردای G روی X ب�رداری م�ی�دان ب�اش�د ل�ی گ�روه ی�ک G ک�ه ک�ن�ی�د ف�رض ۳.۲.۱ تعریف

∀a, b ∈ G La(Xb) = Xab هر ازای به هرگاه ، گویند ۱ چپ

از ناوردا برداری های میدان مجموعه g باشدو لی گروه یک G که کنید فرض ۴.۲.۱ قضیه

اینصورت: باشد.در آن روی چپ

نگاشت و برداری فضای یک g

E : g → TeG
X �→ XE

dimG = dimTeG = dimg : داریم و است. خطی یکریختی

از[۲۴] ۷− قضیه۳ٔ

T : a۱ → a۱ خطی یکریختی هرگاه گوییم یکریخت را a۲و a۱ لی جبر دو ۵.۲.۱ تعریف

: باشیم داشته A,B ∈ a۲ هر کهبرای طوری به باشد موجود

T ([A,B]) = [T (A), T (B)]

لی۲ جبر را G لی گروه یک روی چپ از ناوردا برداری های میدان لی جبر ۶.۲.۱ تعریف

یکریخت TeG با لی جبر این که شد ثابت و دهند. می نمایش g با و ، گویند G لی گروه بر

است.

اصلی تاری کلاف ۳.۱

e ه�رگ�اه ک�ن�د م�ی ع�م�ل (چ�پ) راس�ت از ، M روی م�ؤث�ر ط�ور ب�ه G گ�وی�ی�م ۱.۳.۱ تعریف

که طوری به باشد G از عضوی تنها ( G همانی (عنصر

1Left Invariant

2Lie Algebra



۶ اصلی کلاف روی والتصاق جبرلی و گروه .۱ فصل

g ∈ G ∀m ∈M , m.g = m⇒ g = e

در عضوی تنها e هرگاه کند می عمل M روی (چپ) راست سمت از آزاد طور به G گوییم

است. ثابت نقطه دارای که است G

تایی سه از است عبارت G لی گروه با M روی ۱ اصلی تاری یککلاف ۲.۳.۱ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در که P (M,G)

( کل۲ (فضای است C∞ منیفلد Pیک (۱

کند. می عمل P روی راست از آزاد صورت به G(۲

( پایه (منیفلد M روی به تصویر) نگاشت ) است سوبمرسیون نگاشت یک π : P → M(۳

که

∀u ∈ P, a ∈ G π(u.a) = π(u)

π−۱(U) طوریکه به دارد U همسایگی یک x ∈M نقطه هر است.یعنی: بدیهی موضعا P (۴

وجود ψ : π−۱(U) → U ×G دیفئومرفیسم یک که مفهوم این با است U ×G با ایزومرفیسم

ب�ه اس�ت G درون ب�ه π−۱(U) از ن�گ�اش�ت ی�ک φ ک�ه ψ(u) = (π−۱(u), φ(u)) ط�وری�ک�ه ب�ه دارد

∀u ∈ π−۱(U), a ∈ Gφ(ua) = φ(u).a که طوری

اگر گویند. می x روی تار آن به که است P از ای بسته منیفلد زیر π−۱(x)و x ∈M هر برای

. a ∈ G که است u.a های نقطه همه مجموعه π−۱(x) آنگاه باشد u ∈ π−۱(x)

x ∈ M نقطه یک در u خطی قاب باشد.یک n بعد با منیفلد یک M کنید فرض ۳.۳.۱ مثال

ه�ای ق�اب ه�م�ه ب�اش�د.م�ج�م�وع�ه م�ی TxM م�م�اس ف�ض�ای ,X۱}ب�رای ...,Xn} ش�ده م�رت�ب پ�ای�ه

که شود می بررسی دهیم.همچنین می نمایش L(M) وسیله به را M نقاط همه در u خطی

کلاف آن به که است M منیفلد روی GL(n,R) ساختاری گروه با اصلی کلاف یک L(M)

1Principal Fiber Bundle

2Total Space



۷ اصلی کلاف روی والتصاق جبرلی و گروه .۱ فصل

گویند. M منیفلد روی ۱ خطی قاب

[۱۶] اول فصل از ۲.۵ مثال

اس�ت. G ب�ا دی�ف�ئ�وم�رف�ی�س�م P از π−۱(x) ،ف�ی�ب�ر اص�ل�ی ک�لاف ت�ع�ری�ف ب�ر ب�ن�ا ۴.۳.۱ تعریف

ب�اش�د.آن�گ�اه ش�م�ول ن�گ�اش�ت i : π−۱(x) → Pو x = π(u) ب�اش�ی�م داش�ت�ه u ∈ P ی�ک ب�رای اگ�ر

گ�وی�ن�د. م�ی u در ۲ قLائLم زیLرفLضLای آن ب�ه اس�ت.ک�ه TuP از Vu ف�ض�ای زی�ر ی�ک i∗(Tuπ−۱(x))

گویند. u در متعامد مماس بردارهای را زیرفضا این در مماس های بردار

خ�ان�واده M از پ�ذی�ر دی�ف�ران�س�ی�ل ان�ت�ق�الات از ۳ پLارامLتLری ۱−گLروه گ�روه ی�ک ۵.۳.۱ تعریف

:{φt} های نگاشت از ای

IR×M →M
(t, p) �→ φt(p)

کند: می صدق زیر شرایط در که است

است. M از دیفئومرفیسم یک φt : p �→ φt(p) ، t ∈ R هر ۱)برای

داریم. p ∈M و t, s ∈ R هر ۲)برای

φt+s(p) = φs(φt(p))

صورت به P روی را X برداری میدان یک φt های دیفئومرفیسم از پارامتری گروه۱ هر

کند. می القاء زیر

است. t = ۰ در x(t) = φt(p) منحنی بر مماس بردار Xp ، p ∈M هر برای

یک در تنها t اینکه بجز شود می تعریف شیوه همین به نیز موضعی پارامتری یک گروه یک

است. M از بازی هسایگی یک در pو از۰ همسایگی

هر کند.برای می عمل M روی راست از که است G لی گروه از لی جبر g کنید فرض حال

منحنی ، p ∈M هر برای گیریم.لذا می نظر در G روی را t→ exp(tX) منحنی X ∈ g

1Bundel of Linear Frame

2Vertical Subspace

31-Parametr Group



۸ اصلی کلاف روی والتصاق جبرلی و گروه .۱ فصل

Cp(t) = p.exp(tX) = Rexp(tX)(p)

C ′
p(۰) = σ(X)(p): دهیم می آید.قرار می بدست M روی

−۱ گ�روه σ : g → χ(M) ن�گ�اش�ت خ�اط�ر ه�م�ی�ن .ب�ه اس�ت M روی ب�رداری م�ی�دان ی�ک σ(X)

بنابراین است. φt(p) = p.exp(tX) ، σ(X) توسط شده تولید های دیفئومرفیسم از پارامتری

م�ی ای�ج�اد P راروی σ(X) اس�اس�ی ب�رداری م�ی�دان X ∈ g ه�ر ب�رای P (M,G) ت�اری ک�لاف در

شود.

م�ن�ح�ن�ی .ی�ک ب�اش�د M م�ن�ی�ف�ل�د روی ب�رداری م�ی�دان ی�ک X ک�ه ک�ن�ی�د ف�رض ۶.۳.۱ تعریف

، t۰ ∈ [a, b] مقدار هر برای هرگاه گویند X از انتگرال منحنی را M روی x(t) : [a, b] → M

باشد. مماس x(t۰) نقطه در x(t) منحنی بروی ، Xx(t۰) بردار

آنگاه: کند عمل M روی راست سمت از G کنیدکه فرض ۷.۳.۱ گزاره

است. خطی σ : g → χ(M) نگاشت (۱

σ([X,Y ]) = [σ(X), σ(Y )] (۲

است. σ �= ۰ آنگاه Xباشد �= و۰ کند عمل M روی موثر طور به G اگر (۳

م�خ�ال�ف ج�ا ه�م�ه σ(X) آن�گ�اه ب�اش�د X �= و۰ ک�ن�د ع�م�ل M روی ث�اب�ت ن�ق�ط�ه ب�دون G اگ�ر (۴

است. صفر

از[۲۰] ۱− ۷− گزاره۸

مماس A∗
u و برد می خودش به را فیبر هر (∀a ∈ G)Ra : P → P نگاشت چون ۸.۳.۱ نکته

گزارهٔ بنابر لذا کند می عمل P روی آزاد طور به G اینکه به توجه با و است u شامل فیبر بر

بعد با برابر فیبر هر بُعد چون طرفی از ( A �= ۰ .(اگر شود نمی صفر هرگز P روی A∗ قبل

g از خطی ایزومرفیسم یک Tu(P ) درون به g از A �→ (A∗)u نگاشت لذا است G لی جبر g

یعنی گذرد. می u از که است فیبری روی مماس فضای روی به

Vu = {σ(X)u|X ∈ g}

∀X ∈ g σ(X) = X∗ ۹.۳.۱ قرارداد



۹ اصلی کلاف روی والتصاق جبرلی و گروه .۱ فصل

اصلی تاری کلاف در التصاق ۴.۱

لی گروه با M منیفلد روی اصلی تاری کلاف یک P (M,G) که کنید فرض ۱.۴.۱ تعریف

TuP فضای زیر Vu و u در P بر مماس فضای TuP که کنید فرض u ∈ P هر باشد.برای G

باشد. مماس u شامل فیبر هر روی

ب�ه اس�ت u ∈ P ه�ر ب�ه TuP از Hu ف�ض�ای زی�ر ده�ن�ده ت�خ�ص�ی�ص ی�ک P در Γ ی�کالLتLصLاق۱

که: طوری

TuP = Vu
⊕Hu (۱

Hua = (Ra)∗Hu:باشیم داشته a ∈ G و u ∈ P هر برای (۲

است. وابسته u به یر پذ دیفرانسیل بهطور Hu (۳

گویند. می TuP در ۳ افقی فضای زیر Hu به و ۲ قائم فضای زیر Vu به که

ی���ک ت���رت���ی���ب ه���م���ی���ن گ���ی���رد.ب���ه ق���رار Vu در اگ���ر گ���وی���ن���د ق���ائ���م را X ∈ TuP ب���ردار ی���ک

X ∈ TuM ب��ردار ه��ر ب��رای ل��ذا گ��ی��رد. ق��رار Hu در ه��رگ��اه گ��وی��ن��د اف��ق��ی را TuP از ب��ردار

X = Y + Z Y ∈ Vu, Z ∈ Hu:داریم

زی�ر ص�ورت ب�ه G از g ل�ی ج�ب�ر در م�ق�ادی�ر ب�ا P روی ω ۱−ف�رم ف�وق ش�ده داده ال�ت�ص�اق ب�رای

کنیم. می تعریف

به کند می القاء P روی X∗ برداری میدان یک X ∈ g هر برای که دیدیم (۷.۳.۱) گزاره در

است.(برای Vu روی به g از خطی ایزومرفیسم یک X �→ σ(X) = X∗ نگاشت که که طوری

( u ∈ P هر

ب�ه گ�ی�ری�م م�ی ن�ظ�ر در ی�ک�ت�ای�ی A ∈ g آن ب�راب�ر را ω(X) ، X ∈ TuP ه�ر ب�رای ۲.۴.۱ تعریف

است. X از متعامد لفه مؤ برابر (A∗)u که طوری

1Connection

2Vertical SubSpace

3Horizontal SubSpace



۱۰ اصلی کلاف روی والتصاق جبرلی و گروه .۱ فصل

با متناظر ۱ التصاق ،فرم ω فرم . است افقی X اگر فقط و اگر ω(X) = ۰: که است واضح

گویند. Γ التصاق

کند. می صدق زیر شرایط در ، Γ التصاق از ω التصاق فرم ۳.۴.۱ گزاره

A ∈ g هر برای ω(A∗) = A(۱

P روی X برداری میدان و a ∈ G هر برای ω((Ra)∗X) = ad(a−۱)ω(X)(۲

. است برقرار نیز فوق قضیه عکس

ی�ک آن�گ�اه ک�ن�د ص�دق ۱و۲ ش�روط در ک�ه ب�اش�د م�وج�ود P روی ω م�ق�دار g ۱−ف�رم اگ�ر ی�ع�ن�ی

است. ω آن التصاق فرم که است موجود P در Γ یکتای التصاق

[۱۶] دوم ازفصل ۱− ۱ گزاره مرجع:

π∗ : TuP :→ Tπ(u)M نگاشت هسته Vu که حقیقت این و TuP = Vu
⊕Hu تجزیه به توجه با

ن�ت�ی�ج�ه .در م�یآی�د ب�دس�ت u ∈ P ه�ر ازای ب�ه π∗ : Hu :→ Tπ(u)M ای�زوم�رف�ی�س�م ی�ک ل�ذا اس�ت

که است موجود P روی X∗ یکتای برداری میدان یک ، M روی X برداری میدان هر برای

افقی ترفیع X∗ برداری میدان به .که ∀u ∈ P π∗(X∗
u) = Xπ(u) و است افقی جا همه در X∗

گویند. X∗ برداری میدان

P روی برداری میدان یک X∗ آنگاه باشد M روی برداری میدان یک X اگر ۴.۴.۱ گزاره

برداری میدان یک Y اگر یعنی عکس .بر (Ra)∗(X∗) = X∗ داریم A ∈ G هر برای که است

X یکتای دار بر میدان برای آنگاه a ∈ G هر برای (Ra)∗(Y ) = Y که طوری به باشد P روی

.Y = X∗:داریم M روی

از[۱۶] ۱− ۳ گزاره

ب�اش�ن�د M روی X,Y ب�رداری م�ی�دان�ه�ای از ت�رت�ی�ب ه�ای�یب�ه ت�رف�ی�ع X∗, Y ∗ اگ�ر ۵.۴.۱ گزاره

آنگاه

1Connection Form



۱۱ اصلی کلاف روی والتصاق جبرلی و گروه .۱ فصل

است. X + Y ترفیع X∗ + Y ∗(۱

(fX)∗ = (f ◦ π)X∗:اه���گ���آن ب���اش���د پ���ذی���ر دی���ف���ران���س���ی���ل ن���گ���اش���ت ی���ک f : M → R ۲)اگ���ر

h([X∗, Y ∗]) = [X,Y ]∗(۳

از[۱۶] ۳− ۱ گزاره

ه�ای ب�ردار ه�م�ه ه�رگ�اه گ�وی�ن�د ۱ راافLقLی γ : [۰,۱] → P م�ن�ح�ن�ی ی�ک ال�ف) ۶.۴.۱ تعریف

باشند. افقی های بردار C ′(t) مماس

اف��ق��ی م��ن��ح��ن��ی ، C ۲ تLLرفLLیLLع ب��اش��د c۱ ک��لاس از ن��ق��ط��ه ب��ه ن��ق��ط��ه C : [۰,۱] :→ M اگ��ر ب)

π ◦ C∗ = C طوریکه به است C∗ : [۰,۱] → p

ب�اش�د C۱ ک�لاس از ن�ق�ط�ه ب�ه ن�ق�ط�ه م�ن�ح�ن�ی ی�ک C : [۰,۱] → M ک�ه ک�ن�ی�د ف�رض ۷.۴.۱ گزاره

C∗(۰) = u۰ شرط با C از C∗ یکتای ترفیع یک .آنگاه π(u۰) = C(۰) طوریکه به u۰ ∈ P و

دارد. وجود

از[۲۰] ۸− ۲۰− ۷ گزاره

را C : [۰,۱] →M منحنی طول در π : P →M اصلی کلاف یک از ۳ موازی انتقال اینجا در

کنیم. می تعریف

C ت�رف�ی�ع C∗ ک�ه ده�ی�م م�ی ق�رار C∗(t) ب�ا ب�راب�ر را Tt(u) ∈ π−۱(C(t)) ، u ∈ π−۱(C(۰)) ب�رای

م�ی ب�دس�ت را Tt : π−۱(C(۰)) → π−۱(C(t)) دی�ف�ئ�وم�رف�ی�س�م ل�ذا . اس�ت C∗(۰) = u۰ ش�رط ب�ا

موازی انتقال یک دوباره نیز آن گویند.معکوس P کلاف در موازی انتقال آن به آوریم.که

است. ۰ به t از C عکس جهت طول در

دان�ی�م م�یده�ی�م.م�ی ق�رار ب�ررس�ی م�ورد را π : L(M) → M اص�ل�ی ک�لاف خ�اص ح�ال�ت در

ک��ن��ی��د ف��رض ح��ال اس��ت. u : Rn → TxM از خ��ط��ی ای��زوم��رف��ی��س��م ی��ک u ∈ L(M) ه��ر ک��ه

p = C(۰) بر مماس بردار یک Xp ∈ TM و باشد C۱ نقطه به نقطه منحنی یک C : [۰,۱] →M

1Horizontal

2lift

3Parallel Trnslation



۱۲ اصلی کلاف روی والتصاق جبرلی و گروه .۱ فصل

به دارد وجود یکتا ξ ∈ Rn یک باشد.لذا C∗(۰) = u شرط با C ترفیع C∗ : [۰,۱] → L(M) و

.C∗(۰)(ξ) = u(ξ) = Xp طوریکه

ن�ش�ان ب�رای ک�ردی�م. رات�ع�ری�ف ب�رداره�ا م�وازی ان�ت�ق�ال .ل�ذا Jt(Xp) = C∗(t)(ξ): ده�ی�م م�ی ق�رار

به دهیم می قرار بررسی مورد را C̄∗ دیگر ترفیع موازی انتقال این بودن تعریف خوش دادن

C̄∗ = Ra ◦ C∗که طوری

Xp = C∗(ξ) = C∗(۰)a(a−۱ξ) = C̄∗(۰)(a−۱ξ) : آنگاه

کنیم. می تعریف C̄∗ به توجه با را J̄t حال

J̄t(Xp) = C̄∗(۰)(a−۱ξ) = C̄∗(t).a(a.−۱ξ) = C∗(t)ξ = Jt(Xp)

را برداری های میدان از کواریان مشتق است.حال خوشتعریف فوق موازی انتقال بنابراین

کنیم: می تعریف زیر صورت به

∇Y
Xp

= limh→۰
۱
h
(T −۱
h Yc(h) − Yp)

.C ′(۰) = Yp و C(۰) = p که
شرایط در و است التصاق یک شده، تعریف بالا در که کواریان مشتق عملگر ۸.۴.۱ گزاره

کند. می صدق زیر

∇Y
(Xp+X′

p) = ∇Y
Xp

+ ∇Y
X′

p
(۱

∇(Y۱+Y۲)
Xp

= ∇Y
Xp

+ ∇Y
Xp
(۲

∇Y
aXp

= a∇Y
Xp
(۳

∇fY
Xp

= f(p)∇Y
xp

+Xp(f).Yp(۴

است. C∞ نیز ∇Y
X آنگاه باشند C∞ برداری میدان دو X,Y اگر علاوه به

از[۲۰] گزاره(۱.۲)

خطی های التصاق ۵.۱

دل��خ��واه ک��لاف زی��ر ه��ر گ��ی��ری��م.ب��رای م��ی ن��ظ��ر در را L(M,GL(n, IR)) خ��ط��ی ق��اب ک��لاف

زیر صورت به که است L(M) روی مقدار IRn فرم −۱ L(M) از θ کانونی فرم P ⊂ L(M)


