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  1فصل 

  مکانیک کوانتومی نسبیتی

  معادله کلاین گردن 1- 1

تکانه -معادل انرژي و تکانه در معادله انرژي  معادله غیر نسبیتی شرودینگر را می توان با قرار دادن عملگرهاي
 غیر نسبیتی

)1-1                                                                                 (                                 
2

2
E

m


p  
یعنی بدست آوریم   

)1-2                                                                                                              (  

  و 
)1-3                                                      (                                                           P i   

E i
t




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براي معادله موج نسبیتی باید از . کار می رود این عملگرهاي دیفرانسیلی بدست آمده در تابع موج شرودینگر به
هاي زمان و مکان چار  ان مولفهبه عنو انرژي و تکانه. انرژي شروع کنیم -تکانه  رابطه صحیح جریان نسبیتی

  بردار تکانه ظاهر می شوند
)1-4                                                                                                              ( ,p E  p  

  :که شرایط پوسته جرمی زیر را ارضاء میکند
)1-5               (                                                                        

 
2 2 2 2p p p E m

   p  
هاي متفاوت یک چار بردارهستند، تلاش ما درنظریه نسبیتی براساس معادله زیر  چون انرژي و تکانه فقط مولفه

  :پایه گذاري می شود

)1-6                                 (                                                                     
1

2 2 2E m  p  
سعی در ساخت مکانیک  1گوردن -بعلاوه یک مشکل نیز در تعبیر ریشه مربعی عملگرها مشاهده می شود، کلاین

  .از معادله مربع انرژي کردند) RQM( کوانتوم نسبیتی
)1-7            (                                                                                               2 2 2E m p  

  داریم Eو p و با استفاده از عملگرهاي مربوط به

)1-8                                                                                    (              
2

2 2
2 m
t
 
  




 
یک مولفه اي را در اینجا بررسی میکنیم، ما یک نمونه تابع موج اسکالر. گوردن است -این همان معادله کلاین 

( , )x t که براي بوزون با اسپین صفر مناسب است. 

  جواب در مختصات فضایی 1-1-1
  2برحسب عملگر دالامبرین

)1-9  (                                                                                                 
2

2
2t





    


   

گوردن را به شکل زیر بنویسیم -ما می توانیم معادله کلاین   

)1-10                                                                      (                              2 , 0m x t  

 
                                                             
١ Klien – Gordon 
٢ D’Alembertian operator 
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 اجازه دهید که دنبال یک جواب موج تخت به شکل زیر باشیم

)1-11                                                                                  (. .( , ) i t i ip xx t N e N e    p x
 

  .بردار هستندچار xو  pکه در اینجا 
)1-12                                                                                             (. .p x p x Et p x

                            
براي اینکه این تابع موج، یکی از جواب هاي معادله کلاین گوردن . ضریب نرمالیزه کردن است Nکه در اینجا 

  :در رابطه زیر صدق کند بدست خواهیم آوردpکه باید باEآنرا مستقیما با جایگذاري  باشد،
)1-13                                                                                                          (2 2 2E m p 

مولفه  سه pبر این دلالت دارد که براي یک تکانه ه به اندازه کافی بی ضرر باشد اما این رابطهبه نظر می رسد ک
  :اي دو جواب براي انرژي وجود دارد

)1-14                                                                                                    ( 
1

2 2 2E m  p
 

که از این جواب منفی بدون یافتن هیچ  که شرودینگر و بقیه آن را به سرعت فهمیدند واین غیر ممکن است
 منفی چه معنی می دهد؟ پس جواب انرژي. تناقضی صرف نظر کنیم

  جریان احتمال 2- 1- 1
 -قانون بقاء در معادله کلاین  می توانیم در روش کاملا مشابهی که براي معادله غیر نسبتی شرودینگر داشتیم

  .باشیم گوردن براي جریان احتمال داشته

)1-15                                                                                             (
2

2 2
2 0m
t
  
  




 
با ضرب دور طرف در   حاصل ضرب  آن از و با کم کردن در معادله همیوغ خواهیم داشت  

)1-16                                                                                                            (. 0
t

 


j

 
 که 

)1-17                                        (                                               [ ]i
t t
   

           




 

 و
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)1-18                                                                                        (   1[ ]i     j   

  

 به طور صریح نماد گذاري چار بردار این معادله این می شود که

)1-19                                                                                                                (0j
   

 با

)1-20                                                                                                       (        ,j   j  

مشتق  چگال احتمال شامل گوردن –جریان شرودینگر است، اما براي نمونه کلاین  کاملا شبیه jجریان فضایی 

گوردن نسبت به  -زمانی نیز است، چون معادله کلاین 
t



 دیگر الزاما ینکه این یعنی ا. ازدرجه دوم است 
رابه عنوان چگالی احتمال معرفی کنید؟ می توانیم ببینیم که  پس چگونه می توان . مثبت تعریف نخواهد شد

  به طور کامل براي جواب هاي موج تخت به شکل این مسئله
)1-21                                 (                                                                .( , ) iEt ix t N e   p x

  
 است که

)1-22                                                                                                          (22 | |N E   

  .همان علامت انرژي استشد یا منفی یعنی علامتمیتواند مثبت با Eو 

 معادله دیراك 2- 1
  .گوردن واضح است که چرا این مشکلات بوجودآمده است -در مورد معادله کلاین 

  تکانه -در ساختن معادله موج از مربع رابطه انرژي) الف 
)1-23                                            (                                                              2 2 2E m p  

 . این رابطه اجازه می دهد که انرژي منفی داشته داشته باشد. استفاده شده است

گوردن یک جمله  -معادله کلاین ) ب
2

2t



چگالی انرژي که شامل  این به یک معادله پیوستگی با یک. دارد
t



 
0براي بدست آوردن تعریف مثبت چگالی انرژي، .است منجر می شود و از این رو احتمال منفی می شود ، 
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احتیاج به یک معادله خطی بر حسب 
t



نیز خطی ه باید نسبت بهداشت، پس براي ناوردایی نسبیتی، معادل
  :ریمیگمعادله زیر را در نظر می. باشد

)1-24                                                (
 

1 2 31 2 3 ( , )

.

i i m x t
t x x x
i m


    

  

                
    

 .بررسی ویژگی هاي معادله موج نسبیتی می پردازیم، به و چیست؟ براي پیدا کردن ویژگی هاي 

  pو Eرابطه نسبیتی جریان بین ) الف

)1-25                                                                                                    ( 
1

2 2 2E m  p
 

براي حل شرط .شرط دوم را در اینجا بررسی نمی کنیم.تبدیلات لورنتس ناوردا باقی بماندمعادله باید تحت ) ب
  گوردن را نیز ارضا کند -شرایط کلاین الف در حقیقت دیراك تقاضا کرد که تابع موج 

)1-26                                                                   (                            
2

2 2
2 m
t
 

  



 

دیراك یک موفقیت قابل توجه بدست آورد که یک پیروزي . ما نیز توجه می کنیم که هنوز انرژي منفی داریم
  .بدست آوریمرا  و اکنون می توانیم شرایط حاکم بر. بودبراي فیزیک نظری

)1-27                                                                                            ( .i i m
t
   

  



 

  .رسانیممی 2دراینجا دو طرف را به توان 

)1-28                                                           (

   

 
 

 

2

2 23 3
2

2
1 , 1

3
2 2

1

( ) . .

i i j j i
i i j i ji

i i
i i

i i m i m
t

x xx

im m
x

     

 
    

    

 




    


 

   
 


  



 



 

 
 اما فرض می کنیم شرایط دیراك را نیز ارضا می کند

)1-29                                                                             (      
2 23

2
2

1i i

i m
t x

 


        

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 در عوض آنها باید. انند کمیت هاي معمولی کلاسیک جابجا پذیر باشندتو نمی و  پس این بدیهی است که 
  شرایط پاد جابجا پذیري زیر را ارضا کنند که بصورت

)1-30                                                                             (0 1,2,3i i i      
)1-31(                                                             0 , 1,2,3,i j j i i j i j      

 

  بعلاوه باید داشته باشیم که .است
)1-32                                                                                                            (2 2 1i  

 

1براي ذرات غیر نسبیتی با اسپین  را با رابطه هاي پاد جابه جایی آنهانمایش ماتریس هاي پائولی 
2

آورید،  را بیاد 
پس معادله دیراك . اعمال شوند( 3اسپینور( عنوان ماتریس روي بردار ستونی  به و  این طبیعی است که 

1ره بااسپین یک ذ
2

نیست که اثبات کنیم کوچکترین بعد ممکن ماتریس که شرایط  این مشکل.فرد را بیان می کند 
4دیراك را ارضامی کند  4 انتخاب هاي قراردادي براي.است  وزیر ا ست به صورت  

)1-33                                                                              (0 1 0
0 0 1
i

i
i


 


   

      
 

4که این ماتریس هاي  42ماتریس قطعه قطري  را به صورت یک 2 هستند، در اینجاi همان ماتریس هاي
  براي مثال. واحد است ماتریس 1هستند و  پائولی

)1-34                                                                                                 (1

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0



 
 
 
 
 
  

  می کنندرا نیز ارضااگر دقت کنید خواهید دید که ماتریس هاي بالا شرایط زیر . است
)1-35                                                                                                             ( , 0i          
)1-36                                                                                   (                      { , } 2i j ij      

)1-37                                                                                                                    (
2 1   

 
 

                                                             
٣Spinor 
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ABمساوي  { A,B }که BA 4ماتریس واحد  1است و 4توجه کنید که انتخاب . است  و  منحصر
4در حقیقت تمام ماتریس هاي  .به فرد نیست 4 زیر را ارضاء کنند می توانند جواب ما باشند که شرایط.  

)1-38                                                                                                          (1
i i  
    

)1-39                                                                                                            (
1      

براي اغلب قسمت ها ما از بیان استاندارد بالا استفاده می کنیم، اما در برخی موارد براي راحتی از بقیه نمایش ها 
 .قطري نیست استفاده می کنیمدیگر که در آن 

 جواب ذره آزاد 1-2-1
4چون هامیلتونی دیراك هم اکنون شامل ماتریس هاي  4  است، این روشن است که باید تابع موج دیراك 

اجازه دهید نگاهی به . اي بیان کنیم که به اسپینورهاي دیراك مشهورند مؤ لفه 4را به عنوان یک بردار ستونی 

1 -با مقایسه با نمونه غیر نسبیتی،اسپینور کلی اسپین . شکل صریح جواب ذره آزاد بیاندازیم
2

را بر حسب  
  .از جواب ها می نویسیم مضربی

)1-40                                                                                                (.( )planewave  

  دنبال جواب هاي معادله دیراك به شکل زیر هستیم پس. یک اسپینور دو مؤلفه اي است  که
)1-41                                                                                                            (,i p xe   

i.مؤلفه اي است و4یک اسپینور   که p xe   با ,p E  pآن را درون معادله  .یک جواب موج تخت است
  دیراك

)1-42                                                                                           ( .i i m
t
   

  



 

2براي استفاده از بلوك هاي. استفاده شده است و iجایگذاري می کنیم که از ماتریس هاي 2 بصورت ،
  .تقسیم بندي می کنیم و  قرار دادي اسپینور را به اسپینوردو مؤلفه اي

)1-43             (                                                                                                    



 

  
  

:خواهیم داشت) 42.1(ه که با جایگذاري در معادل  

)1-44                                                                              (               .
.
mI p

E
p mI

 
 
   

       
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  .را بیان می کند و  که دو معادله جفت شده براي 
)1-45                                                                                                   (  .E m p     

)1-46                                                                                                  (  .E m p   
 

خواهیم  باز نویسی کنیم چهار مؤلفه اي خود را برحسب  بنویسیم و اسپینور اگر معادله بالا را برحسب 
  :داشت

)1-47                                                                                                       (.p
E m


  

 
 
 
   

وجود داشته باشد تا این جواب معادله دیراك باشد؟ Eو pدر اینجا این سوال پیش می آید که چه رابطه اي بین
  و بیاد آوریم که جایگذاري کنیم )45.1(را در) )46.1اگر شکل

)1-48                                                                                                 (          2 2. .I p p
 

  اي بدست خواهیم آورد که براي هر 

)1-49                                                                                        (   2E m E m     p
 

  مجازاستEداده شده دو مقدار pیک مقدار  ردن رسیدیم که برايگو -پس به یک نتیجه مشابه با معادله کلاین 

)1-50                                                                                                    ( 
1

2 2 2E m  p
 

  .ثبت و منفی هنوز قابل قبول استیعنی حالت انرژي م
)1-51                                                                                                    (   † x x  

 

  بر حسب مؤلفه ها. است بردار ستونی  بردار سطري همیوغ هرمیتی †اینجا 

)1-52                                                                                      ( 
1

2
1 2 3 4

3

4

, , ,




    



 
 
 
 
 
 

    

 پس

)1-53                                                                                                       (
4

2

1
| | 0i

i
 



 
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یک چگالی اسکالر استکه به طور صریح به صورت مثبت تعریف شده است، این یک  بنابراین می بینیم که
احتیاج داریم که از  بعلاوه به یک قانون پایستگی. ویژگی است که براي یک چگالی احتمال به آن نیاز داشتیم

در حقیقت با استفاده از معادله دیراك . آن احتیاج داریم ی آید، ونیز به یک جریان احتمال مطابقمعادله دیراك م
  اثبات کنیم که می توانیم

)1-54                                                                                           (( . )i i m
t


  


  



 

  بصورتو همیوغ هرمیتی آن 

)1-55                                                                                            (
†

( . )i i m
t
   

 



 

  :است که طبق آن یک قانون پایستگی به شکل زیر بدست خواهد آمد

)1-56                                                             (                                              . 0
t

 


j

 
†این نمایش  

 یک خلاصه نویسی براي ماتریس سطري است  

)1-57                                                                                                        (   
†

†

x
 

 




  
  جریان احتمال براي معادله بالا).سطري است یک ماتریس †یادآوري می شود که (
)1-58                                                                                                          (†( )x  j 

  که یک بردار سه مولفه اي با مؤلفه هاي
)1-59                                                                                          ( † † †

1 2 3, ,       
 

  پس تعبیر. می باشد
)1-60                                                               (                                               ,j   j  

  .گوردن قابل قبول است-به عنوان جریان احتمال، بر خلاف جریان براي معادله کلاین

 جواب هاي معادله دیراك 1-3
  :مستقل از مکان باشد  ابتدا فرض کنیدکه. اینک بدنبال جواب هاي ساده معادله دیراك هستیم

)1-61                                                                                               (0
x y z
    

  
    

pاز دید معادله i   0(بالا حالتی با تکانه صفر عبارتp (پس معادله دیراك به معادله . صیفمی کندرا تو
  :زیر تبدیل می شود


