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ণپاسࢂචاری
فرمود. ارزانͬ را علم یادگیری توانایی من به که شاکرم را خداوند

کمال ارزشمندشان راهنماییهای خاطر به ارجمندم استاد عباسپور غلامرضا دکتر آقای جناب از

دارم. را تشͺر

سپاسͽزارم. کردم استفاده محضرشان از سالها این طͬ در که دامغان دانشͽاه اساتید از همچنین

متشͺرم. نهایت بی شدند من پیشرفت و انگیزه ایجاد باعث که دوستانم تمامͬ و خانواده از



چͺیده
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f(x+ y) = f(x) + f(y)

پردازیم. مͬ هایرز-اولام-راسیاس پایداری قضیه بررسͬ نرمدارو فضای در

بویژه چند-نرمͬ فضای در تابعͬ معادلات پایداری نهایت در و شده آشنا آن های ویژگͬ و چند-نرمͬ فضای با سپس

به خطͬ فضاهای از هایی نگاشت برای کشͬ جمعͬ معادله با مرتبط راسیاس - اولام - هایرز پایداری قضیه از تعمیمͬ

کنیم. مͬ بررسͬ را چند-نرمͬ فضای توی

چند-نرمͬ. فضای هایرز-اولام-راسیاس، پایداری کشͬ، جمعͬ تابعͬ معادله کلیدی: واژگان

د
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پیشگفتار

اولین است. معادلات گونه این پایداری شود، مͬ مطرح تابعͬ معادلات با رابطه در که مهمͬ مسائل از ͬͺی

به متعددی ریاضیدانان آن دنبال به و شد مطرح ١٩۴٠ سال در ١ اولام نام به ریاضیدانͬ توسط پایداری مسئله

فضاهای در کشͬ تابعͬ معادله پایداری قضیه سال١٩۴١ در که هایرز٢ جمله از اند. پرداخته موضوع این بررسͬ

کرد. ارائه را باناخ

به موسوم ای قضیه به منجر نهایت در که کرد بیان را قضیه این از تعمیمͬ ١٩٧٨ سال در راسیاس٣ سپس

است: زیر صورت به راسیاس قضیه شد. هایرز-اولام-راسیاس پایداری قضیه

و ϵ > ٠ کنیم فرض همچنین باشد. تابع ͷی f : E −→ F و باشند باناخ فضای دو F و E کنیم فرض

کند. صدق زیر معادله در f ،x, y ∈ E هر برای که طوری به باشند داشته وجود p ∈ [٠,١)

∥ f(x+ y)− f(x)− f(y) ∥6 ϵ(∥ x ∥p + ∥ y ∥p).

،x ∈ E هر برای که طوری به دارد وجود g : E −→ F یͺتای جمعͬ نگاشت صورت این در

∥ f(x)− g(x) ∥6 ٢ϵ
٢− ٢p

∥ x ∥p .

ارائه ١٩٩١ سال در ۴ گاجدا توسط p > حالت١ در قضیه اثبات است. برقرار نیز p < ١ برای راسیاس قضیه

برقرار p = حالت١ در قضیه این که داد نشان گردد، مͬ بیان دوم فصل در که مثالͬ با گاجدا همچنین گردید.

نیست.

شرایط با تابعͬ معادلات برای ریاضیدانان توسط متمادی های سال طͬ در پایداری موضوع نیز ادامه در

تابعͬ معادله پایداری بررسͬ به نامه پایان این در است. گرفته قرار بررسͬ مورد گوناگون فضاهای در مختلف

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به را چند-نرمͬ فضای پردازیم. مͬ چند-نرمͬ فضای در کشͬ

١Ulam
٢Hyers
٣Th. M. Rassias
۴Gajda

١



روی n مرتبه با چند-نرمͬ ͷی .n ∈ N و باشد نرمدار فضای ͷی (E, ∥ . ∥) کنیم فرض

{Ek : k ∈ Nn}

است: زیر صورت به دنباله ͷی

(∥ . ∥k) = (∥ . ∥k: k ∈ Nn)

برای و ∥ x ∥١=∥ x ∥ ،x ∈ E هر برای و است نرم ͷی Ek روی ∥ . ∥k ،k ∈ N هر ازای به طوریͺه به

باشد: برقرار زیر اصول ،(k > ٢) k ∈ Nn

(A١) ∀σ ∈ Gk, x ∈ Ek, ∥ Aσ(x) ∥k=∥ x ∥k;

(A٢) ∀α١, . . . , αk ∈ C, x ∈ Ek, ∥Mα(x) ∥k6 (max
i∈Nk

| αi |) ∥ x ∥k;

(A٣) ∀x١, . . . , xk−١ ∈ E , ∥ (x١, . . . , xk−١,٠) ∥k=∥ (x١, . . . , xk−١) ∥k−١; ;

(A۴) ∀x١, . . . , xk−١ ∈ E ,

∥ (x١, . . . , xk−٢, xk−١, xk−١) ∥k=∥ (x١, . . . , xk−٢, xk−١) ∥k−١ .

است. n مرتبه با چند-نرمͬ فضای ͷی ((Ek, ∥ . ∥k) : k ∈ Nn) گوییم حالت این در

به است (∥ . ∥k) = (∥ . ∥k: k ∈ N) صورت به دنباله ͷی {Ek : k ∈ N} روی چند-نرمͬ ͷی

باشد. n مرتبه با چند-نرمͬ ͷی (∥ . ∥k: k ∈ Nn) ،n ∈ N هر برای طوریͺه

شود. مͬ نامیده چند-نرمͬ فضای ͷی((En, ∥ . ∥n) : n ∈ N)حالت این در

بعد فصول در که مقدماتͬ قضایای و تعاریف بیان به اول فصل در است. فصل چهار شامل نامه پایان این

پردازیم. مͬ کنیم، مͬ استفاده آنها از

قضایای برخͬ و پرداخته باناخ فضاهای در هایرز-اولام-راسیاس پایداری قضیه بررسͬ به دوم فصل در

ببینید. [١٠] در توانید مͬ را آنها برهان که کنیم مͬ بیان را شده مطرح تابعͬ معادلات پایداری

آنها از هایی مثال و ها ویژگͬ و چندگانه باناخ و دوگان چند-نرمͬ چند-نرمͬ، فضاهای با سوم فصل در

شویم. مͬ آشنا

پایداری قضیه از تعمیمͬ بررسͬ به چندگانه، کراندار عملͽر با آشنایی از بعد چهارم فصل در نهایت در و

چند- فضاهای توی به خطͬ فضای از های نگاشت برای کشͬ جمعͬ معادله با رابطه در راسیاس هایرز-اولام-

پردازیم. مͬ نرمͬ

٢



١ فصل

قضایایمقدماتی تعاریفو

مقدمات برخͬ و کشͬ جمعͬ تابع ١-١

پردازیم. مͬ کنیم، مͬ استفاده ها آن از بعد فصول در که مفاهیمͬ و قضایا بیان به فصل این در

معادلات طورمثال به باشد. مͬ تابع مجهول، آن در که است ای معادله ، تابعͬ معادله .١.١.١ تعریف

f(x+ y) = f(x) + f(y)

f(x+ y) = f(x)f(y)

f(xy) = f(x)f(y)

f(xy) = f(x) + f(y)

...

. هستند تابعͬ معادلات

هر ازای به که باشد تابعͬ f : X −→ Y و باشند برداری فضای دو Y و X کنیم فرض .٢.١.١ تعریف

معادله در ،x, y ∈ X

f(x+ y) = f(x) + f(y)

گوییم. کشͬ جمعͬ تابع ͷی را f صورت این در کند. صدق

و ١٧٩١ سال در لͽندر١ توسط ابتدا معادله این باشد. مͬ کشͬ جمعͬ تابعͬ معادله به موسوم فوق معادله

یافت. را آن کلͬ پیوسته جواب ٣ کشͬ، اما گرفت. قرار بررسͬ مورد ١٨٠٩ سال در ٢ گاوس

١A. M. Legendre
٢G. F. Gauss
٣A. L. Cauchy

٣



گوییم همͽن گویا طور به را f : X −→ Y تابع باشند. برداری فضاهای Y Xو کنیم فرض .٣.١.١ تعریف

،x ∈ X هر ازای به هرگاه

f(rx) = rf(x) (r ∈ Q)

باشد. مͬ گویا اعداد مجموعه ،Q که

جمعͬ معادله جواب f : X −→ Y و برداری فضاهای Y Xو کنیم فرض .۴.١.١ قضیه

(١) f(x+ y) = f(x) + f(y)

است. همͽن گویا طور به f صورت این در باشد.

پس f(٠) = f(٠) + f(٠) داریم ،(١) رابطه در x = ٠ = y دادن قرار از اثبات.

(٢) f(٠) = ٠

شود مͬ نتیجه (٢) از استفاده و (١) در y = −x جایͽذاری از

(٣) f(−x) = −f(x) (x ∈ X)

است. همͽن گویا طور به (١) جمعͬ معادله جواب هر که دهیم مͬ نشان حال است. فرد f بنابراین

،x هر ازای به

f(٢x) = f(x+ x) = f(x) + f(x) = ٢f(x)

داریم nمثبت صحیح عدد هر روی استقرا به

(۴) f(nx) = nf(x)

داریم قبل حالت به بنا و است مثبت صحیح عدد −n آنگاه باشد منفͬ صحیح عدد n اگر ترتیب همین به

f(nx) = f(−(−n)x)

= −f(−nx)

= −(−n)f(x)

= nf(x)

.f(nx) = nf(x) ،x ∈ X هر و n صحیح عدد هر ازای به پس

طبیعͬ عدد l و صحیح عدد k که r = k
l دهیم مͬ قرار باشد. دلخواهͬ گویای عدد r کنیم فرض حال

پس است، همͽن صحیح عدد هر برای f چون .kx = l(rx) بعلاوه است.

kf(x) = f(kx) = f(l(rx)) = lf(rx)

۴



نتیجه در

f(rx) =
k

l
f(x) = rf(x)

است. همͽن گویا طور به f بنابراین

کشͬ جمعͬ تابعͬ معادله جواب f : X −→ Y و باشند برداری فضای دو Y Xو کنیم فرض .۵.١.١ قضیه

باشد. زیر

f(x+ y) = f(x) + f(y)

است. پیوسته نقطه درهر آنگاه باشد، پیوسته نقطه ͷی در f اگر

است. پیوسته x در f که دهیم مͬ نشان باشد. دلخواه نقطه x و باشد پیوسته t نقطه در f کنیم فرض اثبات.

lim
y−→x

f(y) = lim
y−→x

f(y − x+ x− t+ t)

= lim
y−→x

[f(y − x+ t) + f(x− t)]

= lim
y−→x

f(y − x+ t) + lim
y−→x

f(x− t)

= f(t) + f(x− t)

= f(t) + f(x)− f(t)

= f(x).

است. پیوسته نقطه هر در f پس بود، دلخواه x چون

هر و c ثابت مقدار ͷی برای اگر تنها و اگر شود، مͬ نامیده خطͬ تابع f : R −→ R تابع .۶.١.١ تعریف

باشد. f(x) = cxصورت به f تابع ،x ∈ R

بر نرم ͷی را ∥ . ∥: X −→ [٠,∞) تابع باشد. F میدان روی برداری Xفضای کنیم فرض .٧.١.١ تعریف

کند صدق زیر شرایط در هرگاه Xگوییم

١) ∥ x ∥= ٠ ⇐⇒ x = ٠ (x ∈ X),

٢) ∥ λx ∥=| λ |∥ x ∥ (x ∈ X,λ ∈ F ),

٣) ∥ x+ y ∥6∥ x ∥ + ∥ y ∥ (x, y ∈ X).

نامیم. مͬ دار نرم فضای را نرم ͷی با Xهمراه برداری فضای

هر آن در که را داری نرم فضای دیͽر عبارت به گوییم. باناخ فضای را کامل دار نرم فضای .٨.١.١ تعریف

گوییم. باناخ فضای باشد، همͽرا کشͬ دنباله

۵



پیوسته کشͬ جمعͬ تابع f : X −→ Y و باشند حقیقͬ نرمدار فضای دو Y و X کنیم فرض .٩.١.١ قضیه

است. خطͬ f صورت این در باشد.

اگر که دارد وجود گویا اعداد از {rn} tدنباله ∈ R هر برای لذا چͽالند، R در گویا اعداد چون اثبات.

بنابراین .rn −→ t آنگاه ،n −→ ∞

f(tx) = f( lim
n−→∞

rnx) = lim
n−→∞

f(rnx) = lim
n−→∞

rnf(x) = tf(x).

. است خطͬ آنگاه باشد، کراندار [a, b] بازه در f : R −→ R جمعͬ تابع اگر .١٠.١.١ قضیه

که طوری به دارد Mوجود > ٠ است، کراندار [a, b] بازه در f که آنجا از اثبات.

∀x ∈ [a, b]; | f(x) |6M.

طرفͬ از . x+ a ∈ [a, b]صورت این در ،x ∈ [٠, b− a] اگر

f(x) = f(x+ a)− f(a).

نتیجه در

| f(x) |6M+ | f(a) | .

دهیم مͬ قرار است. کراندار [٠, α] روی f صورت این در ،α = b− a کنیم فرض

m =
f(α)

α
, φ(x) = f(x)−mx; (x ∈ R)

بنابراین

φ(x+ y) = f(x+ y)−m(x+ y)

= f(x) + f(y)−mx−my

= f(x)−mx+ f(y)−my

= φ(x) + φ(y).

همچنین است. جمعͬ φصورت این در

φ(α) = f(α)−mα = ٠,

پس

φ(x+ α) = φ(x) + φ(α) = φ(x); (x ∈ R).

۶



این روی پس است. [٠, α] روی کراندار تابع دو تفاضل φ است. αتناوب دوره با R روی متناوب تابع φ لذا

است. کراندار نیز R روی است، متناوب چون و بازه

طوری به باشد داشته وجود x٠ ∈ R کنیم فرض خلف برهان به زیرا است صفر برابر R روی φ نتیجه در

،n ∈ N هر ازای به پس است جمعͬ φ .φ(x٠) ̸= ٠ که

φ(nx٠) = nφ(x٠)

پس .nφ(x٠) 6M که طوری به دارد Mوجود > ٠ است، کراندار R روی φ که آنجا از

n 6 M

φ(x٠)
(n ∈ N)

.f(x) = mx ، x ∈ R هر ازای به بنابراین است. متناقض بالا از طبیعͬ اعداد نبودن کراندار با که

است. چͽال R٢ در خطͬ غیر جمعͬ تابع هر گراف .١١.١.١ قضیه

مجموعه کنیم فرض همچنین باشد. جمعͬ خطͬ غیر تابع f کنیم فرض اثبات.

G = {(x, y)| x ∈ R, y = f(x)}

عدد پس است، جمعͬ خطͬ غیر تابع f چون کنیم. مͬ انتخاب را x١ ناصفر حقیقͬ عدد باشد. f تابع گراف

که دارد وجود x٢ ناصفر حقیق
f(x١)

x١
̸= f(x٢)

x٢

داشت خواهیم ،x ̸= ٠ هر ازای به x٢ = x و c = f(x١)
x١

دادن قرار با صورت این غیر در

f(x) = cx.

لذا است. متناقض ما فرض با این که است خطͬ f پس

det

 x١ f(x١)

x٢ f(x٢)

 ̸= ٠

تمام نتیجه در و هستند خطͬ مستقل v⃗٢ = (x٢, f(x٢)) و v⃗١ = (x١, f(x١)) بردارهای بنابراین

به دارند وجود r٢ و r١ حقیقͬ اعداد v⃗ = (x, y) ∈ R٢ بردار هر ازای به یعنͬ کنند؛ مͬ تولید را R٢ صفحه

که طوری

v⃗ = r١v⃗١ + r٢v⃗٢

و چͽال R Qدر زیرا است v⃗ بردار ͷنزدی دلخواه به ρ١v⃗١ + ρ٢v⃗٢ آنگاه باشند، گویا اعداد ρ٢ و ρ١ اگر حال

داریم اکنون است. چͽال R٢ در Q٢ نتیجه در

ρ١v⃗١ + ρ٢v⃗٢ = ρ١(x١, f(x١)) + ρ٢(x٢, f(x٢))

= (ρ١x١ + ρ٢x٢, ρ١f(x١) + ρ٢f(x١))

= (ρ١x١ + ρ٢x٢, f(ρ١x١ + ρ٢x١)).
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مجموعه بنابراین

Ĝ = {(x, y) | x = ρ١x١ + ρ٢x٢, y = f(ρ١x١ + ρ٢x١), ρ١, ρ٢ ∈ Q}

که آنجا از است. چͽال R٢ در

Ĝ ⊂ G,

شود. مͬ کامل برهان و است چͽال R٢ در ،f جمعͬ خطͬ غیر تابع هر گراف پس

ساخت. را خطͬ غیر جمعͬ نگاشت توان مͬ آن ͷکم به که کنیم مͬ بیان را هامل پایه مفهوم ادامه در

هامل پایه ͷی را B مجموعه .B ⊂ S و باشد حقیقͬ اعداد از ای مجموعه S کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف

باشد. B از یͺتا و گویا خطͬ ترکیب ͷی S عضو هر اگر گوییم S برای

برای هامل پایه ͷی {١,
√
٢,

√
٣} مثال طور به

S = {s ∈ R; s = a+ b
√
٢+ c

√
٣ : a, b, c ∈ Q}

است.

مقدارهای Bدارای از نقطه هر در نگاشتجمعͬ دو اگر برایRباشد. هامل Bپایه فرضکنیم .١٣.١.١ قضیه

مساویند. نگاشت دو این آنگاه باشند، برابر

فرض هستند. برابر مقدارهای دارای B از نقطه هر در که باشند جمعͬ نگاشت دو f٢ و f١ کنیم فرض اثبات.

وجود چنان rn, . . . , r١ گویای اعداد و B در bn, . . . , b١ اعداد بنابراین باشد. دلخواه حقیقͬ عدد x کنیم

که دارند

x = r١b١ + . . .+ rnbn

بنابراین .f = f١ − f٢ دهیم مͬ قرار

f١(x)− f٢(x) = f(x)

= f(r١b١ + . . .+ rnbn)

= f(r١b١) + . . .+ f(rnbn)

= r١f(b١) + . . .+ rnf(bn)

= r١[f١(b١)− f٢(b١)] + . . .+ rn[f١(bn)− f٢(bn)]

= ٠.

.f١ = f٢ نتیجه در

٨



جمعͬ تابع صورت این در باشد. تابع ͷی g : B −→ R و R برای هامل پایه B کنیم فرض .١۴.١.١ قضیه

.f(b) = g(b) ،b ∈ B هر برای که دارد وجود چنان f : R −→ R

دارند وجود چنان rn, . . . , r١ گویای اعداد Bو در bn, . . . , b١ اعداد ،x دلخواه حقیقͬ عدد هر برای اثبات.

که

x = r١b١ + . . .+ rnbn

کنیم مͬ تعریف

f(x) = r١g(b١) + . . .+ rng(bn)

داریم ،b ∈ B هر برای بنابراین

f(b) = g(b).

است. جمعͬ حقیقͬ، اعداد روی f دهیم مͬ نشان حال

داریم باشند. دلخواه حقیقͬ اعداد y و x کنیم فرض

x = r١a١ + . . .+ rnan

و

y = s١b١ + . . .+ smbm

فرض باشند. مͬ هامل پایه اعضای bm, . . . , b١ و an, . . . , a١ و گویا اعداد sm, . . . , s١ و rn, . . . , r١ که

،l 6 m+ n بنابراین باشد. {b١, . . . , bm} و {a١, . . . , an} مجموعه دو اجتماع {c١, . . . , cl} کنیم

x = u١c١ + . . .+ ulcl

و

y = v١c١ + . . .+ vlcl

لذا باشند. صفر است ممͺن اعداد این از تعدادی و باشند مͬ گویا اعداد vl, . . . , v١ و ul, . . . , u١ که

x+ y = (u١ + v١)c١ + . . .+ (ul + vl)cl

و

f(x+ y) = f((u١ + v١)c١ + . . .+ (ul + vl)cl)

= (u١ + v١)g(c١) + . . .+ (ul + vl)g(cl)

= [u١g(c١) + . . .+ ulg(cl)] + [v١g(c١) + . . .+ vlg(cl)]

= f(x) + f(y).

است. جمعͬ حقیقͬ، اعداد روی f بنابراین
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R برای هامل پایه ͷیB فرضکنیم بسازیم. خطͬ غیر جمعͬ نگاشت هامل پایه ͷکم با توانیم مͬ اکنون

باشد. B از دلخواه عضو b کنیم فرض همچنین باشد.

کنیم مͬ تعریف

g(x) =

 ٠ , x ∈ B − {b}

١ , x = b

برای بنابراین .f(b) = g(b) ،b ∈ B هر برای که دارد وجود چنان f : R −→ R جمعͬ تابع قبل قضیه به بنا

داریم ،x ̸= b و x ∈ B هر

٠ =
f(x)

x
̸= f(b)

b

است. خطͬ غیر f بنابراین

عملͽر T : X −→ Y نگاشت باشند. F میدان روی برداری فضاهای Y و X کنیم فرض .١۵.١.١ تعریف

اگر است خطͬ

T (λx+ µy) = λT (x) + µT (y) (x, y ∈ X , λ, µ ∈ F ).

L(E,F ) با را F Eبه از خطͬ عملͽرهای تمام خطͬ فضای باشند، خطͬ فضای دو F Eو فرضکنیم •

.L(E) = L(E,E) چنین هم دهیم. مͬ نشان

X × Y از φنگاشت باشند. F میدان روی خطͬ نرمدار فضاهای Z و Y Xو کنیم فرض .١۶.١.١ تعریف

هرگاه گوییم دوخطͬ نگاشت را Z به

باشد. خطͬ x 7→ φ(x, y)نگاشت ،x ∈ X هر برای (١

باشد. خطͬ y 7→ φ(x, y)نگاشت ،y ∈ Y هر برای (٢

به باشد داشته وجود M > ٠ اگر است کراندار φ : X × Y −→ Z دوخطͬ نگاشت .١٧.١.١ تعریف

که طوری

∥ φ(x, y) ∥6M ∥ x ∥∥ y ∥ (x ∈ X, y ∈ Y ).

کنیم مͬ تعریف زیر صورت به را φ : X × Y −→ Z دوخطͬ نگاشت نرم .١٨.١.١ تعریف

∥ φ ∥= sup{∥ φ(x, y) ∥ ; ∥ x ∥6 ١ , ∥ y ∥6 ١}.

دهیم. مͬ BL(X,Yنشان ;Z) با را Z توی X×Yبه از کراندار خطͬ دو های نگاشت همه مجموعه •

X روی پیوسته خطͬ های تابعک همه شامل فضای باشد. برداری فضای E کنیم فرض .١٩.١.١ تعریف

Xگوییم. دوگان فضای را (f : X −→ F صورت به پیوسته خطͬ های (نگاشت
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و باشند Y ′ و X ′ دوگان فضاهای با F میدان روی نرمدار فضاهای Y و X کنیم فرض .٢٠.١.١ تعریف

کنیم مͬ تعریف زیر صورت به را BL(X ′
, Y

′
;F ) از x⊗ y عنصر .y ∈ Y و x ∈ X

x⊗ y(f, g) = f(x)g(y) (f ∈ X
′
, g ∈ Y

′
).

و باشند Y ′ و X ′ دوگان فضاهای با F میدان روی نرمدار فضاهای Y و X کنیم فرض .٢١.١.١ تعریف

جبری تنسوری ضرب را BL(X ′
, Y

′
;F ) از x ⊗ y توسط شده تولید خطͬ فضای زیر .y ∈ Y و x ∈ X

دهیم. مͬ Xنشان ⊗ Y با که گوییم Y Xو

[۵] از ٢٣١ صفحه در را آنها اثبات که کنیم مͬ بیان ادامه در لم قالب در را تنسوری خواصضرب برخͬ

ببینید. توانید مͬ

دارند وجود {yi} و {xi} خطͬ مستقل های مجموعه صورت این در ،u ∈ X ⊗ Y کنیم فرض .٢٢.١.١ لم

.u =
∑n

i=١ xi ⊗ yi که طوری به

صورت این در است. خطͬ مستقل مجموعه {xi} که
∑n

i=١ xi ⊗ yi = ٠ کنیم فرض .٢٣.١.١ لم

yi = ٠ (i = ١,٢, . . .).

ترتیب به فضاهای خطͬ مستقل های زیرمجموعه {y١, . . . , yn} و {x١, . . . , xm} کنیم فرض .٢۴.١.١ لم

خطͬ مستقل زیرمجموعه {xi ⊗ yj ; i = ١, . . . ,m , j = ١, . . . , n} صورت این در باشند، Y و X

باشد. Xمͬ ⊗ Y

تنسور جهانͬ قضیه .٢۵.١.١ قضیه

یͺتای خطͬ نگاشت صورت این در باشد. خطͬ دو نگاشت φ : X × Y −→ Z کنیم فرض

σ : X ⊗ Y −→ Z

که طوری به دارد وجود

σ(x⊗ y) = φ(x, y) (x ∈ X,x ∈ Y ).

شود. مراجعه [۵] از ٢٣٢ صفحه به اثبات.

وجود ٠ 6 L < ١ لیپشیتز ثابت هرگاه گوییم انقباضͬ اکیدا را J : X −→ X نگاشت .٢۶.١.١ تعریف

،x, y ∈ X هر برای که طوری به باشد داشته

d(Jx, Jy) 6 Ld(x, y).
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باناخ) انقباضͬ (اصل ثابت نقطه قضیه .٢٧.١.١ قضیه

٠ 6 L < ١ لیپشیتز ثابت با انقباضͬ Aنگاشت : X −→ X و کامل ͷمتری فضای (X, d) فرضکنیم

صورت این در باشد.

دارد وجود x⋆ ∈ X یͺتای نقطه دیͽر عبارت به است. فرد به منحصر ثابت نقطه ͷی دارای دقیقا A (١

.A(x⋆) = x⋆ که طوری به

.limn−→∞An(x) = x⋆ ،n > ٠ و x ∈ X هر برای (٢

.d(Anx, x⋆) 6 Lnd(x, x⋆) ،n > ٠ و x ∈ X هر برای (٣

.d(Anx, x⋆) 6 ١
١− L

d(Anx,An+١x) ،n > ٠ و x ∈ X هر برای (۴

.∀x ∈ X ; d(x, x⋆) 6 ١
١− L

d(x,Ax) ،x ∈ X هر برای (۵

کنیم. تعریفمͬ xn = An(x٠)صورت به را {xn} دنباله باشد. ثابت و دلخواه x٠ ∈ X فرضکنیم اثبات.

x١ = A(x٠), . . . , xn = A(xn−١) = An(x٠)

داریم ،A بودن انقباضͬ به توجه با و استقرا به

∀n ∈ N ; d(xn+١, xn) 6 Lnd(x١, x٠).

پس ،٠ < L < ١ که جا آن از .ϵ > ٠ فرضکنیم است. کشͬ ای دنباله ،{xn} دنباله که دهیم مͬ نشان حال

lim
n−→∞

Ln = ٠

بنابراین

∃N , n > N ; Ln 6 ϵ
١− L

d(x١, x٠)
.

mداریم > n > N برای

d(xm, xn) 6 d(xm, xm−١) + . . .+ d(xn+٢, xn+١) + d(xn+١, xn)

6 Lm−١d(x١, x٠) + . . .+ Lnd(x١, x٠)

= d(x١, x٠)(L
n + Ln+١ + . . .+ Lm−١)

6 Lnd(x١, x١)(٠+ L+ L٢ + . . .+ Lm−١−n)

6 d(x١, x٠)
Ln

١− L
6 ϵ.

X از ای نقطه به همͽرا {xn}پس است کامل ͷمتری Xفضای که آنجا از است. Xکشͬ در {xn} بنابراین

است. x⋆ مانند

x⋆ = lim
n−→∞

xn = lim
n−→∞

An(x٠),

پس است. پیوسته A

lim
n−→∞

xn+١ = lim
n−→∞

Axn = Ax⋆.
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