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لرستان دانشͽاه

پایه علوم دانشͺده

ریاضͬ گروه

عنوان

ها ماتریس در متعامدمرکز و زیرتعامد

نگارش

بیرانوند راضیه

راهنما استاد

کمالوند قاسمͬ دکترمجتبی

مشاور استاد

بارانͬ علͬ دکتر

ارشد کارشناسͬ درجه دریافت جهت نامه پایان

ریاضͬ رشته در

١٣٩٢ شهریور



مطالب از بخشͬ یا تمام از استفاده صورت در دارد. تعلق لرستان دانشͽاه به پایان�نامه این امتیازات همه

و پایان�نامه) راهنمای اساتید یا استاد یا ) لرستان دانشͽاه نام باید سخنرانͬ�ها، یا کنفرانس�ها مجلات، در

غیر در شود. ثبت دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات دفتر از کتبی مجوز کسب ضمن و ماخذ ذکر با دانشجو نام

گرفت. خواهد قرار قانونͬ پیͽرد مورد این�صورت



چͺیده
ها ماتریس در متعامدمرکز و زیرتعامد پایان�نامه: عنوان

بارانͬ علͬ دکتر مشاور: استاد کمالوند قاسمͬ مجتبی دکتر : راهنما استاد

محض(جبرخطͬ) ریاضͬ : رشته ارشد کارشناسͬ : تحصیلͬ درجه

پایه علوم : دانشͺده لرستان دانشͽاه : تحصیل محل

صفحه:٧٠ تعداد ١٣٩٢ التحصیلͬ:شهریور فارغ تاریخ

متعامدمرکز. ماتریس متعامدمرکز، سادک قطر، بدون رتبه یͺانͬ، ماتریس متعامد، ماتریس واژه�ها: کلید

ماتریس با آنها رابطه و یͺانͬ و متعامد های ماتریس های زیرماتریس درباره نتایجͬ بررسͬ به نامه پایان این در چͺیده:

مشخص را یͺانͬ و متعامد های ماتریس های زیرماتریس براین علاوه پردازیم. مͬ شوند، مͬ نامیده متعامدمرکز که هایی

پردازیم. مͬ اقلیدسͬ هندسه با آنها رابطه به و کنیم مͬ



ণپاسච໋اری...

نعمت راهنمای و خود رحمت و فضل فزونͬ سبب و یادش کلید را حمد که سزاست را خداوندی ستایش

که هایی نعمت بر و بخشیده آنچه و گرفته آنچه بر کنیم مͬ ستایش را خدا است. داده قرار عظمتش و ها

حضور چیزی هر باطن در و گاه آ پنهانͬ چیز هر بر که خداوندی داده، انجام که هایی آزمایش و کرده عطا

از برم مͬ پناه تو به خدایا! داناست. نگرد مͬ دزدانه ها دیده آنچه بر و گاه آ هاست سینه در آنچه به و دارد

قدرت پناه در یا گردم، گمراه تو هدایت روشنایی درپرتو یا باشم، دست تهͬ تو نیازی بی ی سایه در که آن

مͬ پناه تو به خدایا! باشد! تو دست در کار که حالͬ در باشم، ذلیل و خوار یا دارند، روا ستم من بر تو،

فرود ما بر پیاپی نفسانͬ هواهای یا گردیم، خارج تو دین از یا شویم بیرون تو ی فرموده از که آن از بریم

زنیم. باز سر تو جانب از شده ارزانͬ هدایت از که آید،

کمال در که کمالوند قاسمͬ مجتبی دکتر آقای جناب گرانقدرم و فرهیخته استاد از شایسته تشͺر و تقدیر با

عهده بر را نامه پایان این راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم هیچ از صدر سعه

متقبل حالͬ در را نامه پایان این مشاوره زحمت که بارانͬ علͬ دکتر آقای جناب صبور، استاد از گرفتند؛

آقای جناب گرامͬ استاد از و رسید؛ نمͬ مطلوب نتیجه به نامه پایان این ایشان، مساعدت بدون که شدند

پدر از دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال شدند؛ متقبل را نامه پایان این داوری زحمت که غضنفری بهمن دکتر

با و اند داده انجام ام زندگͬ مختلف دوران در که آمیزی محبت های تلاش ی همه خاطر به عزیزم مادر و

گزارم. سپاس اند آموخته من به را زیستن چͽونه مهربانͬ
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مقدمه
ارتباط تعیین لذا کنند، مͬ بازی خطͬ عملͽرهای ماتریسͬ شͺل در اساسͬ نقشͬ یͺانͬ های ماتریس

پایان این جهت بدین باشد. مͬ برخوردار فراوان اهمیˁت از همواره ها، ماتریس از گونه این با ماتریس هر

خاصخواهد اهمیˁتͬ متعامدمرکز های ماتریس با فوق مفاهیم میان ارتباط کردن مشخص علّت به نیز نامه

شده ارائه زیرتعامد و متعامدمرکز های ماتریس مورد در قضایایی و تعاریف ابتدا نامه پایان دراین داشت.

ماتریس با آنها رابطه و یͺانͬ های ماتریس و متعامد های ماتریس های زیرماتریس درباره نتایجͬ است.

های ماتریس ساختار مورد در همچنین آید. مͬ دست به شود، مͬ نامیده زیرتعامد و متعامدمرکز که هایی

آوریم. مͬ دست به جالبی نتایج متعامدمرکز

در شود. مͬ مطرح مقدماتͬ قضایای و تعاریف اول فصل در که است فصل سه شامل نامه پایان این

است شده پرداخته یͺانͬ های ماتریس و متعامد های ماتریس های زیرماتریس درباره قضایایی به دوم فصل

شده ارائه متعامدمرکز های ماتریس مورد در قضایایی همچنین است، آمده دست به قضایا این از نتایجͬ و

پردازیم مͬ اقلیدسͬ فضای در هندسͬ نقاط و متعامدمرکز ماتریسهای رابطه بررسͬ به سوم فصل در است.

پردازیم. مͬ شود مͬ ایجاد یͺه متعامد مختصات دستگاه توسط که بعدی −n اقلیدسͬ فضای به و



٨

مͬ�باشد: زیر مقاله پایان�نامه، این در بررسͬ و مطالعه مورد اصلͬ مقاله

−M.Fiedler − Suborthogonality and orthocentricity of matrices

Linear algebra and its applications,۴٢٩(٢٠٠٩)٣٠۶− ٣٠٧

شده درج پایان�نامه این در استفاده مورد انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه و کتاب�نامه پایان�نامه، این انتهای در

است.
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١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم

است. شده گرفته [۴] و [٣] ،[١] منابع از فصل این نکات و قضایا همه

مقدمه ١.١

لازم مقدمات باید ابتدا ها ماتریس در متعامدمرکز و زیرتعامد درباره مفاهیمͬ بیان از قبل که است بدیهͬ

شود مͬ مطرح ابتدایی قضایای و تعاریف ابتدا بنابراین کرد، بیان رفته کار به مفاهیم با آشنایی برای را

های ویژگͬ مقایسه به و شود مͬ داده توضیحاتͬ ماتریس ͷی رتبه −d و قطر بدون رتبه درباره همچنین

مͬ است برابر ماتریس ͷی رتبه −d و قطر بدون رتبه که شرایطͬ و ماتریس ͷی رتبه −d و قطر بدون رتبه

پردازیم.

١١



١٢ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

پایه تعاریف ٢.١

ضرب ⟨., .⟩ : V ×V → F تابع باشد. (C یا R) F میدان روی برداری فضای ͷی V اگر تعریف١.٢.١.

x, y, z ∈ V هر برای اگر است داخلͬ

⟨x, x⟩ > ٠ , ⟨x, x⟩ = ٠ ⇔ x = ٠ .١

⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ .٢

∀c ∈ F , ⟨cx, y⟩ = c⟨x, y⟩ .٣

⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ .۴

باشد. برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم پلͺانͬ سطری شده تحویل یͷماتریس را Rماتریس تعریف٢.٢.١.

باشد. سطری شده تحویل R ماتریس .١

باشند. شده واقع صفر غیر سطرهای زیر R صفر سطرهای ی همه .٢

سطرها این صفر غیر مقدم های درایه و باشند Rماتریس صفر غیر سطرهای ١,٢, . . . , r سطرهای اگر .٣

. k١ < k٢ < . . . < kr آنگاه باشند شده واقع k١, k٢, . . . , kr های ستون در

ماتریسگوییم. رتبه را ماتریس ͷی خطͬ مستقل های ستون یا سطرها تعداد .٣.٢.١ تعریف

زیرماتریس آید دست یͷماتریسبه های ستون یا سطرها از حذفتعدادی از که ماتریسͬ به تعریف٢.١.۴.

شود. مͬ گفته ماتریس ͷی

اگر دهند مͬ تشͺیل متعامد یͷمجموعه x١, . . . , xn ∈ Cn بردارهای .۵.٢.١ تعریف

x∗
ixj = ٠ , ∀١ 6 i < j 6 k



١٣ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

x∗
ixi = ١ , ∀i این بر علاوه اگر

گوییم. یͺه متعامد مجموعه را مجموعه این آنگاه

مختلط های درایه با n×n ماتریسهای Mn(C)مجموعه آن در که U ∈ Mn(C)ماتریس تعریف٢.١.۶.

.U−١ = UT ، UTU = UUT = I هرگاه گوییم متعامد را باشد، مͬ

مختلط های درایه با n×n ماتریسهای Mn(C)مجموعه آن در که U ∈ Mn(C)ماتریس تعریف٧.٢.١.

.U−١ = U∗ = (U)T ، U∗U = UU∗ = I هرگاه گوییم یͺانͬ را باشد، مͬ

متعامد یا ماتریسیͺانͬ باشد ممͺن ابعاد کوچͺترین دارای که متعامدی یا ماتریسیͺانͬ به تعریف٨.٢.١.

شود. مͬ گفته مینیمال

ناپذیر تجزیه متعامد ماتریس باشد ناصفر آن اصلͬ قطر زیر های درایه که متعامدی ماتریس تعریف٩.٢.١.

شود. مͬ نامیده

U٢٢ و U١١ آنگاه باشد، U یͺانͬ یا متعامد ماتریس از افراز ͷی U =

 U١١ U١٢

U٢١ U٢٢

 اگر تعریف١٠.٢.١.

(مͺمل) مانده باقͬ زیرماتریس دو U٢١ و U١٢ هستند، U یͺانͬ یا متعامد ازماتریس مͺمل زیرماتریس دو

باشند. مͬ U یͺانͬ یا متعامد ماتریس از

نباشد A قطری های درایه از ͷی هیچ شامل که A نامنفرد زیرماتریسهای مرتبه ماکزیمم تعریف١١.٢.١.

دیͽر: عبارت به دهیم. مͬ Wنمایش (A) با را آن و گوییم A قطر بدون رتبه را

W (A) = r(Sσ, A) = max rank {A[α|β] |α× β ⊆ sσ} ,



١۴ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

sσ = N ×N − {(١,١), . . . , (n, n)} .

را آن و شود مͬ نامیده A رتبه −d باشد، قطری ماتریس ͷی D که A+D رتبه مینیمم .١٢.٢.١ تعریف

دیͽر: عبارت به دهیم. مͬ نمایش d(A) با

d(A) = minD rank {A+D : باشد قطری ماتریس ͷی D}

باشد. نامنفرد D ،d(A)تعریف در اگر شود مͬ نامیده اکید رتبه −d ،A رتبه −d .١٣.٢.١ تعریف

باشد: زیر صورت به A ،d(A)تعریف در اگر شود مͬ نامیده منفͬ r d−رتبه ،A d−رتبه تعریف٢.١.١۴.

A = D −XXT

باشد. r رتبه با n× r حقیقͬ ماتریس ͷی X و قطری ماتریس ͷی D آن در که

اگر است r کامل رتبه دارای A گوییم باشد. F میدان روی m × n ماتریس ͷی A اگر .١۵.٢.١ تعریف

باشند. نامنفرد آن r × r های زیرماتریس همه و باشد r رتبه دارای A

r کامل قطر بدون رتبه دارای A گوییم باشد. F میدان روی m× n ماتریس ͷی A اگر .١۶.٢.١ تعریف

باشند. نامنفرد آن r × r قطر بدون های زیرماتریس همه و باشد r قطر بدون رتبه دارای A اگر است

ی مجموعه هرگاه گویند، آفینͬ مستقل را {x٠, . . . , xn} ی مجموعه .١٧.٢.١ تعریف

آفینͬ مستقل خطͬ، مستقل ی مجموعه هر است واضح باشد. خطͬ مستقل {x١ − x٠, . . . , xn − x٠}

ولͬ است آفینͬ مستقل R٣ در A = {٠, e١, e٢} مجموعه مثال برای نیست. برقرار مطلب عکس ولͬ است



١۵ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

Aپس است خطͬ مستقل B = {e١, e٢} بنابراین ،e٢ − ٠ = e٢ و e١ − ٠ = e١ زیرا نیست خطͬ مستقل

است. آفینͬ مستقل

را S محدب ترکیبهای همه گردایه آنگاه باشد، آفینͬ مستقل S = {x٠, . . . , xn}اگر .١٨.٢.١ تعریف

دیͽر: عبارت به n−سادکگویند.

[x٠, . . . , xn] = {Σn
i=٠tixi |Σti = ١ , ti > ٠}

از هرگاه شود مͬ گفته سادکمتعامدمرکز یͷفضایn−بعدی، از [x١, . . . , xn+سادک[١ تعریف١٩.٢.١.

عمودها این برخورد از شود. وارد عمود [x١, x٢, . . . , xv−١, xv+١, . . . , xn+١] مقابل وجوه به xv رأس هر

در متعامدمرکز ٢-سادک ͷی مثال برای شود. مͬ سادکگفته مرکزتعامد آن به که آید مͬ وجود به x٠ نقطه

شود. مͬ داده ارجاع (١.٢.٣) مثال به که گیریم مͬ نظر در R٣ اقلیدسͬ فضای

آن به صورت این در باشد درونͬ ی نقطه سادک مرکزتعامد متعامدمرکز، سادک در اگر .٢٠.٢.١ تعریف

شود. مͬ داده ارجاع (١.٢.٣) مثال به مثبتگوییم. متعامدمرکز سادک

iام رأس دو بین فواصل مربع mij آن در که M = [mij] ،(n + ١)× (n + ١) ماتریس .٢١.٢.١ تعریف

شود. مͬ نامیده Σسادک −n نظیر١ ماتریس باشد Σسادک −n از jام و

G = [gij] ∈ Cn×n ماتریس . v١, . . . , vn ∈ V و باشد داخلͬ ضرب فضای ͷی V اگر .٢٢.٢.١ تعریف

شود. مͬ نامیده گرام ماتریس ، i, j ∈ {١,٢, . . . , n} که وقتͬ gij = ⟨vi, vj⟩ آن در که

.⟨vi, vj⟩ = v∗j vi که است معنͬ بدین vi, vj ∈ Cn بردار دو از ⟨vi, vj⟩ داخلͬ ضرب

١Menger matrix



١۶ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

شود. مͬ نامیده ابرصفحه Rn از بعدی −(n− ١) خطͬ زیرفضای .٢٣.٢.١ تعریف

سادک مرکزدایره باشد الفاصله متساوی سادک رئوس ی همه با که سادک ͷی از ای نقطه تعریف٢.١.٢۴.

شود. مͬ نامیده

مختصاتگرانیͽاهͬ x٠, . . . , xnرئوس آنگاه Σیnͷ−سادکباشد، = [x٠, . . . , xn] اگر تعریف٢.١.٢۵.

شوند. مͬ نامیده سادک −n

گرانیͽاه ١
n+١ [x٠ + . . . + xn] نقطه آنگاه باشد، سادک −n ͷی Σ = [x٠, . . . , xn] اگر .٢۶.٢.١ تعریف

شود. مͬ نامیده

بردار n+ ١ از گرام ماتریس ͷی صورت به Σ = [x١, . . . , xn+سادک[١ −n از گرامین .٢٧.٢.١ تعریف

دو به دو n١ = x١ − xn+١, . . . , nn = xn − xn+١ بردار n آن در که شود مͬ تعریف n١, . . . , nn+١

شود. مͬ تعریف nn+١ = −Σn
i=١ni صورت به nn+١ بردار و متعامدند

n×(n+١)ماتریسͷی i = ١, . . . , n , r = ١, . . . , n+١ ،A = [air] اگر n > برای٢ تعریف٢٨.٢.١.

ارزند: هم زیر روابط آنگاه باشد

است. صفر مخالف آن های درایه ی همه و منفͬ ͷی رتبه −d دارای ATAماتریس .١

متعامد ماتریس ͷی [DAT z] که طوری به موجودند z ∈ Rn+١ ناصفر بردار Dو نامنفرد قطری ماتریس .٢

است.

بردارهای برای که طوری به موجودند u١, . . . , un+١ صفر غیر اعداد و α١, . . . , αn+١ مثبت اعداد .٣

داریم: x١, . . . , xn+١

n+١∑
r=١

αr

[(
n∑

i=١

airxi

)
+ urxn+١

]٢
=

n+١∑
r=١

x٢r .



١٧ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

است موجود y ناصفر بردار و (AD)(AD)T = In که طوری به دارد وجود D نامنفرد قطری ماتریس .۴

.Ay = ٠ که طوری به

شود. مͬ نامیده متعامدمرکز ماتریس باشد فوق های ویژگͬ از ͬͺی دارای که ماتریسͬ

ماتریس شود مͬ تبدیل متعامدمرکز ماتریس به ستون ͷی افزودن با که مربعͬ ماتریس .٢٩.٢.١ تعریف

شود. مͬ نامیده جزئͬ متعامدمرکز

٠ ̸= x ∈ Rnهر ازای به هرگاه مثبتگوییم یͷماتریسمعین Aرا ، n×n ماتریسمربعͬ تعریف٣٠.٢.١.

باشیم داشته

xTAx > ٠

. xTAx =
∑n

i,j=١ aijxixj داریم x = (x١, . . . , xn) برای آن در که

هرگاه گوییم بالاهسنبرگͬ یͷماتریس را H مربعͬ ماتریس .٣١.٢.١ تعریف

H = (hij) hij = ٠ ,∀i, j i > j + ١

هرگاه گوییم هسنبرگͬ پایین یͷماتریس را H مربعͬ ماتریس .٣٢.٢.١ تعریف

H = (hij) hij = ٠ ,∀i, j j > i+ ١

{z١, . . . , zn} خواهیم مͬ باشد، خطͬ مستقل بردار n از ای مجموعه {x١, . . . , xn} اگر تعریف٣٣.٢.١.



١٨ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

دهیم: مͬ قرار آوریم. دست به است یͺه متعامد مجموعه ͷی که را

y١ = x١ , z١ =
y١

⟨y١, y١⟩
١
٢

,

دهیم: مͬ قرار حال . باشد یͺه z١ که طوری به

و یͺه z٢ که طوری به z٢ = y٢

⟨y٢,y٢⟩
١
٢
و باشد. متعامد z١ به نسبت y٢ که طوری به y٢ = x٢ − ⟨x٢, z١⟩z١

آیند، دست به z١, . . . , zk−١ بردارهای که وقتͬ تا دهیم مͬ ادامه ترتیب همین به باشد. متعامد z١ به نسبت

دهیم: مͬ قرار بنابراین

yk = xk − ⟨xk, zk−١⟩zk−١ − ⟨xk, zk−٢⟩zk−٢ − . . .− ⟨xk, z١⟩z١ ,

باشد. یͺه zk که طوری به zk = yk

⟨yk,yk⟩
١
٢
و باشد متعامد z١, . . . , zk−١ به نسبت yk که طوری به

آیند. دست به z١, . . . , zn یͺه متعامد بردارهای که وقتͬ تا دهیم مͬ ادامه ترتیب همین به

شود. مͬ نامیده اشمیت گرام متعامدسازی فوق فرایند

.W (A) < d(A) ،n > ٣ که وقتͬ Wولͬ (A) 6 d(A) ،A مربعͬ ماتریس هر برای .١.٢.١ نکته

W (A) = W (A−١) باشد نامنفرد A که وقتͬ زیرا Wاست، (A)عکس d(A) ،[٣] منبع (٢.٢) قضیه به بنا

نیست. ویژگͬ این دارای d(A) ولͬ



١٩ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

است. ٢ ،A−١ =


١ ٠ −١

٠ ١ −١

−١ −١ ٣


d−رتبه و ١ ،A =


٢ ١ ١

١ ٢ ١

١ ١ ١


ماتریس d−رتبه .١.٢.١ مثال

باشد زیر صورت به قطری ماتریس ͷی D اگر .١.٢.١ حل

D =


−١ ٠ ٠

٠ −١ ٠

٠ ٠ ٠



بنابراین

A+D =


٢ ١ ١

١ ٢ ١

١ ١ ١


+


−١ ٠ ٠

٠ −١ ٠

٠ ٠ ٠


=


١ ١ ١

١ ١ ١

١ ١ ١


داریم: پلͺانͬ سطری عملیات از استفاده با پس


١ ١ ١

١ ١ ١

١ ١ ١


−r١+r٢→r٢=⇒


١ ١ ١

٠ ٠ ٠

١ ١ ١


−r١+r٣→r٣=⇒


١ ١ ١

٠ ٠ ٠

٠ ٠ ٠





٢٠ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

تعریف به بنا پس است ١ ، A+D رتبه بنابراین

d(A) = minD rank{A+D : باشد قطری ماتریس ͷی D} ,

است. ١ برابر A رتبه −d شود مͬ مشخص آسانͬ به

اگر و

D =


١ ٠ ٠

٠ ١ ٠

٠ ٠ −٢


باشد قطری ماتریس ͷی

A−١ +D =


١ ٠ −١

٠ ١ −١

−١ −١ ٣


+


١ ٠ ٠

٠ ١ ٠

٠ ٠ −٢


=


٢ ٠ −١

٠ ٢ −١

−١ −١ ١


داریم: پلͺانͬ سطری عملیات از استفاده با حال


٢ ٠ −١

٠ ٢ −١

−١ −١ ١


١
٢ r١→r١
=⇒


١ ٠ −١

٢

٠ ٢ −١

−١ −١ ١


r١+r٣→r٣=⇒


١ ٠ −١

٢

٠ ٢ −١

٠ −١ ١
٢


١
٢ r٢→r٢
=⇒


١ ٠ −١

٢

٠ ١ −١
٢

٠ −١ ١
٢




