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  ل اولـصـف
 

   هامعرفي صف
      مقدمه1-1

متاسفانه اين پديده با افزايش تراكم جمعيت . همه ما ناراحتي انتظار كشيدن در صف را تجربه كرده ايم   

 با ازدياد جمعيت جهان و مسايل .و شهري شدن روز افزون جامعه بيش از پيش گسترش مي يابد

موفقيت در انجام امور اجتماعي لازم است كه همه افراد حقوق گوناگون و پيچيده مرتبط با آن، براي 

 . را رعايت نماينديكديگريكديگر را محترم شمرده و براي گرفتن سرويس از جامعه، نوبت 

 علاوه بر بروز    اگر تابع اين روش باشيم كه در مقابل هر متقاضي فوراً سرويس لازم را انجام دهيم، آنگاه

پس بايد بپذيريم كه انتظار جزئي از زندگي ما را . اقتصادي نيز به صرفه نخواهد بودنظر مسائل متعدد، از 

 ها اهــآرايشگر هاي بزرگ، د در ترافيك، در فروشگاه ،براي دريافت خدمات ما همه روزه .تشكيل مي دهد

. مي ايستيمبه صف ...   پرداخت عوارض راه ويبرا، پمپ بنزين ها در اداره پست ور، دي زيباييها نالو س



 

 ٢

 آنها ي هم كه ما در صف هاي اين انتظار كشيدن را دوست نداريم و مديران موسساتيما به عنوان متقاض

انتظار كشيدن ما را  همراه باشد، انتظار ممكن است با اعمال هزينه هايي دليل كه اين به نوبت گرفته ايم،

  پس چرا بايد انتظار كشيد؟، دوست ندارند

از امكانات موجود براي   بيش،خواست براي سرويس درزيرا" ست،ين اه اين سوال ب پاسخ سادهيك   

 براي مثال. را شمرد بسياريدلايل براي پاسخ مي توان  چرا اين چنين است؟ ولي ".سرويس دهي است

تعداد سرويس دهندگان موجود كم باشد، يا فراهم نمودن تعداد كافي سرويس دهنده براي ممكن است 

تشكيل صف، از نظراقتصادي به صرفه نباشد؛ يا ممكن است فضاي لازم براي ارائه بهتر جلوگيري از 

  ... .سرويس محدود باشد و 

 و " چه مدت متقاضي بايد در صف انتظار بكشد؟ "هايي نظير     نظريه صف بندي مي كوشد تا به سوال

اينجاست كه . مبسوط دهدبر اساس تحليل رياضي پاسخ ...  و " چند متقاضي در صف خواهند بود؟ "

 انـس دهي به مشتريـبراي سروي مسئولين امر ،اين نظريه اساس رب. مي يابدويژه اي نظريه صف اهميت 

 .نگردندآن ها دست دادن  از  به گونه اي برنامه ريزي كنند تا باعث ناراحتي و مي توانندخود

  نظريه صف

 متوسط زمان انتظار در صف، متوسط زمان لازم    مطالعه رياضي صف هاي انتظار بر اساس اندازه صف،

  .براي انتظار در كل سامانه موضوعات اساسي نظريه صف است

    .اصول نظريه صف را مي توان از نظر رياضي به دو گروه تقسيم نمود

 صف هايي كه داراي يك توزيع مشخص بوده و در آن ها خط مشي ورودي و سرويس داراي فرمول - الف

  .مشخصي مي باشد

 بوده كه با استفاده از شبيه سازي مورد مطالعه قرار )فرضي( كلي يا تجربي  صف هايي كه داراي توزيع-ب

  .مي گيرند



 

 ٣

   در زندگي روزمره با تعداد زيادي ازصف ها مواجه هستيم كه برخي از آن ها را مي توان برنامه ريزي 

ف ها به انتظار سپري مي شود گاهي مدت زماني كه در اين ص. نمود و بعضي غير قابل پيش بيني است

  .ممكن است يك هفته، يك ماه، يا حتي سال ها باشد

 

  تاريخچه صف

 كه در زمينه صف مطرح شد مربوط به تراكم در خواست ي اوليه اياولين كاربرد واقعي و مساله    

 به ي دانمارك رياضيدان،محقق پيشگام اين نظريه.  تلفن بودي وتحليل شبكه هاي، طراحيمكالمات تلفن

ي را بايد به حق و.  را منتشر نمودي نظريه احتمالها و مكالمات تلفن1909ود كه در سال  ب1 ارلانگنام

روش هاي  كارمند شركت مخابرات دانمارك بود و وظيفه اش استفاده از ارلانگ .باني نظريه صف دانست

  . درخواست هاي مكالمه بود تعيين بهينه استفاده از خطوط تلفن بر اساسثابت شده احتمال در

 : از دو صـورت زير مشـخــص مي شود ي دريافت كه يك سيستم تلفن عموماً به يكوي

 )سـرويس دهنـده ها(ــندگانه  چي و باجه هايغال نمايت اشيها  پواسـون و زماني ورود  )١

 غال ثابت و يك باجـهتهاي اش  ورودي پواسـون، زمان  )٢

 2 مولينا1927در سال . ات مربوط به كاربرد اين نظريه در مورد تلفن ادامه يافتپس از ارلانگ نيز تحقيق

بعضي  3فيليكس پولاچك 1930در اوايل سال  .كاربرد نظريه احتمال در مسائل صف را منتشر كرد

كارهاي پيشينيان براي ورودي پواسون، خروجي دلخواه و مسائل يك باجه اي را دنبال كرد و در همان 

 . انجام گرفت6پالم و در سوئد به وسيله 5 چين- خين و 4كولموگروف ديگري در روسيه به وسيله ايام كار

                                                 
١)Erlang  
٢)Molina  
٣)Pollaczek 
٤)Kolmogorov 
٥)Khintchine 
٦)Palm  

  
  
   



 

 ٤

 به بعد روند آن تغيير 1950 اما از سال ؛ انجام مي گرفتينسبتاً به كند در نظريه صف خستين كارهان

 . در اين زمينه انجام شده استقابل توجهي ينموده و در اين اواخر كارها

  

  ها و مفاهيم مقدماتي  مثال  1-2

 بيشتر .بسياري از سامانه ها داراي مولفه هايي هستند كه به كمك مفهوم صف، مدل سازي مي شوند   

 بانك ها، فرودگاه ها، سوپرماركت ها، اسكله ها ز تجربه هاي روزمره درصف باجه يايده هاي اين مفهوم ا

ارتست ازسامانه اي كه در آن جمعيتي از  يك صف به معناي علمي عب.و موارد مشابه گرفته شده اند

اين كاربران در سامانه توسط يك سرويس . كاربران پيش از ترك سامانه ظرفيتي از آن را اشغال مي كنند

بنابراين يك سامانه صف را مي توان به عنوان توصيفي از جمعيت . سرويس مي شوند دهنده يا بيشتر

 در ذيل با آوردن چند مثال به .ط مشي سرويس تعريف كردورودي و نوع تقاضاي هر كاربر و همچنين خ

 .تعريف بهتر سامانه هاي صف مي پردازيم

  :  صف تك سرويس دهنده:1-2-1مثال 

  صف تك سرويس دهنده با يك مرحله سرويس ) الف 

                            
  حله سرويس صف تك سرويس دهنده با يك مر1-2-1شكل 

   صفي كه در مقابل باجه پرداخت قبوض يك بانك تشكيل مي شود، ساده ترين توصيف از يك سامانه 

در اين سامانه يك جريان ورودي و يك سرويس دهنده بر اساس ورود متقاضيان به آن ها . صف است

 فرايند خروج فرايند ورود

 فصـ

 سرويس دهنده



 

 ٥

ضيان وجود اين خط مشي سرويس كه در آن هيچ اولويتي براي سرويس دهي به متقا. سرويس مي دهد

  . نامـيده مي شودFCFS(7( سرويس دهي مي شوند قاضيان به ترتيب ورود به سامانه،ندارد و مت

  صف تك سرويس دهنده با دو مرحله سرويس متوالي و نامتجانس) ب 

  
   صف تك سرويس دهنده با دو مرحله سرويس متوالي و غير متجانس2-2-1شكل 

و در اين حالت باند فرود، سرويس دهنده . دگاه ها استكاربرد ديگر صف در ترافيك فرو  :2-2-1مثال 

  . ان سامانه هستنديهواپيماهاي در حال فرود، متقاض

ورودي شامل قطعاتي  .است خطوط توليد در يك كارخانه مثال ديگري از يك سامانه صف:  3- 2- 1مثال 

 در همين سامانه صف، ممكن است به دلايلي سرويس دهنده .است كه بايد تعمير و يا پردازش شوند

صف هايي با اين . خراب شده و از كار بيفتد؛ اين اتفاق منجر به تغييراتي در صف ورودي خواهد شد

  . مدنظر اين پايان نامه مي باشد يكي از مواردويژگي را صف با تعطيلي گويند؛ كه

براي مثال . اينترنتي است ف در شبكـــه هاي رايانه اي و  از كاربرد هاي به روز نظريه ص:4-2-1مثال 

.  تقاضاهايي از كاربران دريافت كرده و به آنها سرويس مي دهد سرويس دهندهدريك شبكه رايانه اي،

اين حالت  زمان سرويس هر متقاضي در. مي شود  تعبيره عنوان جريان ورودي به سامانهتقاضا در اينجا ب

  .ضر وابسته استبه تعداد متقاضيان حا

  .با اين چند مثال مي توان توصيفي از يك صف ارائه نمود

   يك سامانه صف عبارتست از يك يا چند سرويس دهنده، يك طرح ورودي از متقاضيان، طرح سرويس، 

 اغلب براي توصيف كل سامانه به كار مي رود، ولي در واقع بخشي از سامانه است "صف"واژه . و نظم صف

                                                 
First come first serve) ٧ 

فصـ

 فرايند خروج

 سرويس دهنده

 فرايند ورود



 

 ٦

لذا تعداد متقاضيان در سامانه در هر زمان . ن منتظر سرويس را در خود جاي داده استكه متقاضيا

البته اين تعداد بر حسب زمان . دلخواه برابر تعداد متقاضيان در صف و تعداد متقاضيان در سرويس است

ي در در زير مفاهيم اساس. ورود و عزيمت متقاضيان تغيير مي كند و در نتيجه يك متغير تصادفي است

  :يك سامانه صف را مي آوريم

 الگوي ورود به يك سامانه صف بندي را گويند كه معمولا بر حسب متوسط تعداد ورود در  :طرح ورود

 نشان  و با مي شودزمـاني دو ورود متوالـي بيان واحد زمان يا ميانگين نرخ ورود يا ميانگـين فـاصله 

 .مراجعات گاهي به صورت تكي و گاهي گروهي صورت مي گيرد. تصادفي استطرح ورود . مي دهيم

تعداد متقاضياني كه در واحد زمان ( نرخ سرويس  ي الگوي سرويس مي تواند به وسيله: طرح سرويس

شان  ن آن را با .يا به وسيله زمان لازم براي سرويس يك متقاضي توصيف شود و) سرويس مي شوند

 .مي دهيم

 سرويس در نظر مكان براييك يا چند همواره براي ارائه سرويس به متقاضيان : آرايش هاي سرويس

تعداد بهينه سرويس دهندگان به تعداد متقاضيان، نرخ ورود و زمان لازم براي ارائه . گرفته مي شود

 . چند تايي استبر حسب اين متغيرها محيط سرويس تكي و يا. سرويس هر متقاضي بستگي دارد

زمان سرويس ممكن است ثابت . زمان لازم براي اتمام سرويس يك متقاضي را گوييم: زمان سرويس

 فرض مي شود كه زمان سرويس غالباً براي ساده شدن . كندباشد و يا برحسب نوع تقاضاي متقاضي تغيير

ست لذا زمان سرويس نيز از آنجا كه طرح ورودي تصادفي ا. براي همه متقاضيان يكسان و ثابت باشد

 .تصادفي مي باشد

اولين ورود ، اولين سرويس .  ترتيب انتخاب متقاضيان براي سرويس را گويند:خط مشي سرويس

)FCFS ( يا آخرين ورود اولين سرويس)8LCFS ( اولويتيا سرويس به ترتيب تصادفي و يا سرويس با 

 .از اين دسته اند

                                                 
٨) Last come first serve   



 

 ٧

آرايشگاه ها، و گاهي دو است مانند يك مرحله سرويس شامل   گاهي سامانه صف تنها:مراحل سرويس

بر اين اساس سامانه هاي شامل . كارخانه هاوط توليد  سرويس را در بر مي گيرد مانند خطيا چند مرحله

 :چند مرحله سرويس نيز بر اساس تعداد سرويس دهنده ها تنوع دارند

 .مورد نظر اين پايان نامه است كه دهسامانه هاي صف چند مرحله اي با تك سرويس دهن)  الف

 . سرويس دهندهC   سامانه هاي صف چند مرحله اي با) ب

 . تعداد متقاضياني كه در هر لحظه از زمان در سامانه هستند:اندازه سامانه

 . متقاضي براي دريافت سرويس در سامانه منتظر مي ماند يك مدت زماني كه:زمان انتظار در سامانه

 سرويس دهي سامانه مشغول بهطول بازه زماني كه سرويس دهنده به طور پيوسته در :  دوره اشتغال

 .مي باشد

 .گويندره اشتغال متوالي را  دو2 فاصله زماني بين : دوره بيكاري

  تـصادفي   در اكثر صف ها سرويس دهنده بـه دلايـل گونـاگون بـراي مـدت                 :9تعطيلي سرويس دهنده  

 دسـتگاه، در باجـه بـانكي بـراي رفـع            ءو ارتقـا   ط توليد براي تعمير   در يك خ  . سرويس را تعطيل مي كند    

واضـح  . خستگي كارمند و يا ارائه سرويس ديگر و يا صرف نهار و از اين قبيل سرويس تعطيـل مـي شـود                     

 .است كه اين اتفاق تاثير اساسي در طول صف و زمان انتظار متقاضيان خواهد داشت

 در لحظـه ورود اجـازه اخـذ         متقاضـي ست كه طبـق آن هـر         نوعي اعمال محدوديت ا     :10پذيرش محدود 

 اجـازه ورود بـه    C1سرويس دهي با احتمال  به  در دوره اشتغال    متقاضيان  سرويس را نخواهد داشت، بلكه      

 . انجام مي شود C2 اخذ سرويس با احتمال نيز سرويس را داشته و درزمان تعطيلي سرويس دهنده 

ي آماده شدن سرويس دهنده براي امر سرويس دهي به متقاضـيان را             زمان مورد نياز برا   :  11زمان تنظيم 

 .يا شدن ابزار، ماشين و يا فرايند براي پذيرفتن متقاضيان استهگويند كه شامل م

                                                 
٩) Vacation time 
١٠)Restricted admissibility 
١١)Setup time  

  
 



 

 ٨

 : و به صورت زير تعريف مي كنيم نمايش با اين مقدار را:  عامل بهره دهي

                     =  )(عامل بهره دهي  

 تقاضـا   ، آنگاه شدت ترافيك بـالا بـوده و  <1 اگر. اين مقدار در واقع احتمال وجود صف درسامانه است

  .است، در نتيجه صف طولاني و زمان انتظار زياد خواهد بود براي دريافت سرويس بيشتر

  : نرخ بيكاري در سامانه در هر زمان دلخواه از رابطه زير حاصل مي شود:ينرخ بيكار


  110p  

   :و بر اين اساس ميانگين زمان بيكاري عبارتست از

زمان كل سرويس )1(

ميانگين زمان بيكاري  

 M/M/1 12  سامانه صف1-3

 اكثر سامانه هاي صف ي برايل هاي صف است كه حالت خاص   اين صف از ساده ترين و معمول ترين مد

و تاييدي بر روابط آنها ديگر  الهام بخش مطالعه سامانه هاي صف بندي ،نتايج اين مدل از صف. مي باشد

  .است

در اين سامانه ورودي ها و .  در اين مدل تك باجه اي، توزيع ورودي پواسون و توزيع سرويس نمايي است

 است كه حالت خاصي از FCFS بوده و نظم صف   و از يكديگر مستقلل زمان تصادفيخروجي ها در طو

فرض كنيم اگر بدين صورت كه مي توان ورودي ها را به عنوان زاد تعبير كرد . فرايند زاد و مرگ مي باشد

و ) متقاضي در سامانه حضور داشته باشد nيعني در لحظه اي خاص از زمان  (باشد nE سامانه در حالت

به  nEهمچنين اگر عزيمتي رخ دهد حالت .  مي رود 1nEبه حـالت سامانه يك ورودي رخ دهد آنگاه 

1nE تغيير مي يابد، كه به عنوان مرگ تعبير مي شود.  

                                                 
 . مي باشد[7] برگرفته از  و بخش هاي بعدي اين فصلمطالب اين بخش12) 

  متوسط نرخ ورود/متوسط نرخ سرويس



 

 ٩

 تبعيت مي كند و زمان سرويس فرايند پواســون با نرخ  ودي ها در اين مدل ازفرض مي كنيم ور 

ميانگين( تك سرويس دهنده سامانه داراي توزيع نمايي با نرخ 

  . است)1

در اين صورت براي . باشد tمتقاضي در سامانه در زمان  nاحتمال وجود  tPn)( حال فرض مي كنيم

)(تا لحظه  nE باقي ماندن در حالت tt حالت هاي زير را داريم :  

  .رخ نمي دهدt در فاصله زمانيقرار دارد و هيچ ورودي يا سرويس nEدر حالت tسامانه تا لحظه  )1

قرار دارد و فقط يك ورودي و يك سرويس در فاصله زماني  nEدر حالت  tسامانه تا لحظه  )2

),( ttt اتفاق مي افتد . 

 يك ورودي رخ داده و t قرار دارد و در طول بازه زماني كوچك 1nE  در حالتt لحظهر سامانه د )3

 .سرويسي تكميل نشود

 يك سرويس تكميل شده و tاني  قرار دارد و در طول بازه زم1nE حالتدر tسامانه در لحظه  )4

 .هيچ ورودي رخ ندهد

     : ورودي ها و سرويس ها از يكديگر مستقل اند، لذا داريم1nچون براي هر 

)()(]tيک ورودی در فاصلهt[p ]يک سرويس در فاصله                                  [ ptpttp nn   

t[)(1  ورودی در فاصلههيچ t[p]يک سرويس در فاصله                          [ ptpn    

t[)(1  ورودی در فاصلهيك t[p] سرويس در فاصلههيچ                           [ ptpn  

                      ]][1)[(]][)[(]1][1)[( 1 tttptttptttp nnn   =  

                                                                                           ]1][)[(1 tttpn     

 : داريم tبر حسب  با صرفنظر از جملات درجه دو و بالاتر

]1][)[(]1][)[(])(1)[( 11 tttptttpttp nnn        

  : در نتيجه

 (1-3-1)           )()()()(
)()(

lim 110 tptptp
t

tpttp
nnn

nn
t  


    



 

 ١٠

1)(احتمال  0nحال چون به ازاي  tPn 0)(تعريف نشده است، لذا ttP  را به طور مجزا محاسبه

)(سامانه مي تواند درلحظه . مي كنيم tt  0 در حالتE باشد اگر در زمان t 0در حالتE بوده و 

 قرار داشته و هيچ ورودي 1Eدر حالت  t رخ ندهد و يا سامانه در زمان tهيچ ورودي درطول زمان 

 .رخ ندهد ولي يك سرويس تكميل شود

)()](1[)](][1[                               پس 100 tttpttpttp   

)(2 با صرفنظر از جملات شامل tداريم  :  

(١-٣-٢)                                       )()(
)()(

lim 10
00

0 tptp
t

tpttp
t  




 

 . گويندمعادلات ديفرانسيلي تفاضلي را )٢-٣-١(و ) ١-٣-١(معادلات 

 

  :تعريف

نشانگر  tpn)(اگر . قل از زمان باشدست هرگاه رفتار سامانه مستپايا   گوييم يك سامانه در حالت 

                        :باشد، آنگاه در حالت پايا داريم tمتقاضي در سامانه در زمان  nاحتمال وجود 

                                                                      nnt ptp  )(lim 

                                                        0)(lim  tp
dt

d
nt 

  :معادلات حالت پايا

1   در صورتيكه 

سامانه به متقاضياني كه نرخ ورودشان از نرخ سرويس آن ها كوچكتر است  باشد 

اگر   وسرويس مي دهد 1 صفي وجود ندارد و اگر ، آنگاه شود

 آنگاه حالت انفجار براي ،

 به صورت زير خواهند )٢-٣-١( و )١-٣-١( حالت پايا، معادلات با فرض برقراري.  خواهد دادسامانه رخ

  :بود

)٣-٣-١(                                                      11)(0   nnn ppp                      
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  .گويند معادلات تعادليمعادلات اخير را 

  :جواب آن عبارتست از ) (1-3-4 هـ است كه با شرط اولي2دله تفاضلي مرتبه امعيك ) ٣-٣-١(معادله 

)٥-٣-١(                                                                        0n          0)( pp n
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1، از شرط  0Pبراي محاسبه 
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>1چون 

لذا سري فوق يك سري هندسي با قدر نسبت كمتر از يك است لذا ،  
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1كه در آن

 . بنابراين  

 (6-3-1)        

شامل متقاضيان منتظر در صف و متقاضي در حال (  باشد  در سامانه تعداد متقاضيانNاگر فرض كنيم 

                            بابرابر است تعداداين  متوسطدر اين صورت ) دريافت سرويس
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  نيز برابر است باتعداداين متوسط  در اين صورت باشد  در صف تعداد متقاضيانQNاگر فرض كنيم و 
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  شبيه محاسبات بالا مي توان ديد كه 

                                                                    (١-٣-٨) 
)(1

)(
22











 QQ NEL 

  توزيـع تـابع  tWQ)( زمـان انتظـار در صـف و    ،QTفرض مي كنيم متغير تـصادفي  : توزيع زمان انتظار

  :نگاه داريمآ. تجمعي آن باشد

]0[]0[)0(  QQQ TPTPW                                                                        
             P 0p = [بدو ورود سامانه تهي باشد]  = 1                                           )٩-٣-١(  

)(][حال به محاسبه  tTPtW QQ دريافت  مي پردازيم، يعني احتمال اينكه زمان انتظار متقاضي براي 

 n وارد سرويس مي شود، t و0اگر در بدو ورود متقاضيي كه بين . باشد tسرويس كوچكتر يا مساوي 

چون . شندا سرويس گرفته بt نفر بايد تا زمان nتقاضي در سامانه وجود داشته باشد، آنگاه تمام اينم

 متقاضي مستقل از زمان ورود n توزيع سرويس بي حافظه است، توزيع زمان لازم براي تكميل سرويس

بعلاوه چون . مي باشد nمتغير تصادفي نمايي است، كه ارلانگ نوع  nپيچش  متقاضي مفروض و برابر

مراجعه ك يو احتمال اين كه ورودي پواسون است، لحظات ورود به طور يكنواخت توزيع شده و از اين ر

  :  :پس مي توان نوشت. متقاضي را در سامانه ببيند برابر توزيع ماناي اندازه سامانه است nكننده 

                                                                                               ][)( tTPtW QQ  

np]  مراجعه كنندهnتكميل سرويس   |  متقاضي را در سامانه ببيندnمتقاضي در زمان كمتر از  t [
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  بنابراين توزيع زمان انتظار در صف عبارتست از

                                         (10-3-1) 
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   برابر است بااميد رياضي زمان انتظارپس 
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  :با محاسبه انتگرال داريم

)( 



QW                                                                                           (١-٣-١١)  

.  كل زماني باشد كه متقاضي بايد تا زمان سرويس در سامانه صرف كندTفرض مي كنيم متغير تصادفي 

   تابع چگالي آن باشند، آنگاه با روشي مشابه روش فوق مي توان ديد كهtw)( تابع توزيع آن و tW)(اگر 

 (12-3-1) 

  و

 


1
)(TEW                                                                                      (13-3-1) 

              :يكي از اين نتايج عبارتست از.  فوق نتايج مفيد وجالبي به همراه دارندروابط : 13ليتل روابط

                                                                                             (14-3-1) 

1

 QWW 

STTزمان سرويس باشد آنگاه  Sفرض مي كنيم . اثبات اين رابطه چندان مشكل نيست Q ، در اين 

  :صورت

                                                                                                 )()()( SETETE Q   
                                                 

١٣)Little   

0)()( )(   tetw t



 

 ١٤

و  tWQ)( را در صورت وجود مي توان به صورت پيچش tw)(در واقع  .ونتيجه مورد نظر به دست مي آيد

 ، بلكه به طور M/M/1 نه تنها براي صف )١٤-٣-١(اين رابطه بنابر. چگالي زمان سرويس به دست آورد

   . كلي براي هر صفي كاربرد دارد

به صورت زير به دست ) ١١-٣-١( و )٨-٣-١( وجود دارد كه از روابط QW و QL   بستگي ديگر بين 

  :مي آيد

QQ WL                                                                                                    (15-3-1) 

  : داريم)١٣-٣-١( و) ٧-٣-١(همچنين از 

)١٦-٣-١(                                                                                                      WL   
 به رابطه رااين .  به فرمول ليتل معروف گرديد1961به دليل كارهاي ليتل در سال ) ١٦-٣-١ (معادله

براي مثال متقاضيي را درنظر بگيريد كه اكنون مراجعه كرده .  توجيه كرد مي توانصورت شهودي نيز

با ورود به سرويس، پشت سر خود نگاه . مي رسدبه سرويس  QWبه طور متوسط او پس از زمان . است 

همچنين آمدن هر يك از . است QLاين تعداد به طور متوسط برابر . كرده و افراد بعد از خود را مي شمارد

QL  نفر به طور متوسط

مراجعه كننده پشت  QL ي كشد تا وقت گرفته است و كل زماني كه طول م1

QQ سر او گرد آيند بايد برابر زمان انتظارش باشد، بنابراين WL )
1

(


اثبات هاي دقيق و منطقي تري . 

  .نيز براي روابط ليتل وجود دارند كه از حوصله اين نوشته خارج است

  

 M/G/1 سامانه صف 1-4

 با فرايند ماركوف مواجه بوديم و نتايج زنجيرهاي ماركوف در مطالعه M/M/1 نه صفدر بررسي ساما   

) توزيع نمايي( سرويس فاقد خاصيت بي حافظگي  توزيع زمانM/G/1در سامانه . اين سامانه به كار رفت

با اين حال اين . ديگر ماركوفي نيست tبه عنوان حالت يا اندازه سامانه در زمان  tN)(فرايند . است



 

 ١٥

به طور كلي براي انجام اين كار دو . فرايند بر اساس فرايندي مشابه كه ماركوفي باشد، تحليل مي شود

  :روش وجود دارد

 .  كه به زنجير ماركوف نشانده شده معروف است14كـندالمنسوب به روش ) 1

  . منسوب است16كوهـاويانو  15كـيلسونروش متغيـر تكميـلي كه به 2) 

  . روش زنجـيرهاي نشـانده شده ماركوف رايـج تر است كه به توضيــح آن مي پردازيمبر اين اساس

.  است   سامانه صف تك سرويس دهنده اي را در نظر بگيريد كه فرايند ورودي آن پواسون با نرخ 

نمايش مي دهيم كه متغيرهاي تصادفي مستقل و هم توزيع با ميانگين  Bزمان هاي سرويس را با 

 و 1

Bf) در صورت وجود(و تابع چگالي  BFتابع توزيع  خط مشي صف .  استFCFSدر حالت خاص .  است

 به دست مي آيد و اگر M/M/1در نظر بگيريم آنگاه سامانه صف   پارامتر نمايي بارا توزيع  BFاگر 

  . به دست مي آيدM/D/1زمان هاي سرويس ثابت در نظر گرفته شوند، آنگاه سامانه صف 

00  و امين دوره عزيمت باشدnنگر  نشاnt ، فرض مي كنيم n …,1،2=   به ازاي  t . به عبارت ديگر

nt  كه است زمانيnنقاط .  امين متقاضي سرويس خود را تكميل كرده و سامانه را ترك مي كندntرا  

 باشد nt تعداد متقاضيان در سامانه در زمان nXفرض مي كنيم .  گويندtN)( فرايند ددمج توليد نقاط

  آنگاه

,...2,1)(  ntNX nn                                                                                                            (1-4-1) 

}:2,1...,{فرايند تصادفي  nX n
 زنجير ماركوف يك زنجير ماركوف گسسته پارامتر است كه به 

  .معروف است} 0t : )(tN{  فرايند تصادفي پيوسته پارامتر ي نشانده شده

 امين متقاضي n برابر تعداد متقاضيان ورودي در طول زمان سرويس nAيم متغير تصادفي    فرض كن

  است آنگاه 

                                                 
١٤)Kendall 
١٥)Keilson  
١٦)Koahauvian                                                                                                                                                       
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)1( و متقاضي بعدي 0nXبه عبارت ديگر اگر  n امين باشد، آنگاه در طول مدت سرويس گرفتن او 

1nA 1( متقاضي وارد مي شوند و( n 1 امين متقاضي در زمانnt 1 سامانه را ترك كرده وnA متقاضي 

)1( ، آنگاه تعداد متقاضيان باقي مانده پشت سر 0nXاگر . شت سر او باقي مي مانندپ n امين 

11متقاضي برابر   nn AXچون ورودي ها از فرايند پواسون تبعيت مي كنند، لذا متغير تصادفي .  است

1nAزمان سرويس وابسته است و به طول صف يا لحظه شروع سرويس بستگي ندارد، بنابراين  فقط به 

  :در نتيجه داريم. ش مي دهيمي نماAآن را با 

                                  )(tdFB)زمان سرويس يك متقاضي برابرtباشد 
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  :قاضي برابر است با  يعني تعداد ورودي ها در طول زمان سرويس يك متAلذا توزيع 
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و واضح است كه 
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j ja . همچنين با توجه به احتمال هاي  

pij= P[Xn+1=j | Xn=i] = 
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                  (4-4-1) 

:0 {توان ديد كه به وضوح مي nX n {است يك زنجير ماركوف با ماتريس احتمال تغيير وضعيت زير: 


