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مقطع كارشناسي ارشد رشته رياضي كاربردي گواهي 1388اينجانب زهره صفار دانشجوي ورودي سال 

ام با نقل قول مستقيم يا غير نامه خود از فكر، ايده و نوشته ديگري بهره گرفتهنمايم چنانچه در پايانمي

مسئوليت تمامي مطالبي كه نقل بديهي است . اممستقيم منبع و ماخذ آن را نيز در جاي مناسب ذكر كرده

.دانم و جوابگوي آن خواهم بودقول ديگران نباشد بر عهده خويش مي

زهره صفار: نام و نام خانوادگي دانشجو

تاريخ و امضاء

مقطع كارشناسي ارشد رشته رياضي كاربردي گواهي 1388اينجانب زهره صفار دانشجوي ورودي سال 

نمايم ضمن مطلع ... نامه خود اقدام به انتشار مقاله، كتاب و مطالب پايانبر اساس نمايم چنانچه مي

و به صورت مشترك و با ذكر نام استاد ... نمودن استاد راهنما، با نظر ايشان نسبت به نشر مقاله، كتاب و 

. راهنما مبادرت نمايم

زهره صفار: نام و نام خانوادگي دانشجو

تاريخ و امضاء

نامه ي مترتب از نتايج مطالعات، آزمايشات و نوآوري ناشي از تحقيق موضوع اين پايانكليه حقوق ماد

.باشدمتعلق به دانشگاه پيام نور مي

1390آبان 



:تقديم به

هاي زندگيارزشمندترين سرمايه

پدر، مادر و همسر و فرزندان عزيزم



تقدير و تشكر

.به راستي كه او دانا و تواناست. نامه را به من عطا فرمودسپاس كه توفيق اتمام اين پايانخدا را 

دانم مراتب سپاس و امتنان خويش را از استاد راهنماي عزيزم جناب آقاي دكتر جواد وحيدي لازم مي

ن نهاده و اين پژوهش منت بزرگي بر مكه با رهنمودهاي ارزشمند خود در تمامي مراحلابراز نمايم 

.دلسوزانه بنده را راهنمايي فرمودند

- ي استاد ارجمندم جناب آقاي دكتر سيامك فيروزيان ميسر نميشك اجراي اين تحقيق بدون مشاورهبي

.كنمگرديد، بدينوسيله از كمكهاي ارزنده ايشان تشكر مي

.داوري فرمودند، بسيار متشكرمنامه اينجانب را مطالعه و متين فر كه پايان... از جناب آقاي دكتر ماشاا

نامه از خانم ايرانتاج باباجان تبار كه به عنوان نماينده تحصيلات تكميلي دانشگاه در جلسه دفاع از پايان

.حضور داشتند، بسيار سپاسگزارم

.ام كه هميشه پشتيبان من بودند، بسيار متشكرماز پدر و مادر عزيز و يكايك اعضاي خانواده

و مهربان و فرزندان دلبندم كه با مهرو محبت خود مرا همراهي كردند و همواره مشوق از همسر عزيز

.     اند بسيار سپاسگزارممن بوده



چكيده

: فصل است4اين پايان نامه مشتمل بر 

اي بـر معـادلات ديفرانسـيل و انتگـرال     نامه و مقدمـه نيازهاي رياضي اين پايانفصل اول را به بيان پيش

.دهيماختصاص مي

و انـواع  معـادلات   )IVP(مسائل مقدار اوليـه  جواب تقريبي در فصل دوم يك روش جديد براي پيدا كردن 

اي از توابع مستقل به تشـكيل يـك پايـه كامـل     ابتدا با معرفي مجموعه. كنيمانتگرال فردهلم و ولترا معرفي مي

 ـ براي فضاي برداري  دار روش ب خطـي ايـن توابـع در روش مانـده وزن    پرداخته، سپس با اسـتفاده از تركي

.كنيمگالركين را تشريح مي

كنيم كه ولترا نوع دوم معرفي مي-در فصل سوم يك روش عددي براي نمايش معادلات انتگرال فردهلم

شود، همچنين وجود و يكتايي در قالب يك دستگاه خطي از معادلات انتگرال فردهلم به كار گرفته مي

گيريم تا يك در ادامه روشهاي ترتيب و گالركين را به كار مي. گيردمورد بحث قرار مي،هجواب دستگا

به علاوه خطاي . دستگاه خطي از معادلات جبري بدست آيد كه با روشهاي عددي قابل حل است

.شودتخمين در هر مورد محاسبه مي

بـا  از نوع دوم������دقيق معادله انتگرالي نامتناهي مرزيدر فصل چهارم يك روش براي يافتن جواب

���هسته تبهگن در دو حالت يكي روي بازه  
�و ديگـري روي   �		� روش . شـود پيشـنهاد مـي   �	

روش . بدسـت آيـد  ������گيرد تا جواب تقريبي از اي لاگر مورد استفاده قرار ميگالركين با چندجمله

يك طرح كلـي بـراي تعيـين و آنـاليز روش     شود و معرفي ميتزاعي كليتصوير به عنوان يك راهكار ان

.دهدتصوير براي حل معادلات با عملگر خطي در اختيار ما قرار مي

:هاي كليديواژه

ـمعادلات انتگـرال منفـرد    ـديفرانسيل-معادله انتگرالـولترامعادله انتگرالـمعادله انتگرال فردهلم  

.روش نمايشـاي لاگرچند جملهـترتيبروش ـروش گالركين خطي ـ معادلاتدستگاه
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ابتدا تعريف . شودپرداخته ميمورد نياز است نامه پاياناين به مفاهيم ابتدايي كه در دراين فصل 

حل معادلات هاي ها و تكنيكبندي معادلات انتگرال خطي ارائه شده، در ادامه روشو تقسيم

پايان معادلات در . گيردميهمراه با مثال مورد بحث قرارانتگرال فردهلم نوع دوم غيرهمگن 

)1.(شودمعرفي شده و حل چند مثال ارائه مييرپذانتگرال فردهلـم همگن با هسته جدائي

اي بر معادله انتگرالمقدمه1-1

زير علامت انتگرال قرار ����اي است كه در آن تابع مجهولمعادله،يك معادله انتگرال:1تعريف 

تابع مجهولي است كه بايد معلوم شود به  ����يك نمونه از يك معادله انتگرال كه درآن. دارد

.صورت زير است

)1                                   (���� � ���� � � � ���� ������������
����

���� .حدود انتگرال هستند ���βو ���α.شودهسته معادله انتگرال ناميده مي ��

هاي در حالت. تنها در زير علامت انتگرال ظاهر شده است ����تابع مجهول يعني)1(در معادله 

بايد توجه كرد كه . ديگر ممكن است تابع مجهول در خارج از علامت انتگرال هم حضور داشته باشد

����هسته معادله يعني .هستنداز قبل معلوم  ����و تابع  ��

هاي براي اين كار روش. كندصدق مي) 1(است كه در رابطه ����هدف ما تعيين تابع مجهول يعني

.معرفي خواهند شدهاي بعدشود كه در قسمتر برده ميمختلفي به كا

تر آنها متمركز هايي جهت درك بهتر و سادهنمونهها و نيز ارائهروشروي ايناين پروژه بيشترتوجه

.شوندمعادلات انتگرال در خيلي از مباحث فيزيك و شيمي و مهندسي ظاهر مي.شدبامي



تقسيم بندي معادلات انتگرال خطي1-2

توان به دو گروه معـادلات انتگـرال فردهلـم و معادلات ترين معادلات انتگـرال را ميمتـداول

-انتگرال خطي مورد بحث قرار ميدر اين پروژه چهار نوع معادلات . بندي نمودانتگـرال ولتـرا دسته

.گيرد

معادلات انتگرال فردهلم -1

معادلات انتگرال ولترا-2

ديفرانسيل- معادلات انتگرال-3

معادلات انتگرال منفرد-4

.كنيماكنون تعاريف و خواص عمده هر نوع را بررسي مي

معادلات انتگرال خطي فردهلم1-2-1

گيري به كه در آنها حد پائين و حد بالاي انتگرالشكل استاندارد معادلات انتگرال خطي فردهلم

��تترتيب اعدادثاب :باشدهستند به صورت زير مي �

)2(�������� � ���� � � � ���� ��������� � � �� � � ��
�

����كه درآن هسته معادله انتگرال هم يك پارامتر معلوم λاز قبل مشخص هستند و����و تابع  ��

. باشدمي



ير علامت انتگرال به طور خطي ظاهر شده ز����گويند زيرا تابع مجهولميرا خطي) 2(معادله 

كداميك از مقادير زير را انتخاب كند ����بر حسب اينكه . استيك ����است يعني توان 

:شونددسته عمده تقسيم ميمعادلات انتگرال فردهلم خطي به دو 

����زماني كه -1 � .شودبه معادله زير تبديل مي)2(معادله  �

)3(���� � � � ���� �������� � ��
�

.نامنداين معادله را معادله انتگرال فردهلم نوع اول مي

����زماني كه -2 � .در خواهد آمدبه شكل زير ) 2(معادله  �

)4(���� � ���� � � � ���� �������� �
�

.گويندبه اين معادله انتگرال فردهلم نوع دوم مي

كه به شرط آن����با تقسيم طرفين بر ) 2(توان از معادله را مي) 4(در حقيقت معادله :توجه

���� ! .آوردبه دست  �

معادلات انتگرال خطي ولترا1-2-2

گيري به شكل استاندارد معادلات انتگرال خطي ولترا، يعني معادلاتي كه درآنها حد بالا و پائين انتگرال

.باشدشود به فرم زير ميظاهر ميxكه يك عدد ثابتي باشد به صورت تابعي ازجاي اين

)5 (�������� � ���� � � � ���� ���������
�

.باشدصورت خطي ميزير علامت انتگرال به ����كه در آن تابع مجهول يعني



توان به عنوان يك حالت خاص معادلات انتگرال فردهلم در نظر گرفت را مي) 5(بايد توجه كرد كه 

����به طوري كه هسته �براي �� " ��� �# � � $ - انتگرال ولترا را ميمعادلات . صفر فرض شود �

.بندي نمودبه دوگروه دسته���%توان با توجه به مقدار

���%در حالي كه .1 � .به صورت زير تبديل خواهد شد) 5(معادله  �

)6(���� � � � ���� �������� � ��
�

.گويندبه اين معادله انتگرال ولترا نوع اول مي

.به شكل زير در خواهد آمد) 5(گاه معادله آن 1= ���%زماني كه . 2

)7(���� � ���� � � � ���� ����������
�

.نامنداين را معادله انتگرال ولترا نوع دوم مي

.را ارائه نمائيمهاي زير گيريتوانيم نتيجهمي) 7(تا ) 2(با توجه به معادلات

»ساختمان معادلات فردهلم و ولترا « 1نتيجه

تنها به طور خطي زير علامت ����در معادلات انتگرال ولترا و فردهلم خطي نوع اول تابع مجهول 

اما درمعادلات انتگرال ولترا و فردهلم خطي نوع دوم تابع مجهول هم در زير . شودانتگرال ظاهر مي

.شودم درخارج از علامت انتگرال به صورت خطي  ظاهر ميعلامت انتگرال و ه

»حدود انتگرال گيري « 2نتيجه

اما در . شودانجام ميثابتحدود با متناهي فاصله يك روي گيري انتگرالفردهلمانتگرالدر معادلات 

حد بالايمعمولا همانواستمتغيرگيريانتگرالفاصلهحدودازيكيحداقلولتراانتگرالمعادلات

.شودگيري به عنوان متغير انتخاب ميانتگرال



»منشأ ظهور معادلات انتگرال « 3نتيجه

شيمي و ،فيزيك،از مسائل مهندسيبسياري بايد به اين نكته مهم توجه كرد كه معادلات انتگرال در 

معادلات ديفرانسيل هم به كار البته معادلات انتگرال به عنوان نمايش جواب. شوندبيولوژي ظاهر مي

گاه به طوري كه اگر معادله ديفرانسيل مورد نظر به صورت يك مسئله مقدار مرزي باشد آن. روندمي

شود از نوع فردهلم خواهد شد و اگر معادله ديفرانسيل مورد نظر در قالب معادله انتگرالي كه ظاهر مي

.ل يك معادله انتگرال ولترا خواهد بودگاه معادله حاصيك مسئله مقدار اوليه باشد آن

هاي مختلفي براي ها وايدهشود تكنيكاي ظاهر ميبرحسب اين كه معادله انتگرال از چه نوع مسئله

.رودتعيين جواب معادله انتگرال به كار مي

»خاصيت خطي « 4نتيجه 

رال ولترا و فردهلم در زير در معادلات انتگ����همان طور كه پيش از اين هم گفته شد تابع مجهول

شود اما زماني معادلات انتگرال غير خطي فردهلم و علامت انتگرال به صورت توان يك ظاهر مي

.آورده شود������&عبارتي نظير ����ولترا خواهيم داشت كه به جاي

.هايي از معادلات انتگرال غيرخطي آورده شده استدر زير مثال
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آورده ���2�1-,+و  �*�(0و���'�به ترتيب ����به جاي) 1(معادله ها در مقايسه با در اين مثال

.شده است



»خاصيت همگن بودن « 5نتيجه

����شرط ) 7(و معادله انتگرال ولترا نوع دوم ) 4(فردهلم نوع دومانتگرالمعادلهدراگر � برقرار  �

در غير اين صورت معادله مورد . گويندگاه معادله مورد نظر را يك معادله انتگرال همگن ميآن. باشد

.گويندنظر را يك معادله انتگرال غير همگن مي

» رفتار تكين معادله انتگرال « 6نتيجه

اين معمولاً زماني . باشد) مجازي(گيري ناسره نامند اگر انتگرالمي) تكين(يك معادله انتگرال را منفرد 

كه هسته معادله در يك يا تعداد بيشتري نقطه باشد يا اينگيري نامتناهيدهد كه فاصله انتگرالرخ مي

�از حوزه مورد نظر يعني � � � .كران باشدبي �

- دو دسته ديگر از مـعادلات مهم كه به هر دو دستـه از معادلات انتگرال ولتـرا و فردهلـم مربوط مي

.پردازيمن به معرفي آنها ميديفرانسيل فردهلم و ولترا مي باشند كه اكنو-شوند، معادلات انتگرال

ديفرانسيل- معادلات انتگرال 1-2-3

ديفرانسيل -درحال مطالعه موضوع رشد جمعيت بود كه با معادلات انتگرال1900ولترا در اوايل

، ���3�هايش نظيراز مشتقوحداقل يكي����در اين گونه معادلات تابع مجهول.شدمواجه

4 و . در خارج و همچنين زير علامت انتگرال قرار دارند ���5�

ديفرانسـيل ظاهر -ها در فيزيك و بيـولوژي در قالب اين نوع معادلات انتگـرلتعـدادي از پديـده

البته اين گونه معادلات در هنگام تبديل يك معادله ديفرانسيل به يك معادله انتگرال هم . شوندمي

. ديفرانسيل آورده شده است-از معادلات انتگراليهاينمونه.گردندنمايان مي
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–را معادله انتگرال) 13(ديفرانسيل ولترا و معادله –را معادلات انتگرال) 12(و ) 11(معادلات 

معادلات . گيري انجام شده استبندي بر اساس حدود انتگرالاين تقسيم. نامندديفرانسيل فردهلم مي

و ����ديفرانسيل خطي نام دارند، اين بدان دليل است كه تابع مجهول يعني -بالا معادلات انتگرال

.اندهاي آن به طور خطي حضور پيدا كردهمشتق

ديفرانسيل -معادلات انتگرال. شودديفرانسيل غير خطي ناميده مي- در غير اين صورت معادله انتگرال

. شوندرخطي در بسياري از مسائل علوم و مهندسي به كار برده ميغي

.نوع معادله زير را مشخص كنيد:1مثال

)14(�3�8� � � 
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و بايد توجه كرد كه عملگرهاي انتگرال و ديفرانسيل را دارد) 14(شود كه معادله به سادگي ديده مي

به . باشدديفرانسيل ولترا مي- يك معادله انتگرال)14(حد بالاي انتگرال يك متغير است پس معادله 

.اندبه طور خطي در معادله ظاهر شده ���3�و����علاوه معادله خطي است زيرا 

معادلات انتگرال منفرد1-2-4

معادله انتگرال از نوع اول   
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يا از نوع دوم   



)16(���� � ���� � � � ���� ���������
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- كه در آنها حد پائين، حد بالا يا هر دو حدود انتگرالگيري نامتناهي باشند معادله انتگرال منفرد ميرا

در يك نقطه يا در نقاط بيشتري از دامنه ) 16(و ) 15(به علاوه اگر هسته معادالات انتگرال . نامند

در زير . نامندال منفرد ميگونه معادلات را معادلات انتگـرگيري نامتنـاهي باشد باز هم اينانتگرال

چنـد مثال از معـادلات انتگرال منفرد آورده شده است كه علت منفرد ناميده شدن آنها نامتناهي بودن 

.باشدگيري مربوطه ميحوزه انتگرال
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����ها هستهدر اين مثال. در زير چند مثال از معادلات انتگرال منفرد ارائه شده است در اثنائي كه  ��

tE .نامندشود لذا معادلات انتگرال مربوطه را منفرد مينامتناهي مي �
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را به ترتيب مسئله آبل و ) 21(و ) 20(به اين نكته مهم بايد توجه كرد كه معادلات انتگرال شبيه 

دان نروژي اين معادلات انتگرال منفرد ابتدا توسط يك رياضي. نامندم يافته آبل ميمعادله انتگرال تعمي

را معادله ) 22(معادلات انتگرال منفرد مشابه معادله . اندمورد مطالعه قرار گرفته1823نيلز آبل در سال 


