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 دانی تشکر و قدر

 .تا چراغ رٍشي هسیرم شَد جاری ًوَد سپاس خدایی را کِ ًَر ٍجَدش را در قلثن

هراتة سپاس خَد را تقدین هیکٌن تِ استاد راٌّوای ایٌجاًة جٌاب آقای دکتر علی سلیواى جْاى کِ در راُ 

یاری ًوَدًد. ّوچٌیي لازم هیداًن کِ تشکر کٌن از استاد هشاٍر ایٌجاًة جٌاب آقای ًگارش ایي پایاى ًاهِ هرا 

 .ّای ارزشوٌدی کِ در طی ایي هدت تِ تٌدُ فرهَدًد دکتر سیاهک یاسوی تِ خاطر راٌّوایی

خاًوْا ًسین قادریاى، عصوت خلَتی، هًَا خلقی، فریثا فلاحی ٍ  در اًتْا ًیس تشکر هیکٌن از دٍستاى عسیسم

 شْیي فتحی کِ دلسَزاًِ تا هي ّوراُ تَدًد.
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چͺیده

گراف هر به مͬ�کنیم. دسته�بندی را آنها و مͬ�دهیم قرار مطالعه مورد را پوسته�پذیر گراف�های پایان�نامه، این در

از مستقل مجموعه�های آن، وجه�واره�های که مͬ�دهیم نسبت را △G سادکͬ مجتمع G جهتدار غیر ساده�ی

از منظور اینجا در باشد. پوسته�پذیر سادکͬ مجتمع △G گاه هر است پوسته�پذیر G مͬ�گوییم مͬ�باشند. G

واخسمͬ�باشد. و تعریفبی�ژورنر بر منطبق که نامحضمͬ�باشد پوسته�پذیری سادکͬ، پوسته�پذیرییͷمجتمع

پوسته�پذیر دو�بخشͬ گراف�های همه�ی بعلاوه، هستند. پوسته�پذیر وتری، گراف�های همه�ی که داد خواهیم نشان

ͷی همچنین مͬ�باشند. کوهن-مͺاولͬ دنباله�ای دو�بخشͬ گراف�های همان دقیقا که مͬ�کنیم، دسته�بندی را

دنباله�ای گراف�های به را آن و مͬ�دهیم ارائه دو�بخشͬ گراف�های پوسته�پذیری تشخیص برای بازگشتͬ روش

نام به ابرگراف�ها، از خاص خانواده�ای به را پوسته�پذیری مفهوم سرانجام، مͬ�دهیم. تعمیم نیز کوهن-مͺاولͬ

کوهن- دنباله�ای مورد در فریدی نتایج از ͬͺی برای جدید اثباتͬ طریق این از مͬ�دهیم. توسیع پادزنجیر�ها

مͬ�دهیم. ارائه سادکͬ جنگل�های بودن مͺاولͬ

دوبخشͬ، و وتری گراف�های یالͬ، ایده�آل کوهن-مͺاولͬ، دنباله�ای پوسته�پذیر، مجتمع کلیدی: واژگان

متوازن. کلا پادزنجیر
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پیشͽفتار

در با باشد. VG = {x۱, x۲, . . . , xn}رئوس مجموعه�ی روی �جهتدار غیر ساده�ی گراف ͷی G کنید فرض

گراف به ،K میدان روی S = K[x۱, . . . , xn] چند�جمله�ای حلقه�ی� از متغیری عنوان به xi رأس گرفتن نظر

صورت به مربع از خالͬ دوم درجه�ی تک�جمله�ای�های حسب بر تک�جمله�ای آل ایده ͷی مͬ�توان G

I(G) = (xixj : {xi, xj} ∈ EG)

مͬ�شود. نامیده یالͬ آل ایده I(G) ایده�آل مͬ�باشد. G گراف یال�های مجموعه�ی EG که داد نسبت

که دهیم نسبت G△طوری سادکͬ مجتمع ͷی G به مͬ�توانیم ١ استنلͬ-ریزنر ͷی به ͷی تناظر از استفاده با

I△G
= I(G).

اگر G△مͬ�باشد از وجه�واره ͷی F یعنͬ Gمͬ�باشند از مستقل G△مجموعه�های وجه�واره�های که کنید توجه

مجموعه�ی ͷی دوگان کند. وصل هم به را F از دلخواه رأس دو که باشد نداشته وجود یالͬ هیچ اگر فقط و

اگر فقط و اگر است رأسͬ پوشش ͷی VG از C زیر�����������مجموعه�ی ͷی یعنͬ، است رأسͬ پوشش ͷی مستقل

باشد. G از مستقل مجموعه�ی ͷی VG \ C

Stanley-Reisner١

١



کوهن- کوهن-مͺاولͬ(دنباله�ای S

I(G)
اگر مͬ�نامند کوهن-مͺاولͬ) (دنباله�ای ٢ کوهن-مͺاولͬ گرافGرا

باشد. مͺاولͬ)

خواص بررسͬ به ٧ ،ون�تویل ۶ ،هیبی ۵ ،هرزگ ۴ ،فرانسیسͺو ٣ ویلاریال مانند نویسندگان از تعدادی اخیرا

آن�ها ترکیبیاتͬ خواص از استفاده با گراف�ها بودن کوهن-مͺاولͬ) ای کوهن-مͺاولͬ(دنباله مانند جبری،

پرداخته�اند.

مͬ�کنیم. معرفͬ نیز را پوسته�پذیر گراف�های و کرده بیان را شده انجام کارهای این از برخͬ پایان�نامه این در

پوسته�پذیری از شده ارائه تعریف باشد. پوسته�پذیر △G سادکͬ مجتمع اگر مͬ�نامیم پوسته�پذیر را G گراف

است. ٩ واخس و ٨ بی�ژورنر تعریف بر منطبق که مͬ�باشد نامحض پوسته�پذیری اینجا، در سادکͬ مجتمع ͷی

روی فصل همین ادامه�ی در مͬ�پردازیم. آنها خواص از برخͬ و پوسته�پذیر گراف�های بررسͬ به دوم فصل در

G باشد، دو�بخشͬ گراف ͷی G اگر که مͬ�گیریم نتیجه و مͬ�شویم متمرکز دو��بخشͬ گراف�های پوسته�پذیری

بطوریͺه باشند داشته وجود deg(x) = ۱ با y و x هم به متصل رئوس اگر فقط و اگر است پوسته�پذیر

پوسته�پذیری همچنین باشند. \Gپوسته�پذیر ({y}∪NG(y)) \Gو ({x}∪NG(x)) دوبخشͬ گراف�های

پوسته�پذیری چون است. پوسته�پذیر وتری، گراف هر که مͬ�گیریم نتیجه و بررسͬ�مͬ�کنیم را وتری گراف�های

نتیجه�ی از جدید اثبات ͷی بنابراین مͬ�دهد نتیجه را آن بودن کوهن-مͺاولͬ دنباله�ای سادکͬ، مجتمع ͷی

Cohen-Macaulay٢
Villarreal٣
Francisco۴
Herzog۵

Hibi۶
Van Tuyl٧
Björner٨
Wachs٩

٢



مͬ�شود. ارائه است کوهن-مͺاولͬ دنباله�ای وتری، گراف هر که عنوان این تحت ون�تویل و فرانسیسͺو

این مͬ�آید دست به کوهن-مͺاولͬ دنباله�ای دو�������بخشͬ گراف�های دسته�بندی از سوم فصل در که مهمͬ نتیجه�ی

پوسته�پذیر G اگر فقط و اگر است کوهن-مͺاولͬ دنباله�ای G پس باشد دوبخشͬ گراف ͷی G اگر که است

باشد.

کوهن- دنباله�ای و پوسته�پذیری مورد در مͬ�توان مͬ�آید دست به فصل دو این از که نتایجͬ به توجه با بنابراین

کرد. نظر اظهار دلخواه دوبخشͬ گراف هر بودن مͺاولͬ

و V۱ = {x۱, x۲, . . . , xg}بخش دو با را همبند دوبخشͬ های گراف چهارم، فصل در

مͬ�کنیم. معرفͬ g ≥ ۲ و i هر برای {xi, yj} ∈ EG که V۲ = {y۱, y۲, . . . , yg}

نویسنده، دو این دهیم. نسبت D جهتدار گراف ͷی G گراف به مͬ�توانیم ١١ فرارلو و ١٠ کارافرو از پیروی با

دادند. ارائه D ویژگͬ�های حسب بر کوهن-مͺاولͬ دوبخشͬ گراف�های از دیͽری دسته�بندی

فصل، پایان در مͬ�باشد. کوهن-مͺاولͬ دنباله�ای ،D گراف از تاثیر Gبا چطور که مͬ�دهیم نشان فصل این در

گراف�ها در آنچه مانند و مͬ�دهیم توسیع ( ابرگراف نوع ͷی) پادزنجیر�ها از یالͬ ایده�آل به را خود بررسͬ�های

یالͬ آل ایده به شده داده نسبت سادکͬ مجتمع اگر است پوسته�پذیر C پادزنجیر ͷی که مͬ�گوییم کردیم، بیان

دلخواه پادزنجیر اگر که مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم معرفͬ را آزاد رأس ویژگͬ ادامه، در باشد. پوسته�پذیر I(C)

است. پوسته�پذیر C آنگاه باشد، آزاد رأس ویژگͬ دارای C

Carra Ferro١٠
Ferrarello١١
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١ فصل

مقدمه

چندجمله�ای�ها حلقه�ی ١.١

و باشد K میدان روی متغیر n با چندجمله�ای حلقه�ی S = K[x۱, . . . , xn] مͬ�کنیم فرض

Zn
+ = {(a۱, . . . , an) ∈ Zn : ai > ۰}.

همه�ی مجموعه�ی و مͬ�شود نامیده تک�جمله�ای ͷی ،a = (a۱, . . . , an) ∈ Zn
+ که xa = xa۱

۱ . . . xan
n

مͬ�شود. داده نمایش Mon(S) با S در تک�جمله�ای�ها

به تک�جمله�ای�ها از خطͬ ترکیب صورت به مͬ�توان را f آنگاه باشد دلخواه چندجمله�ای ͷی f ∈ S اگر

نوشت. زیر صورت

f =
∑

u∈Mon(S)

au u ; au ∈ K.

از است عبارت و مͬ�دهیم نمایش Supp(f) با را f چندجمله�ای محمل اینصورت در

Supp(f) = {u ∈ Mon(S) : au ̸= ۰}.

۴



از است عبارت و مͬ�شود داده نمایش Supp(u) با u تک�جمله�ای محمل همچنین

Supp(u) = {xi : xi|u }.

بوسیله�ی گاه هر مͬ�نامیم تک�جمله�ای ایده�آل ͷی را I ⊂ S ایده�آل تک�جمله�ای): (ایده�آل .١.١.١ تعریف

باشد. شده تولید تک�جمله�ای�ها

ایده�آل هر لذا است، نوتری حلقه�ی S = K[x۱, . . . , xn] هیلبرت، پایه�ی قضیه�ی طبق .٢.١.١ یادآوری

است. مولد متناهͬ S در تک�جمله�ای ایده�آ�ل هر نتیجه، در مͬ�باشد. مولد متناهͬ ،S در

بطوریͺه، دارند وجود u۱, . . . , um تک�جمله�ای�های ،S حلقه�ی از I تک�جمله�ای ایده�آل برای اینکه یعنͬ

I = < u۱, . . . , um > .

آن که دارد تک�جمله�ای�ها از یͺتا مینیمال مولد مجموعه�ی ͷی I ⊂ S تک�جمله�ای ایده�آل هر .٣.١.١ گزاره

مͬ�دهند. نمایش G(I) با را

.١.١.۶ گزاره�ی ،[۱۵] به شود رجوع اثبات.

ایده�آل I ⊂ S ایده�آل برای .۴.١.١ تعریف

√
I = {f ∈ S | ∃k ; fk ∈ I}

.I =
√

I گاه هر مͬ�نامیم رادیͺال ایده�آل ͷی را I مͬ�نامیم. I رادیͺال را

۵



مجموعه�ی باشند. ایده�آل دو I, J ⊂ S کنیم فرض .۵.١.١ تعریف

I : J = { f ∈ S : fg ∈ I, ∀g ∈ J}

گوییم. J به نسبت I از نقطه دو ایده�آل را آن که است S از ایده�آلͬ

ͷی یا صفر a مولفه�های گاه هر مͬ�نامیم مربع از خالͬ را u = xa ∈ Mon(S) تک�جمله�ای ۶.١.١ تعریف

باشند.

از خالͬ تک�جمله�ای�های بوسیله�ی گاه هر گوییم مربع از خالͬ را I ⊂ S تک�جمله�ای ایده�آل ٧.١.١ تعریف

باشد. شده تولید مربع

باشد. زیر صورت به مربع از خالͬ تک�جمله�ای ایده�آل ͷی I کنید فرض .٨.١.١ تعریف

I =< u۱, . . . , um >,

زیر صورت به و داده نشان I∨ با را I ١ الͺساندر دوگان مͬ�باشند. مربع از خالͬ های تک�جمله�ای uiها که

مͬ�کنیم. تعریف

I∨ = P۱ ∩ P۲ ∩ . . . ∩ Pm,

مͬ�باشند. Pi = (xi : xi |ui ) صورت به اولͬ ایده�آل�های Piها بطوریͺه

برای گاه هر گوییم اولیه ایده�آل را Q ⊂ R ایده�آل باشد. نوتری حلقه�ی ͷی R کنید فرض .٩.١.١ تعریف

.a ∈
√

Q آنگاه ،b /∈ Q و ab ∈ Q اگر ،a, b ∈ R هر

Alexander dual١

۶



−P ایده�آل ͷی را Q اینصورت در مͬ�باشد. اول ایده�آل ͷی P =
√

Q آنگاه باشد اولیه ایده�آل ͷی Q اگر

گوییم. اولیه

مͬ�نامند. xi خالص توان را xai
i تک�جمله�ای ،S = K[x۱, . . . , xn] حلقه�ی در .١٠.١.١ تعریف

را آن نتوان گاه هر گویند تحویل�ناپذیر را S = K[x۱, . . . , xn] از I تک�جمله�ای ایده�آل .١١.١.١ تعریف

K و J تک�جمله�ای ایده�آل�های دیͽر، بعبارت نوشت. خود از بزرگتر تک�جمله�ای ایده�آل دو اشتراک بصورت

گوییم. تحویل�پذیر را I اینصورت غیر در ،I = J ∩ K و I ( J و I ( K بطوریͺه نباشند موجود S از

I =
∩r

i=۱ Qi بصورت ،I ایده�آل از نمایشͬ باشد. تک�جمله�ای ایده�آل I ⊂ S فرضکنیم تعریف١٢.١.١.

I از کاهش�ناپذیر نمایشͬ کرد، حذف نتوان را Qi هیچ بطوریͺه باشند S از ایده�آل�هایی Qiها آن در که

گوییم.

هر آن در که I =
∩r

i=۱ Qi اینصورت در باشد تک�جمله�ای ایده�آل I ⊂ S کنیم فرض .١٣.١.١ قضیه

نمایش بعلاوه، .Qi = (xai۱
i۱ , . . . , xaik

ik ) یعنͬ، مͬ�شود، تولید خالص توان�های با که است ایده�آلͬ Qi

مͬ�باشد. �یͺتا فرم، این به I کاهش�ناپذیر

.١.٣.١ قضیه�ی ،[۱۵] به شود رجوع اثبات:

کنید فرض .١۴.١.١ مثال

I = (x۲
۱x۲, x۲

۱x
۲
۳, x۲

۲, x۲x
۲
۳).

آنگاه

٧



I = (x۲
۱, x۲

۱x
۲
۳, x۲

۲, x۲x
۲
۳) ∩ (x۲, x۲

۱x
۲
۳, x۲

۲, x۲x
۲
۳) = (x۲

۱, x۲
۲, x۲x

۲
۳) ∩ (x۲, x۲

۱x
۲
۳)

= (x۲
۱, x۲

۲, x۲) ∩ (x۲
۱, x۲

۲, x۲
۳) ∩ (x۲, x۲

۱) ∩ (x۲, x۲
۳)

= (x۲
۱, x۲

۲, x۲
۳) ∩ (x۲

۱, x۲) ∩ (x۲, x۲
۳).

خالصتولید توان�های بوسیله�ی اگر تنها و اگر است تحویل�ناپذیر I ⊂ S تک�جمله�ای ایده�آل .١۵.١.١ نتیجه

.I = (xai۱
i۱ , . . . , xaik

ik ) اگر تنها و اگر است تحویل�ناپذیر I ایده�آل دیͽر�، بعبارت شود.

.١.٣.٢ نتیجه�ی ،[۱۵] به شود رجوع اثبات:

ایده�آل�هایتک�جمله�ای از فردیبصورتاشتراک�هایی به نمایشمنحصر تک�جمله�ای، ایده�آل هر .١۶.١.١ نتیجه

اشتراک این در شده ظاهر ایده�آل�های باشد، مربع از خالͬ تک�جمله�ای ایده�آل ͷی I اگر لذا دارد. تحویل�ناپذیر

مͬ�باشند. اول ایده�آل�های ͬͽهم ایده�آل�ها این که هستند (xi۱, . . . , xik) بفرم ͬͽهم

مͬ�باشد. ١۵.١.١ نتیجه� و ١٣.١.١ قضیه� از ترکیبی نتیجه�، این که است بدیهͬ

Qiها آن در که را I =
∩r

i=۱ Qi باشد. ایده�آل ͷی I کنیم فرض R دلخواه حلقه�ی در .١٧.١.١ تعریف

گوییم. اولیه تجزیه�ی ͷی را مͬ�باشند اولیه� ایده�آل�های ͬͽهم

ایده�آل�های Qiها آن در که I =
∩r

i=۱ Qi و باشد تک�جمله�ای ایده�آل I ⊂ S کنیم فرض .١٨.١.١ تعریف

I برای کاهش�ناپذیر اولیه�ی تجزیه�ی ͷی را تجزیه این باشد. I برای اولیه تجزیه�ی ͷی هستند، اولیه −Pi

.Pi ̸= Pj ،i ̸= j هر برای و کرد حذف را Qi هیچ نتوان گاه هر گویند
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.Ass(I) = {P۱, . . . , Pr} مͬ�دهیم قرار

است. اولیه −(xi۱, . . . , xik) ایده�آل ͷی I = (xai۱
i۱ , . . . , xaik

ik ) تحویل�ناپذیر ایده�آل .١٩.١.١ گزاره

.١.٣.٧ گزاره�ی ،[۱۵] به شود رجوع اثبات:

تحویل�ناپذیر تک�جمله�ای ایده�آل�های به تجزیه�ای دارای I ⊂ S تک�جمله�ای ایده�آل فرضکنیم .٢٠.١.١ تذکر

اولیه�ی تجزیه�ی ͷی است ممͺن ولͬ است اولیه تجزیه��ی ͷی تجزیه، این که است واضح اینصورت در باشد.

نباشد. I � از کاهش�ناپذیر

کنید فرض .٢١.١.١ مثال

I = (x۳
۱, x۳

۲, x۲
۱, x۲

۳, x۱x۲x
۲
۳, x۲

۲x
۲
۳).

است. زیر بصورت تحویل�ناپذیر ایده�آل�های از اشتراکͬ بصورت I کاهش�ناپذیر نمایش آنگاه

I = (x۳
۱, x۳

۲, x۲
۳) ∩ (x۲

۱, x۲) ∩ (x۱, x۲
۲)

هستند. اولیه −(x۱, x۲) ایده�آل�های دو هر (x۲
۱, x۲) و (x۱, x۲

۲) آن در که

نیست. I از کاهش�ناپذیر اولیه�ی تجزیه�ی ͷی تجزیه، این بنابراین،

اینصورت در (x۱, x۲
۲) ∩ (x۲

۱, x۲) = (x۲
۱, x۱x۲, x۲

۲) چون که مͬ�کنیم توجه

مͬ�باشد. I از کاهش�ناپذیر اولیه�ی تجزیه�ی ͷی I = (x۳
۱, x۳

۲, x۲
۳) ∩ (x۲

۱, x۱x۲, x۲
۲)

مͬ�گوییم I مینیمال ایده�آل ͷی Pرا اول ایده�آل حلقه�یRباشد. از سره ایده�آلͬ I فرضکنید تعریف٢٢.١.١.

نباشد. I شامل است P مشمول اکید که R از دیͽری اول ایده�آل هیچ و I ⊆ P گاه هر
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مͬ�دهیم. نشان Min(I) نماد با را I مینیمال اول ایده�آل�های مجموعه�ی

،I ⊂ R ایده�آل برای R نوتری حلقه�ی در .٢٣.١.١ تبصره

Min(I) ⊂ Ass(I).

آنگاه ،I ⊂ P که باشد R حلقه�ی از اولͬ ایده�آل P اگر مͬ�دهیم نشان کنیم ثابت را حͺم اینکه از قبل اثبات.

.P ′ ⊂ P بطوریͺه است موجود P
′ ∈ Ass(I)

،۱ ≤ i ≤ n هر برای که باشد I برای کاهش�ناپذیر اولیه�ی تجزیه�ی ͷی I =
∩r

i=۱ Qi کنیم فرض

.
∩r

i=۱ Pi ⊆ P نتیجه، در .I ⊂
√

I ⊆ P بنابراین .
√

Qi = Pi

.Pi = P
′ ∈ Ass(I) و Pi ⊆ P بطوریͺه است موجود ۱ ≤ i ≤ n بنابراین

دادیم، نشان قبل در آنچه طبق لذا ،I ⊆ P اینصورت در باشد. I مینیمال اول ایده�آل P کنیم فرض حال

که مͬ�شود نتیجه است I مینیمال اول P چون و I ⊆ P
′ ⊂ P بطوریͺه است موجود P

′ ∈ Ass(I)

است. برقرار حͺم لذا و P
′
= P

یعنͬ باشد. R حلقه�ی از ضربی بسته�ی زیر�مجموعه�ی ͷی S کنیم فرض

۱ ∈ S, ∀x, y ∈ S =⇒ xy ∈ S.

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به R × S روی را ∼ رابطه�ی اینصورت، در

∀ (a, s), (b, t); (a, s) ∼ (b, t) ⇐⇒ ∃s
′ ∈ S : s

′
(at − bs) = ۰
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است. R × S روی هم�ارزی رابطه�ی ͷی ∼ وضوح، به که

یعنͬ مͬ�دهیم. نمایش x

s
با را (x, s) هم�ارزی دسته�ی (x, s) ∈ R × S هر برای

S−۱R = {x

s
: x ∈ R, ۰ ̸= s ∈ S}.

حلقه�ی آن به که شد خواهد یͺدار و جابجایی حلقه�ی ͷی به تبدیل S−۱R زیر، در . و + اعمال تعریف با

۱S−۱R =
۱

۱
=

s

s
آن ͷی و ۰S−۱R =

۰

۱
=

۰

s
حلقه این صفر و مͬ�شود گفته S به Rنسبت خارج�قسمتͬ

مͬ�باشد.

x

s
+

y

t
=

xt + ys

st
∀ x, y ∈ R, s, t ∈ S,

x

s
.
y

t
=

xy

st
∀ x, y ∈ R, s, t ∈ S.

با را S−۱R اینصورت، در .S = R \ P و باشد R حلقه�ی از اولͬ ایده�آل P کنیم فرض .٢۴.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. P در R سازی موضعͬ را آن و مͬ�دهیم نمایش RP

از اکید زنجیر ͷی P۰ ⊂ P۱ ⊂ . . . Pn−۱ ⊂ Pn و دلخواه حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٢۵.١.١ تعریف

است. n برابر زنجیر این طول باشد. R اول ایده�آل�های

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به که مͬ�دهیم نشان dim R با را کرول) (بعد R حلقه�ی بعد

dim R = sup {n ≥ ۰ | باشد موجود� R اول ایده�آل�های از n طول به اکید زنجیر ͷی}

dim R = −∞ اینصورت، غیر در

.dim R = −۱ آنگاه ،R = ۰ اگر قرارداد:
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