
1 
 

  یلانگاه گدانش

  دانشکده علوم ریاضی

  گروه ریاضی محض

  پایان نامه کارشناسی ارشد
  :موضوع

 تعمیمی از مدولهاي نوتري و آرتینی

 
  :زا

  حسن اختیاري شیرآباد
  

 :استاد راهنما

  دکتر حبیب اله انصاري طرقی

  
  1390دي

 



2 
 

  :تقدیم به 

 خانواده صبور و مهربانم                            

  

 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



3 
 

  

  تقدیر و تشکر

  پروردگار عالمیان را سپاس که مرا در اقیانوس بیکران ریاضیات غوطه ور ساخت و هر لحظه دریچه جدیدي از ناشناخته هاي

  اینک بر خود واجب می دانم که از زحمات و . این علم را به رویم گشود و یاریم کرد که پایان نامه ام را به اتمام برسانم

  .کمکهاي بی شائبه خانواده و اساتید محترم خود در طول تحصیل تشکر و قدردانی نمایم

  ین راه مرا از راهنماییهاي خود بهره مند نمودند، از کمکهاي آقاي دکتر حبیب اله انصاري استاد راهنماي ارجمندم که در ا

همچنین از آقایان دکتر شهاب الدین ابراهیمی و دکتر منصور هاشمی که داوري این پایان نامه را بر عهده . تشکر می کنم

  .گرفتند، صمیمانه تقدیر و تشکر می کنم
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  چکیده 

  عمیمی از مدولهاي نوتري و آرتینیت
  حسن اختیاري شیرآباد

  

 این پایان رساله در. باشد Rایده آل متناهی مولد از Iمدول و –Rیک Mیک حلقه تعویض پذیر و Rکنیدفرض 

)یعنی  ،Mزنجیرهاي صعودي و نزولی خاصی از زیرمدولهاي )accr، ( )accr ، ( )dccr و ( )dccr   را به تفصیل

  .است ]20[و ] 19[ ، ]10[مطالب مورد مطالعه برگرفته از مقالات  .مورد بررسی قرار می دهیم

  

  .مدولهایی روي حلقه هاي نوتري و آرتینی، شرط زنجیرهاي صعودي و نزولی خاصی از زیرمدولها :کلید واژه ها
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Abstrac                                                                                                                                        

            

A generalization of Noetherian and Artinian modules  
 

Hasan Ekhtiyary Shirabad 

  

Let R be a commutative ring with an identity and let M be an R – module. Further let N be 

a submodule of M and let I be a finitly generated ideal of R .   

In the thesis we study the certain ascending ( resp. descending ) chain conditions on 

submodule of M , i.e. ( )accr , ( )accr  , ( )dccr  and ( )dccr   and consider their various 

propperties from [10] , [19] and [20].   

  

Keywords: Modules over commutative rings, certain Ascending and descending chain           

                    condition of submodules.   
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  مقدمه

پذیر،  یک مدول روي حلقه هاي تعویض  (DCC) و شرط زنجیر نزولی(ACC)  شرط زنجیر صعودي مفهوم

و  Chin-Pi Lu ،Kirby  ،Heinzer افرادي همچون  .سالهاي اخیر می باشدزمفاهیم مورد توجه ریاضیدانان در یکی ا

Taherizadeh  اند که از زوایاي مختلف به این مفهوم نگاه کنند و در سایه این تلاشها در مقالات مختلف سعی نموده

 آرتینی مدولهايط زنجیر صعودي روي زیرمدولهاي خاص و رابطه توانسته اند به بسیاري از سوالات مانند صدق کردن شر

یکی از موضوعات  .دپاسخ دهن خاصها و ایده آلهاي  N– ringبا  آنو رابطه  )ACC( شرطبا چند جمله هاي هیلبرت، 

صعودي و نزولی روي ایده آلهاي متناهی مولد و ایده آلهاي  هايشرط زنجیر بررسیمربوط به مدولهاي نوتري و آرتینی، 

) که در این رساله این مدولها را با نماداست اصلی  )accr، ( )accr ،  ( )dccrو ( )dccr  در کتابها و  .نمایش می دهیم

) مقالات مختلف به مفهوم )accr، ( )accr ، ( )dccr و ( )dccr  یک مدول و ایده آل دلخواه از یک حلقه تعویض 

 Chin-Pi Luمیلادي  1988در سا ل  .را نام برد ] 17و  12 ، 7،  5 [پذیر اشاره شده است که از آن جمله می توان مراجع 

) مفهوم] 10[در  )accr  و( )accr   یک مدول و ایده آل دلخواه را به دقت مورد بررسی قرار داده و به تفصیل درباره

لازم به ذکر است که با  .میت نقش این مدولها بحث کرده است که ما در این پایان نامه به مطالعه آنها خواهیم پرداختاه

گذشت زمان نقش مفهوم شرط زنجیر صعودي و شرط زنجیر نزولی روي ایده آلهاي متناهی مولد و ایده آلهاي اصلی پر رنگ 

منتشر شده و  ] )20و  19و  18[.ك.ر(میلادي  2008و  2002و  1992الهاي تر شده و دلیل این ادعا مقالاتی است که در س

  .نها نقش اساسی داشته استآاین مفهوم در 

)در این پایان نامه شرایطی را مطرح می کنیم که تحت آن، شرط هاي )accr، ( )accr ، ( )dccr و ( )dccr   با

ها  N–ringهمچنین مطالبی در مورد رابطه این مدولها و حلقه هاي لسکریان و  .مدولهاي نوتري و آرتینی قابل مقایسه است

)بعلاوه نشان می دهیم که شرط هاي .را بیان می کنیم )accr، ( )accr ، ( )dccr و ( )dccr  یک مدول دلخواه مانند

M سرانجام ارتباط بین .با هم معادل هستند( )accr و ( )dccr  یک مدول و ایده آل متناهی مولد مورد بررسی قرار می

  .گیرد

در فصل اول برخی از مطالب مورد نیاز براي موضوعات مطرح شده شده در پایان نامه به صورت تعاریف و قضایا آورده ابتدا 

  از آنجا که قضایاي بیان شده در این فصل در کتابها و مقالات مختلف اثبات شده اند ما از بیان اثبات آنها خودداري  .می شوند
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  مقدمه

)در فصل دوم مفهوم  .منابع مربوطه ارجاع می دهیمکرده و برهان آنها را به  )accr و ( )accr   یک مدول دلخواه را بیان

 در فصل سوم خواصی چند از مدولهایی که در شرط .نموده و بعضی از قضایاي بنیادي این مدولها را مطرح می کنیم

( )accrدر فصل چهارم  .ی کنند را معرفی کرده و رابطه آن با حلقه ها و مدولهاي لسکریان را بررسی می کنیمصدق م

)هاي دوگانبررسی  علاقمند به )accr و ( )accr  یعنی  ( )dccrو ( )dccr  به ویژه نشان می دهیم که براي  .هستیم

)شرطدو  ،Mمدول –Rهر )dccr و ( )dccr  سرانجام در فصل پنجم، با توجه به تعاریف .با هم معادل هستند

( )accr و ( )dccr از فصل هاي قبل، ابتدا مدولهاي خاص را تعریف نموده و رابطه آن با ( )dccr را بررسی می کنیم. 

) همچنین تحت شرایطی رابطه بین )accr و ( )dccr و نشان می دهیم که نموده را براي مدولهاي متناهی مولد خاص بیان

)در هر دو شرط Mآنگاه ،ول متناهی مولد خاص باشددم Mاگر )accr و ( )dccr بعلاوه نشان می  .صدق خواهد کرد

)در شرط Mمدولی مانند –Rدهیم که اگر )dccr آنگاه  ،صدق کند   

     ma .xAss M Supp M R   

  .هستند یکدار پذیر در پایان متذکر می شویم که در سراسر پایان نامه حلقه ها تعویض
  

  

  

  

  

  

                                       



9 
 

  

  

  

  فصل اول
 مفاهیم اولیه تعاریف و
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  تعاریف و مفاهیم اولیه

  

  مفاهیم اولیه تعاریف و
آورده می  پایان نامه به صورت تعاریف و قضایاد نیاز براي موضوعات مطرح شده دراین فصل برخی از مطالب موردر

   .یکانی می باشد غیرصفر مدول –Rیک Mو پذیر یکدار نمایش یک حلقه تعویض Rاین پایان نامه سرادر سر.شوند
 ـ  :گذارينماد A,دفـرض کنی B از مـا منظور. جموعـه دلخـواه باشـند   دو مA B )A B(    ایـن اسـت کـهA   یـک

Nما ازمنظور ،Mهمچنین براي یک مدول دلخواه. است Bاز )زیر مجموعه اکید(زیرمجموعه  M  N M  این

 مجموعـه اعـداد   نمـایش  به ترتیب بـراي  و ، نمادهاي از. است Mاز )هزیرمدول سر( یک زیرمدول Nاست که

   .اعداد گویا استفاده خواهیم نمودطبیعی، اعداد صحیح و 

 هرگاهیند را ایده آل گو Rاز حلقه Iزیر مجموعه. پذیر باشد تعویض حلقه اي Rدفرض کنی :تعریف)  1–1(

1(I   .  

a,اگر )2 b I، آنگاهa b I .  

aاگر )3 I وr R، آنگاهra I.  

R دفرض کنی :تعریف ) 2–1( Rxو پذیر باشد حلقه اي تعویض   .این صورت مجموعه در 

                                                     }R r r Rx x   

از عبارت اند Rxدیگر نمادهاي. نامیده می شود xایده آل اصلی تولید شده توسط x وRx.  

 متنـاهی  مجموعـه زیر اگـر  .باشد مدول –R یک Mدکنی فرض 1 2, ,..., nx x xازM  کـه   طـوري  بـه  باشـد  موجـود

1 2 ... nM R R Rx x x    ،یماین صورت گویردM متناهی مولد است.  

  هرگاه ندگوی لرا او Rاز حلقهP ایده آل :تعریف)  3–1(

1( P R.   

,اگر )2 y Rx  که به قسمی باشند y Px ، آنگاه Px  یا y P.  
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  ف و مفاهیم اولیهیتعار

  هرگاه ندماکسیمال گوی را Rحلقه از m ایده آل :تعریف  )4–1(

1( . m R   

mکه قسمی موجود نباشد بهI مانندR ایده آلی از )2 I R   .  

N و Mلمدو –Rربراي ه :تعریف ) 5–1( Mتعریف می کنیم   

.  ( ) 0 : { 0 }R MAnn M M r R rM     

.   : { }RN M r R rM N Ann M N     

حلقـه اي تعـویض پـذیر باشـد و      Rفرض کنیـد  :تعریف)  6–1( P Spec R .   فـرض کنیـد: \S R P . حلقـه 

1Sکسرهاي R  را باPR این حلقه یک حلقه شبه موضعی با ایده آل ماکسیمال . نمایش می دهیم  

., }a P s S   { ,PR a s    

  . می نامند Pدر Rحاصل از موضعی سازي این حلقه را حلقه .است

 در این. باشد Mایده آل متناهی مولد از Bو Mمدول –Rمدول ازیک زیر Nدفرض کنی :)15.ك.ر( لم  )7–1(

 داریم Rاز mماکسیمال صورت براي هر ایده آل   : :M m mm M mN B N B.  

  هرگاه ندرا اول گوی Mمدول –Rاز Pمدولزیر :تعریف  )8–1(

1(P M.    

rبراي هر) 2 R وm M کهrm P داشته باشیمm P یا  :r P M.  

آنگاه ،باشد Mمدول اولیک زیر Pاگر :)8.ك.ر( قضیه و تعریف ) 9–1( :p P M لیک ایده آل او Rکه  است

  .اول می نامیم –pمدولرا یک زیر Pمدولصورت زیر ایندر 

) گویند و آن را با نماد M را طیف Mمدولهاي اولمجموعه همه زیر: تعریف  )10–1( )Spec M  به .نددهنمایش می 

) ،ویژه )Spec R را گردایه شامل همه ایده آلهاي اولR می نامند.  
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  تعاریف و مفاهیم اولیه

  هرگاه ندرا اولیه گوی Rحلقه از Pایده آل :تعریف  )11–1(

1(. P R    

,اگر )2 y Rx  کهباشند  چنانy Px  Px آنگاه ،   مانند یک عدد صحیح مثبتیا nکه باشد موجودny P.   

  .ایده آل اولیه استیک  Rپذیر حلقه تعویضایده آل اول روشن است که هر :تذکر ) 12–1(

rدراین صورت گوییم. باشد Rمدولی روي حلقه Mدفرض کنی :تعریف  )13–1( R روي مقسوم علیه صفرM

mهرگاه ،است M  0 که طوريوجود داشته باشد بهm  0 وrm  .عضوي ازRرا که مقسوم علیه صفررويM

 را با نماد Mمجموعه همه مقسوم علیه هاي صفر روي .گوییم Mعلیه صفر روي نباشد نا مقسوم Zdv M  نمایش

  .می دهیم

  هرگاه ندرا اولیه گوی Mاز Nمدولزیر :تعریف  )14–1(

1(N M.  

xبراي هر )2 R وm M mکه   Nx ، آنگاهm N  یاn که وجود داشته باشد. n M Nx   

  است هر گاه  Mزیر مدول اولیه یک Nبه عبارت دیگر گوییم

1(0M N  .  

m\ { به ازاي هر )2 M N  وجود داشته باشد که  {M N r R rm Nx Zdv     صحیحیک عدد  

 که وجود داشته باشد nمثبت  0n M Nx 
 

.  

0nI کهوجود داشته باشد  nهر گاه ندگویرا پوچتوان  Rحلقه از Iایده آل :تعریف ) 15–1( .  

و  سره باشد Iاگر ،ناپذیر است تحویل Iگوییم .باشد Rپذیر حلقه تعویضایده آلی از Iدفرض کنی :تعریف)  16–1(

  .خودش نباشدبرابر اشتراك دو ایده آل بزرگتر از

Iاگرفقط اگر و  ،ناپذیر است تحویل Iلذا R  1و اگر 2I I I ، 1 آنگاهI I 2 یاI I.  

 را با Rدرحلقه Iرادیکال. باشد Rیک ایده آل دلخواه از حلقه Iدفرض کنی :تعریف  )17–1( rad I داده و به  نشان

  صورت زیر تعریف می کنیم
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  تعاریف و مفاهیم اولیه

 }. n   که وجود داشته باشد  { nrad I r R r I    

)را با نماد 0 ویژه،ه ب )Nil R پوچ حلقه نشان داده و آن را رادیکالR در واقع . می نامیم  

 } n،  به ازاي هر عدد طبیعی     .  { 0nNil R r R r    

 عبارت است ازاشتراك تعـداد  Iتجزیه اولیه. باشد Rذیرپ تعویض ایده آل سره اي ازحلقه Iدفرض کنی :تعریف)  18–1(

1بـه عبـارت دیگـر،     .شـد با Iبرابـر  کـه R اولیـه  ایـده آلهـاي  متنـاهی   2 ... nI Q Q Q     درآن بـه ازاي هـر   کـه

1 2, ,...,i n،i iQ P.  به ازاي هردر این صورتi، گوییمiQ یده آلاiP– اولیه است.  

   در این صورت. ایده آل سره اي از آن باشد Iپذیر و حلقه اي تعویض Rدفرض کنی :)16.ك.ر( قضیه  )19–1(

 
.

P Spec R
I P

I P




   

)در آن که  )Spec R  هاي اول حلقهتمام ایده آلمجموعهR ویژهه ب. است  

                                                      
( ) .

P Spec R
Nil R P


 

               
  

)را با Rرادیکال جیکبسن. یک حلقه باشد Rدفرض کنی :تعریف)  20–1( )J R زیر تعریف  و به صورت نمایش داده

  می کنیم 

 
 max

.
m R

J R m


   

دفرض کنی :تعریف ) 21–1( ,V  درایـن صـورت گـوییم   . مرتب و ناتهی باشـد  ٍّانمجموعه اي جز ,V   در شـرط 

وقتی مـی گـوییم   ،به عبارت دیگر. زنجیره صعودي صدق می کند اگر و فقط اگر در شرط ماکسیمال صدق کند ,V   در

منظـور ایـن اسـت کـه هرگـاه      ،زنجیـره صـعودي صـدق مـی کنـد      شرط i i
v


باشـد کـه   Vعضـوهاي خـانواده اي از  

1 2 1... ...i iv v v v     ،  آنگاهk  وجود دارد به طوري که به ازاي هرi  داریمk k iv v .  

  نوتري مدولی –M،Rدراین صورت گوییم .باشد Rپذیر مدولی روي حلقه تعویض Mدفرض کنی :تعریف  )22–1(

1مانند Mاز زیرمدولهاي )هر زنجیر نزولی(هرگاه هر زنجیر صعودي  ،است )آرتینی( 2 ...M M   
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  تعاریف و مفاهیم اولیه

)1 2 ...M M (  یعنی عددي طبیعی مانند. ایستا باشدسرانجامn به ازاي هرکه  به طوري موجود باشدi n  داشته

i باشیم nM M.  

 مدول –Rیک Mدفرض کنی. باشد Rایده آلی از Iحلقه نوتري ویک  Rدفرض کنی :)16.ك.ر( قضیه  )23–1(

متناهی مولد و
1

n

n

L I M




 .در این صورتL IL.  

باشد به طوري که  Rایده آلی از Iیک حلقه نوتري و Rدفرض کنی :کرولقضیه اشتراك  ) 24–1( I J R . فرض

  دراین صورت . مدول با تولید متناهی باشد –Rیک Mکنید

. 
1

0n

n

MI




  

کهاشد ب Rایده آلی از Iو Rپذیر متناهی مولد روي حلقه تعویضمدول  –Rیک Mدفرض کنی :ناکایاما لم ) 25–1(

 I J R .این صورتدر IM M  MI M 0 که نتیجه می دهدM .  

nیعنی. باشد شامل توانی از رادیکالش Iهرگاه ندگوی "اولیه اً قوی " را Rحلقه زا Iایده آل اولیه :تعریف ) 26–1(  

که وجود داشته باشد n
I I.  

  :اکنون به تعاریف مهم این فصل می رسیم که براي ما اهمیت زیادي دارد و آن این است که

 .هاي اولیه باشدتعداد متناهی ایده آلاشتراك  برابر Tایده آل ریند هرگاه هگو "لسکریان " را Tحلقه :تعریف  )27–1(

  .باشد اولیه اًهاي قویتعداد متناهی ایده آلاشتراك  برابر Tایده آلهرگاه هر ندگوی " لسکریان اًقوی " را Tحلقه همچنین

 برابـر اشـتراك تعـداد متنـاهی     Mمـدول زیر هرگـاه هـر   ینـد گو " لسکریان مـدول  " را Mمدول –R:تعریف)  28–1(

بـر اشـتراك تعـداد    برا Mمـدول زیر گویند هرگاه هـر  " لسکریان اًقوی "راM مدول –Rهمچنین .هاي اولیه باشدمدولزیر

  .اولیه باشد قویاً هايمدولمتناهی زیر

این صورتدر. باشد Rرادیکال جیکبسن rمدول و –Rلسکریان یک Mدفرض کنی :)7.ك.ر( قضیه)  29–1(
  

  

 
1

0 .n

n

r M
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  مجموعه ،Mاز Nمدولزیرهر براي هرگاه ندگوی مدول –ZDرا یک Mمدول –R:تعریف ) 30–1(

m\ براي هر{ M N،   {RZdv M N r R rm N   اجتماع تعداد متناهی ایده آلهاي اول باشد.  

  . مدول است –ZDیک Mاین صورترد. یک لسکریان مدول باشد Mدفرض کنی :)7.ك.ر( قضیه)  31–1(

)و اعداد صحیح حلقه دفرض کنی :مثال ) 32–1( )p اولی از ایده آل اولعنصر توسطکه  باشدp می شود تولید.  

– مدول pM p   این صورترد. را در نظر بگیریدM یکZD–  زیرا براي زیرمدول .نیستمدول 0 از 

M، مجموعه} p اول    {P M p نشان می دهد که) 30–1( لذا تعریف .متناهی نیست Mیک ZD

   .نیست لسکریان مدول M،)31–1( لذا بنا بر قضیه .مدول نیست –

  .دارد شبه موضعی گوییم mدقیقاً یک ایده آل ماکسیمال چون را که Rپذیر هرحلقه تعویض :تعریف  )33–1(

 موضعی –نیم تنها تعدادي متناهی ایده آل ماکسیمال داشته باشد شبهرا که  Rپذیر هرحلقه تعویض :تعریف ) 34–1(

  .گوییم

دفرض کنی :)16.ك.ر( قضیه)  35–1( ,R m  ویک حلقه شبه موضعیm دراین صورت. ایده آل ماکسیمال آن باشد 

  .یکی از احکام زیر درست است دقیقاً

n، 1nبراي هر )1 nm m .  

R، 0nmهر حلقه شبه موضعی و nبراي هر )2 .  

دفرض کنی :قضیه  )36–1( ,R M در آن ایده آل ماکسیمال یک حلقه شبه موضعی باشد کهM در  .متناهی مولد است

  :این صورت احکام زیرمعادلند

1(R یک حلقه نوتري است.  

داریم Nمدول متناهی مولد –Rبراي هر) 2 
1

0n

n

M N





 

.
  

  .داراي یک تجزیه اولیه است Rهر ایده آل متناهی مولد )3
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hهر به ازاي طوري کهوجود دارد به  nعدد صحیح مثبت ،Rاز Aو Bدهاي متناهی مولي ایده آلبرا )4 n داریم  

                                                   .   :h h
RA B A B A   

داریم  Rاز Aبراي هر ایده آل متناهی مولد) 5 
1

n

n

M A A




 .  

Aکه طوريباشد به  Rیک ایده آل متناهی مولد از Aاگر )6 MB B ، هآنگاA B.  

   :برهان

21 دفرض کنی
1

n

n

L M N




. چونR  و یک حلقه نوتريN یکR  قضیهبنا بر سپ ،است مدول متناهی مولد – 

)1–23(،L LM. در نتیجه براي هرy M داریم  1 0y L . 0 اماy 1 .0پسL  . این نشان می دهد

 که 
1

0n

n

M N




.  

31 که در یک حلقه نوتري می دانیمR، هر ایده آلR همچنین  .ناپذیراست اك تعدادي متناهی ایده آل تحویلبرابر اشتر

جمله  ایده آل از هر نوتري، که در یک حلقه لذا نتیجه می گیریم .ناپذیر اولیه است لهر ایده آل تحوی ،Rحلقه نوتريدر

  .تجزیه اولیه است ایده آل متناهی مولد داراي یک

43 دفرض کنیB وA 1د فرض کنی. هاي متناهی مولد باشندایده آل 2 ... mA Q Q Q      بـه ازاي هـر   در آنکـه

1, 2,..,i m،iQ،iP– براي هر دفرض کنی .اولیه استi k   داشته باشـیمiB P .  هـر   بـه ازاي  درایـن صـورت

ki  داریم  : n n
i R iQ B B Q وn

iB Q. زیرا براي هرn، : n
i R iQ B Q.  چون ایـده آلB   متنـاهی

ni وجــود دارد بـه طــوري کـه   inعــدد صــحیح مثبـت  ،k >iمولـد اســت، پـس بــراي هـر   
iB Q .مدهــی مــیقرار

 . max in n در این صورت براي هرh n خواهیم داشت                                                                                                                                                                                     

  1 2 ... .h
k k mA B Q Q Q        و   1 2: ...h

R kA B Q Q Q     

این نیز نشان می دهد که     1 2: ...h h
R mA A B A B Q Q Q A       .بنابراین خواهیم داشت  

   : .h h
RA B A B A   
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54 دکنی فرضAمولد از آل متناهی ایدهR که است بدیهیدر این صورت  .باشد 
1

n

n

A M A




 . دکنی فرض

 
1

n

n

M Ax




 . براي عدد به اندازه کافی بزرگ )4(این صورت با استفاده از رابطه  درk   داریم  

                              .        :k kA M A M M A M Mx x x      

kA اما Mx  . لذا   A M Ax x   .ایده آل چونM  ناکایاما برقرار شرایط لم  سپ ،استمتناهی مولد

0Mبنابراین . است  .از این روAx . لذا  
1

n

n

M A A




  درنتیجه و 
1

n

n

M A A




 .  

52 دقرار دهی N R A .خواهیم داشت دراین صورت   

. 
 

1

n

n

M R A

A






    

1 1 1

0
n

n n

n n n

M R ARM N M
A A

  

  

     
 

    

داریم  Rحلقه از Aنشان می دهد که براي هر ایده آل متناهی مولد این 
1

n

n

M A A




 .  

15  1و6 فرض خلف ( دفرض کنی. داراي اثبات هاي یکسان هستند (R دهیدقرار. نوتري نباشد  

}I ایده آلی ازR  است که متناهی مولد نیست:{I .بدیهی است کهناتهی است. را با رابطه ترتیب جزئی   

 دفرض کنی. در نظر بگیرید { }i iI  زنجیر ناتهی دلخواهی دردهیم میقرار .باشد i
i

J I


 .در این صورت 

Jنشان می دهیم .استRاز ایده آلی Jبدیهی است که . دفرض کنیJ 1 .متناهی مولد باشد 2, ,..., ka a a  را

1که  jچون به ازاي هر .در نظر بگیرید Jهايمولد j t  ،ja J، مانندایده آلی  سپijI  که طوريموجود است به

j ija I. چون}{ iI مانندعددي طبیعی  پس، زنجیر استs 1که s t به ازاي هر که به طوري ، موجود استj که 

1 j t  داریمij isI I . 1روازاین 2, ,..., t isa a a I. 1درنتیجه 2 ... t isJ Ra Ra Ra I J     . یعنی

isI J این تناقض نشان می دهد که .است متناهی مولدJ پس. متناهی مولد نیستJ  . کهبدیهی استJ  کران

از لم زرن  اکنون.کران بالایی در آن دارد زنجیر ناتهی در رپس ثابت کرده ایم که ه .ه شده استبالایی براي زنجیر داد

  ایده آلی  زعضوي ا به عنوان Pپس .داردPنسبت به رابطه مشمولیت عضوي ماکسیمال چون کهنتیجه می گیریم 
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,دفرض کنی .متناهی مولد نیست کهاست  Rاز \a b R P وab P. که بدیهی استP حال  .یک ایده آل اول است

Pچون  P Ra ، از ماکسیمال بودنP در نتیجه می شود که P Ra متناهی مولد است و مثلاّ توسط  

1 1 2 2, ,..., n np r a p r a p r a   1 نکه در آ 2, ,..., np p p P1و 2, ,..., nr r r R ادعا اکنون. شود می تولید است 

کنیم که می 1,..., nP p p Pa .  کهبدیهی است 1,..., np p Pa P  .دفرض کنیp P P Ra   .

1این صورتدر 2, ,..., nc c c R  که  طوريوجود دارد به  

    . 1 1 1 1... ...n n n nc p c p c r c r a         1 1 1 ... n n np c p r a c p r a      

بنابراین   1 1 1 1... ...n n n nc r c r a p c p c p      .از عضويطرف راست تساوي اخیرPپس . است 

 1 1 ... n nc r c r a P   در نتیجهو    1 1 1 1 1... ... ,...,n n n n nP c p c p c r c r a p p Pa       .  نیز این

 کهنشان می دهد  1,..., nP p p Pa .1هر به ازاي از این روn   داریم  

   1 1,..., ,..., .n n
n nP p p Pa p p P a     

بندیم خواهیم داشت را بکار  )6(یا ) 5(رابطه  اکنون اگر 1,..., nP p p. بنابراینP این یک  متناهی مولد است و

  ■ .یک حلقه نوتري است R پس فرض خلف باطل و در نتیجه. تناقض است
 xیمگوی در این صورت. باشد Mمدول –Rعضوي از xیک حوزه صحیح دلخواه و R دفرض کنی :تعریف ) 37–1(

0rxوجود داشته باشد که  Rاز rیک عضو تابدار است هرگاه یک عضو ناصفر  . زیرمجموعه T M ازM  برابر

  درواقع. استMبا مجموعه همه عناصر تابدار

.} 0 r R  وجود داشته باشد که   { 0T M m M rm    

 هرگاه را تابدار گویند Mمدول –R.می نامیم Mراست وآن را زیرمدول تابداMزیرمدولاین مجموعه یک 

 T M M . مدولهمچنینM هرگاه را فارغ از تاب گوییم   0T M 0هرگاه  ،، به عبارت دیگرrx ،  آنگاه

0r   0یاx .  
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) باشد و Rپذیر نوتري حلقه تعویضی روي مدول Mدفرض کنی: تعریف  )38–1( )P Spec R .تدراین صور 

mهرگاه ،است Mایده آل اول وابسته به Pگوییم M وجود داشته باشد که   0 :R Rm Ann m P . 

 را با Mمجموعه تمام ایده آلهاي وابسته به Ass Mنمایش می دهیم.  

  مجموعه . باشد Rپذیر ی روي حلقه تعویضمدول Mدفرض کنی :تعریف  )39–1(

. { 0}pp Spec R M   

 این مجموعه را با نماد .گوییم Mمحملرا  Supp M نشان می دهیم.  

  آنگاه ،باشد مدول –Rیک Mاگر :)16.ك.ر( لم  )40–1(

.0 }m M  وجود داشته باشد که     { 0 :RSupp M P Spec R m P     

رادیکال اول :تعریف  )41–1( P R از حلقهR اشتراك تمام ایده آلهاي اولR رادیکال اولیه از .استR– مدولM 

را با نماد P M نشان داده و به صورت زیر تعریف می کنیم  

.  
 
 

P Spec R
P Ann M

P M P



   

اگر. باشد Rپذیر ضمدول ناصفر از حلقه تعوی –Rیک Mفرض کنید :)5.ك.ر( لم  )42–1( r P M،  آنگاه

وجود دارد به طوري که  Mاز Nناصفر زیرمدول  0r N .   

 هرگاه ویندگ ایدارپ –Pرا Sمدول –R:تعریف ) 43–1( 0S  و براي هر زیرمدول ناصفرN ازS داشته باشیم

   P N P S.  

داشته  Mاز Nهرگاه به ازاي هر زیرمدول ناصفراساسی گویند را  Mمدول –Rاز Eزیرمدول :تعریف)  44–1(

باشیم 0E N .   

Nزیرمدول گویند هرگاه –P را Mمدول –Rاز Nزیرمدول :تعریف  )45–1( M وM N، P – ایدارپ 

Mموجود باشد به طوري که براي هر زیرمدول ناصفر Rاز pچون یعنی ایده آل ناصفري .باشد  ازM N  داشته باشیم

  { }P M p .  
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از vتابععبارت است از یک  Kگسسته روي میدان ارزیابیک حلقه . یک میدان باشد Kفرض کنید: تعریف ) 46–1(

K  بتوي  ){0}K K   (به طوري که   

,براي هر) 1 y Kx   ،     v y v v yx x  .یعنیv  است همریختییک .  

,براي هر) 2 y Kx  ،      min ,v y v v yx x .  

یر آتیه و مک پذ به کتاب مقدمه اي بر جبر تعویض می توان گسسته ارزیابیات بیشتر در مورد حلقه هاي ئبراي مشاهده جز

  .دونالد مراجعه کرد

را یک حلقه تقلیل یافته گوییم هرگاه  Rدر این صورت .باشد پذیر تعویض یک حلقه Rفرض کنید :تعریف ) 47–1(

0یعنی  .رادیکال پوچش صفر باشد 0R R.                                                                                                           

  

  

  

  

    

  

  

  


