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چکیده

ابتدا منظور بدين پرداخت. خواهيم توانا گروه�های برای مرکز اندیس بهترین بررسی به نامه پايان این در

بودن توانا می�دهیم نشان و كرده بیان را ... و دقیق مرکز توانا، گروه زیرگروه�های توانا، گروه تعاریف

Q٢n و S٢n گروه�های دقيق مركز كرد خواهيم ثابت است. آن دقيق مركز بودن بديهی معادل گروه يك

نشان و كرده بيان مطالبی گروه چند شور ضربگر با رابطه�ی در نيستند. توانا نتيجه در و نبوده بديهی

گروه�های زوج به اشاره�ای درادامه نيست. بديهی پوچتوان و توانا نابديهی گروه يك شور ضربگر می�دهيم

مركز انديس برای آمده بدست كران�های نهايت در می�كنيم. بيان را آن�ها بودن توانا شرايط و كرده توانا

می�دهيم. قرار بررسی مورد را توانا گروه در

شور ضربگر - مركز انديس - توانا گروه زوج - توانا گروه كليدی: كلمات



مقدمه

بسيار دوران در می�توان را آن ريشه�های� ولی شد، معرفی ١٩ سده�ی اوايل در بار نخستين گروه مفهوم

« بئر » آن متعاقب كرد. توجهی قابل پيشرفت گروه نظريه�ی كه بود دوران اين در كرد. جستجو گذشته

گروه�ها اين واقع در كرد. بيان را مرکزی قسمتی خارج گروه�های ١٩٣٨ سال در كه بود شخصی اولين ١

بررسی مورد نيز را آبلی توانای گروه�های� بعدها « بئر » شدند. توانا گروه نام به جديد گروهی پايه�گذار

داد. قرار

در كرد. عرضه را ارزشمند و مهم مطالبی توانا گروه�های مورد در ١٩٧٩ سال در ٢« بِيل » همچنين

اين بر علاوه داد. انجام تحقيقاتی توانا گروه�های نرمال زيرگروه�های روی ٣ « شهرياری » سال�ها همين

ماجيدين » توسط بار نخستين توانا p-گروه�های باشند. توانا نمی�توانند گروه�هايی چه داد نشان ایشان

داد. انجام فراوانی پژوهش�های گروه�ها اين مولدهای مرتبه روی وی شد. مطرح ۴ «

گروه مركز انديس كران دليل همين به داشت. خاصی اهميت توانا گروه مركز گروه�ها، ساير همانند
١R. Baer
٢F. R. Beyl
٣Sh. Shahriari
۴A. Majidin



انديس دلخواه گروه يك در اگر كه دادند نشان ۶ « وايگولد » و ۵ « شور » گرفت. قرار توجه مورد توانا

مثال يك نامتناهی، ويژه فوق گروه�های� است. متناهی مشتق زيرگروه مرتبه آنگاه باشد، متناهی مركز

مورد كران تعيين در مشتق زيرگروه مرتبه اساس همين بر باشند. می اخير مطلب عكس برای نقض

زيرگروه مرتبه بودن متناهی صورت در كه داد نشان ٧ « هال » گرفت. خود به خاصی اهميت نظر

انديس كردن پيدا برای تلاش تا شد باعث موضوع اين متناهی�است. گروه دوم مركز انديس مشتق،

شود. چندان دو توانا، گروه در مركز

مناسب�تری كران ٩ ايساك» » ٢٠٠١ سال در شد. ارائه ٨ « مكدونالد » توسط مناسب كران اولين

كران بهترين تا داد نتيجه ٢٠٠۵ سال در ١١« اسزِگدی » و ١٠ « پدُسکی » تلاش�های آورد. بدست را

چگونگی از بهتری درك ثانياً و شويم مسلط توانا گروه به اولا تا می�كنيم ارائه را مطالبی شد. ثابت ممكن

كنيم. پيدا كران�ها اين اثبات

مقدمات اين به را آتی فصول نيازهای تا می�كنيم اثبات و بيان را مقدماتی مفاهيم اول فصل در

شرايطی چه تحت می�دهيم نشان و می�پردازيم توانا گروه يك زيرگروه�های به دوم فصل در سازيم. مرتفع

نشان و داده گروه�ها زوج با رابطه در مطالبی به اختصاص را سوم فصل باشد. توانا نمی�تواند گروه يك

۵Schur
۶J. Wiegold
٧P. Hall
٨I. D. Macdonald
٩I. M. Issacs

١٠K. Podoski
١١B.Szegedy

پ



مركز بودن بديهی همچنين و آن خارجی G-مركز بودن بديهی معادل گروه زوج يك بودن توانا می�دهيم

كران�هايی حالت هر در و گرفته نظر در مشتق زيرگروه برای را حالت دو چهارم فصل در است. آن دقيق

می�كنيم. اثبات و بيان را توانا گروه يك مركز انديس برای

ت
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١ فصل

نیازها پیش و مقدمات

زيرگروه با رابطه در داريم. نياز آن�ها به آينده فصول در كه است مطالبی اجمالی بيان فصل، اين هدف

می�كنيم. ثابت را می�شود، استفاده وفور به كه زيرگروه، سه لم آن متعاقب و كرده بيان را مفاهيمی مشتق،

بيان را آن�ها ويژگی�های از بعضی و كرده تعريف را پوچتوان گروه و حلپذير گروه گروه�ها، سری ادامه در

كه می�گيريم نتيجه و می�كنيم معرفی را ايزوكلينيك گروه دو و ايزوكلينيسم زوج اين بر علاوه می�كنيم.

است. آن مشتق زيرگروه در مشمول آن مركز كه است گروهی شامل گروه يك ايزوكلينيك�های خانواده�ی

است. آزاد گروه يك همريخت تصوير گروه، هر می�دهيم نشان و كرده تعريف را آزاد گروه�های پايان در

می�كنيم. معرفی گروه هر برای آزاد نمايش يك اساس اين بر

مقدماتی مفاهيم ١.١

مجموعه باشد. دلخواه a ∈ G و آن زيرگروه H گروه، یک G کنیم فرض .١.١ تعریف

همدسته این نماینده را a و می�نامیم G در H چپ همدسته یک را aH = {ah | h ∈ H}

می�شود. تعریف Ha = {ha | h ∈ H} صورت به G در H راست همدسته ترتیب همین به می�گويیم.

مجموعه عناصر تعداد صورت این در باشد. آن زيرگروه H و گروه یک G کنیم فرض .٢.١ تعریف

نشان |G : H| نماد با و می�گويیم G در H اندیس را G در H ( راست ) چپ های همدسته تمام

١



می�دهیم.

های همدسته و H بین صورت این در باشد. آن زیرگروه H و گروه یک G کنیم فرض .٣.١ تذکر

،a ∈ G هر برای خصوص به است. برقرار یک به یک تناظر یک G در H ( راست ) چپ

.(|Ha| =)|aH| = |H|

نمایشگر سیستم را G از C مجموعه زیر .H ≤ G و باشد گروه يك G كنيم فرض .۴.١ تعریف

عنصر باشد. G در H همدسته هر از عنصر یک دقیقاً شامل C گاه هر گويیم G در H همدسته�ای

می�ناميم. همدسته نماینده را C در همدسته شده انتخاب

برای همچنين است. G در H اندیس برابر C مجموعه عناصر تعداد ۴.١ تعريف به توجه با

آنگاه باشد، متناهی G گروه اگر بنابراين دارد. وجود امكان |H| همدسته، يك از عنصر يك انتخاب

است. |H||G:H| برابر G در H همدسته نمايشگر سيستم تعداد

آن در که می�باشند H

N
صورت به G

N
زيرگروه�های آنگاه ، N EG و باشد گروه یک G اگر .۵.١ تذکر

.N EH ≤ G

باشد موجود g ∈ G هرگاه گويیم x را y .x, y ∈ G و باشد گروه یک G کنیم فرض .۶.١ تعریف

نشان Cl(x) با و نامیده x مزدوجی کلاس را x مزدوج�های تمام مجموعه .y = g−١xg � که طوری به

حقيقت در می�دهیم.

Cl(x) = { g−١xg | g ∈ G }

نشان [x, y] با و ناميده x, y را x−١y−١xy .x, y ∈ G و باشد گروه یک G کنیم فرض .٧.١ تعریف

می�كنيم: تعريف زير صورت به را G مشتق زيرگروه همچنين می�دهيم.

G′ = [G,G] = ⟨ [x, y] | x, y ∈ G ⟩.

٢



.|Cl(x)| ≤ |G′| صورت این در .x ∈ G و باشد گروه يك G کنیم فرض .٨.١ لم

طرفی از .Cl(x) ⊆ xG′ بنابراين .g−١xg = x[x, g] ∈ xG′ ،g ∈ Gهر ازای به اثبات.

� .|Cl(x)| ≤ |G′| نتیجه در .|G′| = |xG′| همواره

صورت: این در .n,m ∈ N و x, y, z ∈ G باشد، گروه یک G کنیم فرض .٩.١ قضیه

xy = x[x, y] (١

[x, y] = [y, x]−١ (٢

[xy, z] = [x, z]y.[y, z] (٣

[x, y]z = [x, y].[x, y, z] (۴

[x−١, y] = ([y, x]x
−١
)−١ ، [x, y−١] = ([y, x]y

−١
)−١ (۵

هال) (اتحاد [x, yz] = [x, z].[x, y]z = [x, z].[x, y].[x, y, z] (۶

هال) (اتحاد [xy, z] = [x, z]y.[y, z] = [x, z].[x, y, z].[y, z] (٧

( ١ ویت اتحاد ) [y, x, zy].[z, y, xz].[x, z, yx] = ١ (٨

( ویت - هال اتحاد ) [x, y−١, z]y.[y, z−١, x]z.[z, x−١, y]x = ١ (٩

ببينيد. را [٢١] ۵.١.۵ قضيه�ی اثبات.

�

صورت: این در باشند. آن نرمال زیرگروه�های H,N و گروه یک G کنیم فرض .١٠.١ لم

.
[N
L
,
H

L

]
=

[N,H]

L
آنگاه باشد، H و N نرمال زيرگروه L اگر (١

.G′ = [G,N ] آنگاه باشد، دوری G

N
اگر (٢

.N ⊆ Z(G) آنگاه ،N ∩G′ = {١} اگر (٣
١Witt

٣



.G′ ≤ H آنگاه ،[G,H] = G′ اگر (۴

.[H,N ]E ⟨H,N⟩ (۵

.[H,N ] = [N,H] (۶

.H
L

⊆ Z(
G

L
) اگر تنها و اگر [H,G] ⊆ L صورت این در .L ≤ H کنیم فرض (٧

� ببينيد. را [٢١] اثبات.

اگر تنها و اگر [H,G] = ١ صورت این در باشد. آن زیرگروه H و گروه یک G کنیم فرض .١١.١ لم

.H ⊆ Z(G)

،g ∈ G هر ازای به صورت این در باشد. دلخواه x ∈ H و [H,G] = ١ کنیم فرض اثبات.

.H ⊆ Z(G) نتيجه در و x ∈ Z(G) بنابراین .xg = gx يعنی .x−١g−١xg = ١

.hg = gh لذا h ∈ Z(G) فرض به بنا باشد. دلخواه [h, g] ∈ [H,G] کنیم فرض بالعکس.

� .[H,G] = ١ بنابراین .[h, g] = h−١g−١hg = ١ يعنی

مرکز در [x, y] اگر صورت این در .m ∈ N و x, y ∈ G باشد، گروه یک G کنیم فرض .١٢.١ تذکر

.[x, y]m = [xm, y] آنگاه گیرد، قرار ⟨ x, y ⟩

تا دو اگر باشند. G زيرگروه�های L و K و H و گروه يك G کنیم فرض ( زیرگروه سه لم ) .١٣.١ لم

باشند، G نرمال زیرگروه یک در مشمول [L,H,K] و [K,L,H] و [H,K,L] مشتق زیرگروه�های از

است. چنین نیز سومی آنگاه

و k ∈ K ،h ∈ H اگر .[K,L,H] ⊆ N و [H,K,L] ⊆ N ،N E G كنيم فرض اثبات.

داريم: ٩.١ قضيه�ی به بنا آنگاه باشند، دلخواه l ∈ L

[l, h−١, k]h = ([k, l−١, h]l)−١([h, k−١, l]k)−١ ∈ N

۴



� می�آيد. بدست حكم و [L,H,K] ⊆ N بنابراين

در H نرمال�ساز و مرکزساز باشد. آن ناتهی زیرمجموعه H و گروه یک G کنیم فرض .١۴.١ تعریف

: می�كنيم تعريف زير صورت به و داده نشان NG(H) و CG(H) با ترتيب به را G

CG(H) = {g ∈ G | ∀h ∈ H : gh = hg}

NG(H) = {g ∈ G | g−١Hg = H}

اگر [H,N ] = ١ صورت این در باشند. G زیرگروه�های H و N و گروه یک G کنیم فرض .١۵.١ لم

.H ⊆ CG(N) اگر تنها و

� می�شود. ثابت ١١.١ لم مشابه اثبات.

.Z٢(G) ≤ C Cو ′ ≤ Z(G)صورت این در .C = CG(G
′) و باشد گروه Gيك فرضکنیم .١۶.١ لم

.b١ = [b, x] و a١ = [a, x] می�دهیم قرار باشند. دلخواه x ∈ G و a, b ∈ C کنیم فرض اثبات.

در و a١, b١ ∈ C بنابراين .C E G وضوح به است، G نرمال زيرگروه يك ساز مركز C كه آجاي�ی از

.a١, b١ ∈ C ∩G′ نتيجه

پس .[b١, a] = [b١, b] = ١ و [a١, a] = [a١, b] = [a١, b١] = ١ طرفی از

(ab)x = axbx = aa١bb١ = a١b١ab , (ba)x = bxax = bb١aa١ = a١b١ba.

داريم: اينك

[a, b]x = x−١a−١b−١abx = (x−١a−١b−١x)(x−١abx) = (ba)−x(ab)x = [a, b].

.C ′ ⊆ Z(G) نتیجه در

نتيجه در و
[Z٢(G)

Z(G)
,

G

Z(G)

]
= ١ بنابراين .Z٢(G)

Z(G)
= Z(

G

Z(G)
) داريم تعريف به توجه با

� .Z٢(G) ≤ C نهايت در و [Z٢(G), G,G] = ١ لذا .[Z٢(G), G] = Z(G)

۵



هرگاه گويیم هال زیرگروه را H باشد. آن زیرگروه H و متناهی گروهی G کنیم فرض .١٧.١ تعریف

.(|H|, |G : H|) = ١

.[H ′, G] = ١ آنگاه ،[H,G′] = ١ اگر باشد. آن زيرگروه H و گروه يك G کنیم فرض .١٨.١ لم

قرار .[u, v]x = x[u, v] می�دهیم نشان باشند. دلخواه u, v ∈ H و x ∈ G کنیم فرض اثبات.

بنابه اكنون .[w, v] = [v, w]−١ ∈ [H,G′] طرفی از .w ∈ G′ وضوح به .x−١ux = uw می�دهیم

داشت: خواهيم ٩.١ قضيه�ی

[x−١ux, v] = [uw, v] = [u, v]w[w, v] = [u, v].

: بنابراين .[u, x−١vx] = [u, v] مشابه طریق به

[u, v]x = x−١u−١v−١uvx

= (x−١ux)−١(x−١vx)−١(x−١ux)(x−١vx)

= [x−١ux, x−١vx] = [u, x−١vx]

= [u, v].

حكم و [H ′, G] = ١ ،١١.١ لم به توجه با اينك .H ′ ⊆ Z(G) نتیجه در .[u, v]x = x[u, v] يعنی

� می�شود. ثابت

.G = G′ هرگاه گويیم کامل گروه را G باشد. گروه یک G کنیم فرض .١٩.١ تعریف

گروهی An بنابراين است. ناآبلی و ساده An متناوب گروه ،n > ۴ هر ازای به می���دانيم .٢٠.١ مثال

است. كامل

می�کند عمل S بر G گويیم باشد. ناتهی مجموعه یک S و گروه یک G کنیم فرض .٢١.١ تعریف

که طوری به باشد موجود . : G× S −→ S مانند تابعی هرگاه

۶



.( است G همانی عنصر e كه ) e.s = s ، s ∈ S هر ازای به (١

.(xy).s = x.(y.s) ، x, y ∈ G و s ∈ S هر ازای به (٢

تزویج وسیله�ی به H روی G گويیم باشد. آن نرمال زیرگروه H و گروه يك G کنیم فرض .٢٢.١ مثال

g.h = g−١hg ضابطه�ی با را . : G×S −→ S تابع g ∈ G و h ∈ H هر ازای به هرگاه می�کند، عمل

كنيم. تعريف

ویژه فوق p-گروههای ٢.١

طبیعی عدد کوچکترین هرگاه گويیم G نمای را e باشد. متناهی گروه یک G کنیم فرض .٢٣.١ تعریف

است. G عناصر مرتبه مشترک مضرب کوچکترین e حقيقت در .ge = ١ ،g ∈ G هر ازای به که باشد

باشد. π از خارج اول اعداد از مجموعه�ای π′ و اول اعداد از مجموعه�ای π کنیم فرض .٢۴.١ تعریف

باشد. πدر آن اول علیه�های مقسوم که است مثبت و صحیح عددی ، عدد٢ πـ� � یک صورت این در

هرگاه می�نامیم گروه ـ� π را گروه یک باشد. π-عدد يك آن مرتبه�ی هرگاه گويیم ٣ � عنصر ـ� π را g عنصر

باشد. عنصر πـ� یک آن عنصر هر

را x آنگاه ،π(⟨ x ⟩) = {p١, p٢, · · · , pr} اگر .x ∈ G و باشد گروه یک G کنیم فرض .٢۵.١ لم

به و است pi-عنصر یک xi هر که طوری به نوشت x = x١x٢ · · · xr بفرد منحصر صورت به می�توان

.xixj = xjxi ،١ ≤ i, j ≤ r هر ازای

� كنيد. مراجعه [٢١] به اثبات.

x١ كه باشد x = x١x٢ منحصربفرد صورت به x ∈ G و گروه یک G کنیم فرض .٢۶.١ تعریف

٢π − number
٣π − element

٧



x ′p-قسمت را x٢ و x ۴ p-قسمت را x١ صورت این در است. ′p-عنصر یک x٢ و p-عنصر یک

می�نامیم.

باشد. p مرتبه از آن عنصر هر و آبلی هرگاه گويیم مقدماتی آبلی p-گروه را G گروه .٢٧.١ تعریف

و Z(G) = G′ هرگاه گوييم ويژه فوق گروه را G باشد. p-گروه يك G كنيم فرض .٢٨.١ تعریف

.|G′| = p

Q٨ و D٨ ٢-گروه�های بنابراين است. ویژه فوق p-گروه ،p٣ مرتبه از آبلی نا گروه هر .٢٩.١ تذکر

ویژه�اند. فوق ،E = ⟨ x, y | xp٢ = yp = ١ , [x, y] = xp ⟩ p-گروه همچنين و

حاصل را G باشند. G نرمال گروه�های زير G١, · · · , Gn و گروه يك G كنيم فرض .٣٠.١ تعریف

باشند: برقرار زير شرايط هرگاه گوييم G١, · · · , Gn مركزی ضرب

.G = G١G٢ · · ·Gn (١

.[Gi, Gj] = ١ ،i ̸= j هر برای (٢

.Gi ∩
∏

i ̸=j Gj = Z(G) ،i هر برای (٣

به است. p٣ مرتبه از ناآبلی زیرگروه n مرکزی ضرب حاصل برابر ویژه فوق p-گروه هر .٣١.١ قضیه

گروه�های از متناهی مرکزی ضرب حاصل همچنين است. p٢n+١ � ویژه فوق گروه يك مرتبه خصوص

است. ویژه فوق p-گروه یک p٣ مرتبه از ناآبلی

� كنيد. ملاحظه را [٢١] در ۵.٣.٨ قضيه�ی اثبات.
۴p-part

٨



پوچتوان و حلپذیر گروه�های و گروه�ها سری ٣.١

در را زیر زنجير باشد. G زیرگروه�های از خانواده�ای {Gi} و گروه یک G کنیم فرض .٣٢.١ تعریف

می�گیریم: نظر

{١} = G٠ ≤ G١ ≤ G٢ ≤ · · · ≤ Gn ≤ Gn+١ ≤ · · ·

.Gi EG ،i هر ازای به هرگاه گوييم نرمال سری را فوق سری الف)

.Gi EGi+١ ،i هر ازای به هرگاه گويیم نرمال زیر سری را فوق سری ( ب

باشد. آبلی Gi+١
Gi

،i هر ازای به و بوده زيرنرمال سری هرگاه گويیم آبلی سری را فوق سری ( ج

.Gi+١
Gi

⊆ Z(
G

Gi

) ،i هر ازای به و بوده نرمال سری هرگاه گويیم مرکزی سری را فوق سری ( د

كه می�گيريم نظر در G زيرگروه را G(i+١) ،i هر ازای به باشد. گروه یک G کنیم فرض .٣٣.١ تعریف

می�نامیم: مشتق سری را زیر دنباله�ی صورت اين در .G(i+١) = [G(i), G(i)] و G(٠) = G

G = G(٠) ≥ G(١) ≥ G(٢) ≥ · · · ≥ G(n) ≥ G(n+١) ≥ · · ·

به استقراء به را G زيرگروه�های از {γi(G)} دنباله�ی باشد. گروه یک G کنیم فرض .٣۴.١ تعریف

از زیر دنباله�ی صورت اين در می�كنيم. تعريف γi+١(G) = [γi(G), G] و γ١(G) = G صورت

می�نامیم: G پايينی مرکزی سری را G زيرگروه�های

G = γ١(G) ≥ γ٢(G) ≥ · · · ≥ γn(G) ≥ γn+١(G) ≥ · · ·

. γn(G)

γn+١(G)
⊆ Z(

G

γn+١(G)
) داشت خواهيم ،n هر ازای به ١١.١ لم به توجه با .٣۵.١ تذکر

می�گيريم نظر در را G از Zi+١(G) زيرگروه i هر ازای به باشد. گروه یک G کنیم فرض .٣۶.١ تعریف

بالايی مرکزی سری را زیر دنباله�ی صورت این در .Zi+١(G)

Zi(G)
= Z(

G

Zi(G)
) و Z٠(G) = {١} كه

٩



می�نامیم: G

{١} = Z٠(G) ≤ Z(G) ≤ Z٢(G) ≤ · · · ≤ Zn(G) ≤ Zn+١(G) ≤ · · ·

نيز بالايی مركزی سری همچنين شوند. ختم {١} به پايينی مركزی و مشتق سری�های ندارد لزومی

ختم G از زیرگروهی به بالايی مركزی سری آنگاه باشد، متناهی G اگر اما برسد. G به كه نيست لازم

می�گوييم. G مركز ابر آن به که می�شود

باشد. آبلی سری یک دارای هرگاه گويیم حلپذیر را G باشد. گروه يك G كنيم فرض .٣٧.١ تعریف

آبلی گروه هر لذا گرفت. نظر در را {١} ≤ G آبلی سری می��توان ،G آبلی گروه برای .٣٨.١ مثال

است. حلپذير و ناآبلی S٣ متقارن گروه مثال عنوان به نيست. آبلی حلپذير، گروه هر اما است. حلپذير

مستقیم ضرب حاصل و توسیع تصویر، زیرگروه، به نسبت حلپذیر گروه�های کلاس .٣٩.١ قضیه

است. بسته اعضایش

� ببينيد. را [٢١] از ۵.١.٢ و ۵.١.١ اثبات.

باشد. مرکزی سری یک دارای هرگاه گويیم پوچتوان را G باشد. گروه يك G كنيم فرض .۴٠.١ تعریف

می�ناميم. G پوچتوانی کلاس را G مرکزی سری کوتاهترین طول

پوچتوان گروه هر لذا می�باشند، آبلی مرکزی، سری قسمتی خارج گروه�های که آنجايی از .۴١.١ تذکر

گروهی S٣ متقارن گروه مثال عنوان به نیستند. پوچتوان لزوماً حلپذیر گروه�های ولی است. حلپذیر

نیست. پوچتوان که است حلپذیر

متناهی مستقیم ضرب حاصل و تصویر زیرگروه، به نسبت پوچتوان گروه�های کلاس .۴٢.١ قضیه

است. بسته اعضایش

١٠



� كنيد. ملاحظه را [٢١] از ۵.١.۴ اثبات.

کنیم فرض مثال عنوان به نیست. بسته توسیع به نسبت پوچتوان گروه�های کلاس .۴٣.١ تذکر

و آبلی دو هر G

P
و P بنابراين .|G

P
| = ٢ و |P | = ٣ صورت این در .P ∈ Syl٣(G) و G = S٣

نیست. پوچتوان G = S٣ که حالی در پوچتوان�اند، لذا

پوچتوان گروه برای مركزی سری يك {١} = G٠ ≤ G١ ≤ · · · ≤ Gn = G كنيم فرض .۴۴.١ قضیه

صورت اين در باشد. G

.γn+١(G) = ١ آن در كه γi(G) ≤ Gn−i+١ ،i ≤ n هر ازای به ( الف

.Zn(G) = G آن در كه Gi ≤ Zi(G) ،i ≤ n هر ازای به ( ب

است. پايينی مركزی سری طول و بالايی مركزی سری طول برابر G پوچتوانی كلاس ( ج

كنيم فرض است. برقرار حكم i = ١ ازای به می�كنيم. استفاده i روی استقراء از الف) اثبات.

به توجه با بنابراين .[Gn−i+١, G] ≤ Gn−i لذا ،
Gn−i+١
Gn−i

⊆ G

Gn−i

چون باشد. برقرار حكم i برای

داريم i+ ١ برای استقراء، فرض

γi+١(G) = [γi(G), G] ≤ [Gn−i+١, G] ≤ Gn−i.

لذا است، مركزی سری يك مذكور سری چون می�گيريم. بكار اثبات برای را i روی استقراء ب)

.[Gi+١, G] = Gi صورت اين در .
[Gi+١

Gi

,
G

Gi

]
= ١ بنابراين .Gi+١

Gi

⊆ Z(
G

Gi

) ،i هر ازای به

در .
[ Gi+١
Zi(G)

,
G

Zi(G)

]
=

[Gi+١, G]

Zi(G)
= ١ لذا .[Gi+١, G] ≤ Zi(G) استقراء فرض بنابه اكنون

است. برقرار حكم و Gi+١ ≤ Zi+١(G) بنابراين . Gi+١
Zi(G)

≤ Z(
G

Zi(G)
) =

Zi+١(G)

Zi(G)
نتيجه

� می�آيد. بدست حكم (ب) و (الف) به توجه با ج)

اگر همچنين .γc+١(G) = ١ اگر تنها و اگر است c حداکثر کلاس از پوچتوان G گروه .۴۵.١ تذکر

١١



است. c− ١ دقیقاً� کلاس از پوچتوان G

Z(G)
و γc(G) ⊂ Z(G) آنگاه باشد، c دقیقاً کلاس از G

است. پوچتوان متناهی p-گروه هر .۴۶.١ قضیه

كمتر مرتبه�ی با p-گروه�های برای حكم كنيم فرض می�بريم. بكار را G مرتبه�ی روی استقراء اثبات.

پوچتوان G

Z(G)
استقراء، فرض به توجه با بنابراين .Z(G) ̸= ١ كه است روشن باشد. برقرار |G| از

می�گيريم. نظر در را π : G −→ G

Z(G)
طبيعی همريختی اينك است. مركزی سری يك دارای لذا و

می�دهند. تشكيل G در مركزی سری يك مذكور، مركزی سری عناصر از يك هر وارون تصوير وضوح به

� است. پوچتوان G بنابراين

صورت اين در باشند. طبيعی اعداد i, j و گروه يك G كنيم فرض .۴٧.١ قضیه

.[γi(G), γj(G)] ≤ γi+j(G) ( الف

.[γi(G), Zj(G)] ≤ Zj−i(G) آنگاه ،i ≤ j اگر ( ب

.Zi(
G

Zj(G)
) =

Zi+j(G)

Zj(G)
( ج

� ببينيد. را [٢١] از ۵.١.١١ قضيه�ی اثبات.

همچنين .G(i) ≤ γ٢i(G) ،i هر ازای به صورت این در باشد. گروه یک Gکنیم فرض .۴٨.١ قضیه

است. [log٢c] + ١ حداکثر آن مشتق طول آنگاه باشد، c کلاس از پوچتوان G اگر

.γi(γj(G)) ≤ γij(G) ،i, j هر ازای به كه می�دهيم نشان ،i روی استقراء وسيله�ی به ابتدا اثبات.

برای حال باشد. برقرار i برای حكم كنيم فرض .γ(γj(G)) = γj(G) ،i = ١ ازای به تعريف �بنابه

داريم: ۴٧.١(الف) قضيه�ی به توجه با i+ ١

γi+١(γj(G)) = [γi(γj(G)), γj(G)] ≤ [γij(G), γj(G)] ≤ γ(i+١)j(G).

١٢



بار i ،γ٢ که ، G(i) = γ٢(· · · (γ٢(G)) · · · ) می�دانیم طرفی از .γi(γj(G)) ≤ γij(G) بنابراين

.G(i) ≤ γ٢i(G) نتيجه در می�شود. تکرار

،c+ ١ ≤ ٢i اگر صورت این در باشد. مشتق طول d و c > ٠ کلاس از پوچتوان G کنیم فرض

بنابراين می�باشد. i مقدار كوچك�ترين ،[log٢c] + ١ كه Gi ≤ γ٢i(G) ≤ γc+١(G) = ١ آنگاه

� .d ≤ [log٢c] + ١

صورت این در باشد. آن سره مجموعه زیر H و پوچتوان گروهی G کنیم فرض .۴٩.١ لم

.H ⊂ NG(H)

بزرگ�ترين را n .Zc(G) = G صورت اين در باشد. c كلاس از پوچتوان G كنيم فرض اثبات.

نيست. H در مشمول Zn + ١(G) ترتيب اين به .Zn(G) ≤ H كه می�گيريم نظر در طبيعی عدد

.g ∈ NG(H)می�دهيم نشان .g ∈ Zn+١(G)−H كنيم فرض

،x ∈ G هر ازای به صورت اين در .Zn + ١(G)

Zn(G)
= Z(

G

Zn(G)
) می�دانيم

gZn(G)xZn(G) = xZn(G)gZn(G).

در .g−١x−١gx = t می�دهيم قرار .g−١x−١gx ∈ Zn(G) نتيجه در .gxZn(G) = xgZn(G) لذا

.g−١xg = x−١t ∈ H بنابراين می�كنيم. Hانتخاب از دلخواه را x حال .g−١xg = x−١tصورت اين

� .g ∈ NG(H) نتيجه در .g−١Hg = H يعنی اين كه

است. نرمال پوچتوان، گروه یک از ماکسیمال زیرگروه هر .۵٠.١ نتیجه

زیرگروه�های ضربمستقیم صورتحاصل به اگر تنها و اگر است Gپوچتوان متناهی گروه .۵١.١ قضیه

باشد. سیلویش

١٣


