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چکیده

م�ͳشود، داده نشان Γ (R) نماد با که R حلقه�ی صفر مقسوم�علیه گراف ناجابه�جایی، حلقه�های برای

رأس دو هر برای که هستند R از ناصفر صفر مقسوم�علیه�های همه�ی آن رأس�های که است ͳگراف

گراف مطالعه�ی از هدف .xy = ٠ اگر فقط و اگر است یال Έی x −→ y ،y و x مجزای

است. Γ (R) گراف ͳترکیبات و R حلقه�ی جبری ویژگ�ͳهای بین ͳبررس صفر مقسوم�علیه

،ͳدوبخش گراف Έی حلقه�ها کدام صفر مقسوم�علیه گراف که م�ͳکنیم ͳبررس پایان�نامه این در

عدد و F ͳمتناه میدان هر برای که م�ͳکنیم ثابت است. منتظم گراف Έی یا و کامل گراف Έی

م�ͳکنیم تحقیق هم�چنین .R ≃ Mn(F ) آن�گاه ،Γ (R) ≃ Γ
(
Mn(F )

)
اگر ،n > ٢ ،n ͳطبیع

م�ͳدهد. نتیجه را R ≃ S حلقه�ای ͳریخت΋ی ،Γ (R) ≃ Γ (S) ͳگراف ͳریخت΋ی ͳشرایط چه تحت

م�ͳآوریم. دست به صفر مقسوم�علیه گراف غالب عدد مورد در ͳنتایج هم�چنین

ͳماتریس حلقه�ی جهت�دار، گراف ناجابه�جایی، حلقه�ی صفر، مقسوم�علیه کلیدی: واژه�های
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مقدمه

مهم ساختار Έی عنوان به حلقه�ها خواص ͳبررس به که م�ͳباشد جبر از ͳبخش حلقه�ها نظریه�ی

به را حلقه�ها و دارند وجود نظریه این در که زیادی بنیادی قضایای بر علاوه م�ͳپردازد. جبری

نیمه�ساده حلقه�های مورد در ودربرن١ ــ آرتین قضیه� مانند قضیه�هایی م�ͳکنند، ͳبررس رده�ای صورت

با را حلقه�ها که دارند وجود نیز قضایایی تقسیم، حلقه�های مورد در ودربرن Έکوچ قضیه�ی یا و

پوچ�توان�ها، صفر، مقسوم�علیه�های خواص مثال طور به م�ͳکنند. ͳبررس آنها عناصر خواص به توجه

عناصر این زیرا است، اهمیت با یΈحلقه صفر مقسوم�علیه�های عناصر مطالعه�ی . ... و خودتوان�ها

حلقه�ی Έی در اگر که است شده ثابت مثال، عنوان به دارند. حلقه�ها ساختار روی زیادی تأثیر

دیΎر طرف از است. جابه�جایی حلقه آن آن�گاه باشد، مرکز در صفر مقسوم�علیه�های همه�ی ͳمتناه

معمول طور به بنابراین ندارند. قوی جبری ساختار حلقه، Έی صفر مقسوم�علیه�های مجموعه�ی

خواص ͳبررس به پایان�نامه این در ما م�ͳشود. مطالعه آن�ها ͳترکیبیات یا مجموعه�ای نظریه� خواص

حلقه�ی هر به منظور این برای م�ͳپردازیم. آن�ها صفر مقسوم�علیه�های مجموعه�ی به توجه با حلقه�ها

م�ͳدهیم. نسبت را م�ͳشود داده نمایش Γ (R) نماد با که صفر مقسوم�علیه گراف ،R

ͳریاض ترکیبی در�مقوله�های پژوهش و تحقیق به ریاض�ͳدانان خاص علاقه اخیر، سالهای ͳط

مجرد جبر همچنین و احتمالات نظریه و آنالیز ترکیب توپولوژی، و آنالیز جبر، ترکیبی مباحث مانند

ایده�ی است. گردیده زمینه دراین ͳمتنوع و جدید مباحث آمدن وجود به باعث گراف نظریه و

میلادی ١٩٨٨ درسال بار اولین برای گراف نظریه�ی و جابه�جایی حلقه�های بین ارتباط برقراری

همه�ی است، داده ارائه مقاله�اش در Έب که ͳتعریف در شد. مطرح [٩] مقاله�ی در ٢Έب توسط

مجاورند y و x متمایز رأس دو و شده�اند گرفته نظر در گراف Έی رئوس عنوان به حلقه عناصر

Wedderburn-Artin١

I.Beck٢

ث



مقدمه .٠ فصل

است. مجاور دیΎر رئوس همه�ی با ٠ رأس گراف، این در بنابراین .xy = ٠ اگر تنها و اگر

و اندرسون٣ ،١٩٩٩ سال در این�که تا یافت ادامه متعددی ریاض�ͳدانان توسط مقوله این در مطالعه

ارائه جابه�جایی حلقه�ی Έی به وابسته گراف برای جدیدی تعریف ،[٧] مقاله�ی در لیوینگستون۴،

دو و هستند حلقه� ͳنابدیه صفر مقسوم�علیه�های مجموعه�ی گراف، رئوس تعریف این در دادند.

گراف این که م�ͳشود ثابت مقاله همین در .xy = ٠ اگر تنها و اگر مجاورند y و x متمایز را�ٔس

و جبری ساختارهای در مقوله این گسترش باعث ͳریاض عاشقان پژوهش و کنکاش است. همبند

گراف [١٣] مقاله�ی در ردموند۵ بار، اولین برای میلادی ٢٠٠٢ سال در چنان�که انجامید. گراف

کرد. تعریف نباشد جابه�جایی یا ی�Έدار است مم΋ن که دلخواه حلقه هر برای را صفر مقسوم�علیه

عنوان به داده�اند. نسبت حلقه�ها به نیز دیΎری گراف�های بالا، در شده ذکر گراف�های بر علاوه

که R رئوس مجموعه با ͳگراف ،R ی�Έدار و جابه�جایی حلقه�ی هر برای [١۶] مقاله��ی در مثال،

شده داده نسبت ،xR + yR = R اگر تنها و اگر هستند متصل هم به y و x متمایز رأس دو آن در

Rرئوس مجموعه با ͳگراف ،R ی�Έدار حلقه�ی هر به [١٢] مقاله�ی در دیΎر، مثال عنوان به است.

باشد، R در وارون�پذیر عنصری x− y اگر تنها و اگر هستند متصل� هم به y و xرأس دو آن در که

حلقه�های برای صفر مقسوم�علیه گراف میلادی ٢٠٠۶ سال در راستا، همین در م�ͳدهند. نسبت

نگارش اساس که ،[٢] مقاله��ی ͳط آن�ها و گرفت قرار محمدیان و اکبری توجه مورد ناجابجایی

دادند. قرار مطالعه مورد را گراف این ساختار است، پایان�نامه این

نیاز مورد قضایای و تعاریف م�ͳباشد، بخش دو شامل که اول فصل در ابتدا پایان�نامه، این در

کامل طور به بتواند خواننده که م�ͳکنیم یادآوری چنان را گراف�ها نظریه�ی و حلقه�ها نظریه�ی در

Έی صفر مقسوم�علیه گراف خواص به دوم فصل در سپس کند. دنبال را بعدی فصل�های مطالب

م�ͳکنیم ͳبررس را ͳشرایط م�ͳپردازیم. نباشد، جابه�جایی یا ی�Έدار است مم΋ن که دلخواه، حلقه�ی

داشته را ... و بودن منتظم بودن، کامل بودن، ͳدوبخش مثل ͳخاص ͳگراف ویژگ�ͳهای Γ (R) که

در م�ͳآوریم. دست به را ͳنتایج حلقه Έی غالب عدد و خوشه�ای عدد مورد در هم�چنین باشد.

به م�ͳتوان را صفر مقسوم�علیه گراف دو بین ͳریخت΋ی ͳصورت چه در که م�ͳکنیم ͳبررس سوم فصل

قضیه�ی در که استثنا مورد سه بجز که م�ͳکنیم ثابت داد. تعمیم آن�ها متناظر حلقه�های بین ͳریخت΋ی

D.F.Anderson٣

P.S.Livingston۴

S.P.Redmond۵

ج



مقدمه .٠ فصل

مقسوم�علیه گراف متناظر ساده�ی گراف روی از ͳمتناه و ͳکاهش حلقه�ی هر شده، داده توضیح ۵.٣

به ͳمتناه میدان Έی روی ͳماتریس کامل حلقه�ی هر که م�ͳدهیم نشان م�ͳشود. مشخص آن�ها صفر

حلقه�هایی همه�ی هم�چنین و م�ͳشود تعیین آن صفر مقسوم�علیه گراف روی از فرد به منحصر طور

م�ͳکنیم. شناسایی را دارند رأس ۴ حداکثر آن�ها صفر مقسوم�علیه گراف که را

به مطالب که شده ͳسع اینجانب دقت و ریزنگاری�ها تمام به توجه با که م�ͳکنم بیان پایان در

وجود مجموعه این ͳبی�نقص بر ͳمبن ادعایی هیچ�گونه وجود این با گردد، تنظیم مم΋ن ش΋ل بهترین

م�ͳباشم. ریاضیات زیبای و ژرف عرصه�ی عاشقان سازنده�ی انتقادات پذیرای و ندارد

چ



١ فصل

نیازها پیش

فصل�های در ما ͳاساس ابزارهای که م�ͳدهیم ارائه را قضایایی و اصطلاحات مفاهیم، اول فصل در

حلقه�ی خواص از ͳبرخ و ناجابه�جایی حلقه�های در ͳمفاهیم ͳبررس به هم�چنین م�ͳباشند. بعد

روی n × n ماتریس�های خواص از ͳبرخ ادامه در م�ͳپردازیم. ͳمتناه میدان�های روی ماتریس�ها

R پایان�نامه این کل در م�ͳداریم. بیان را م�ͳشود، داده نمایش Mn(R) با که R ی�Έدار حلقه�ی

نمایش X∗ نماد با را X\{٠} باشد، R از زیرمجموعه�ای X اگر و م�ͳباشد دلخواه حلقه�ی Έی

م�ͳدهد. نشان را عنصر q با ͳمتناه میدان ،Fq هم�چنین م�ͳدهیم.

حلقه�ها نظریه�ی در مفاهیمی ١.١

�

و جابه�جایی حلقه�های نظریه�ی از ͳتعاریف و مفاهیم بیان به مختصر طور به بخش این �در

یΈحلقه صفر مقسوم�علیه�های مجموعه�ی ساختار باب در ͳمهم قضایای و م�ͳپردازیم ناجابه�جایی

م�ͳکنیم. بیان

است چپ �صفر یΈمقسوم�علیه a گوییم .a ∈ R و باشد حلقه Έی R کنید فرض تعریف١.١.

تعریف راست �صفر مقسوم�علیه مشابه طور به .ax = ٠ که باشد موجود x ∈ R ناصفر عنصر اگر

یا و �چپ �صفر مقسوم�علیه Έی a هرگاه گوییم �صفر مقسوم�علیه Έی را a ∈ R عنصر شود. ͳم

١



نیازها پیش .١ فصل

هرگاه گوییم طرفه دو �صفر یΈمقسوم�علیه را a ∈ R هم�چنین باشد. �راست �صفر مقسوم�علیه Έی

باشد. راست �صفر� مقسوم�علیه Έی هم و �چپ �صفر مقسوم�علیه Έی هم

مقسوم�علیه�های مجموعه�ی و Dl(R) نماد با را R حلقه�ی �چپ صفر مقسوم�علیه�های مجموعه�ی

.�D(R) = Dl(R) ∪Dr(R) م�ͳدهیم قرار و م�ͳدهیم نمایش Dr(R) نماد با را R راست صفر

است. طرفه دو صفر مقسوم�علیه Έی ٠ ∈ R عنصر ،R حلقه�ی هر در که است ΀واض

.D(R) = {٠} هرگاه گوییم حوزه را R حلقه�ی تعریف٢.١.

مجموعه که Γ (R) جهت�دار گراف این�صورت در باشد. حلقه Έی R کنید فرض تعریف٣.١.

Έی x −→ y داریم ،y و xرأس دو هر برای �طوری�که به بΎیرید نظر در را است D(R)∗ آن رئوس

�.xy = ٠ و x ̸= y اگر تنها و اگر است یال

آن�گاه ،xy = yx = ٠ �که باشند Γ (R) متمایز رأس دو y و x اگر بالا تعریف طبق کنید توجه

این�صورت در دارد. وجود x به y از دیΎری و y به x از ͳ΋ی جهت�دار یال دو Γ (R) گراف در

دارد.� وجود y و x بین دوگانه یال Έی �گوییم

آن رئوس مجموعه که Γ (R) گراف این�صورت در باشد. حلقه Έی R کنید فرض تعریف١.۴.

متصل هم به جهت بدون یال Έی با y و x رأس دو �طوری�که به بΎیرید نظر در را است D(R)∗

باشد. صفر برابر yx یا xy عنصر دو از ͳ΋ی حداقل و x ̸= y اگر تنها و اگر هستند

روی از را جهت�ها همه ما واق΄ در نیست، ذهن از دور چندان Γ (R) گراف تعریف کنید توجه

داده�ایم. قرار یال Έی آمده پدید دوگانه یال�های جای به و کرده�ایم حذف Γ (R) گراف یال�های

زیرحلقه�ی .۵.١ مثال

R =


a b

٠ ٠


∣∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ Z٢

 .

صفر مقسوم�علیه E١١ + E١٢ و E١١ عضو دو R حلقه�ی در بΎیرید. نظر در M٢(Z٢) در را

R کنید توجه است. پوچ�توان E١٢ ∈ R هم�چنین نیستند. چپ صفر مقسوم�علیه ͳول هستند راست

م�ͳباشد، ١.١ ش΋ل صورت به آن صفر مقسوم�علیه گراف و است ناجابه�جایی حلقه�ی کوچ΋ترین

است. Γ (R) گراف (ب) ش΋ل و Γ (R) گراف (الف) ش΋ل که

٢



نیازها پیش .١ فصل

١.١

صورت به R =




a ٠ ٠

b a ٠

c ٠ d


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a, b, c, d ∈ Z٢

 حلقه�ی صفر مقسوم�علیه گراف .۶.١ مثال

م�ͳباشد. ٢.١ ش΋ل

٢.١

Γ گراف مطالعه�ی جابه�جایی حلقه�های برای م�ͳبینید، ٣.١ ش΋ل در که طور همان .٧.١ مثال

٣

ش΋ل

ش΋ل



نیازها پیش .١ فصل

م�ͳرسد. نظر به منطق�ͳتر

٣.١

هرگاه است خودتوان عنصر Έی a گوییم .a ∈ R و باشد حلقه Έی R کنید فرض تعریف٨.١.

نباشد. ١ و ٠ با برابر a هرگاه گوییم ͳنابدیه را a خودتوان عنصر .a٢ = a

ی΋ه�ی e آن�گاه نیست، صفر مقسوم�علیه که باشد R حلقه�ی خودتوان عنصر Έی e اگر .٩.١ لم

است. R حلقه�ی

و e(ex− x) = ٠ بنابراین است خودتوان Έی e چون باشد. دلخواه x ∈ R کنید فرض برهان.

م�ͳشود ثابت مشابه طور به .ex = x نتیجه در و ex− x = پس٠ نیست، صفر مقسوم�علیه e چون

است. R حلقه�ی ی΋ه�ی e = ١ رو این از و xe = x که

گوییم. ͳبدیه حلقه را R = {٠} حلقه�ی تعریف١٠.١.

حلقه حال .Rn = {a١ · · · an|a١, . . . , an ∈ R} م�ͳدهیم قرار R حلقه�ی هر برای تعریف١١.١.

.R٢ = {٠} اگر گوییم صفر حلقه�ی Έی را R

،n و m ͳطبیع عدد دو این�صورت در .a ∈ R و باشد ͳمتناه حلقه�ی Έی R اگر .١٢.١ لم

است. خودتوان ak که دارد وجود k ͳطبیع عدد آن�که بیش�تر .am = an که دارند وجود ،m > n

۴

ش΋ل
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هستند n و m ͳطبیع اعداد پس {a, a٢, a٣, . . .} ⊆ R و است ͳمتناه حلقه�ا�ی R چون برهان.

استقراء با و ak(m−n)+n = an داریم n ͳطبیع عدد هر برای که م�ͳکنیم ادعا حال .am = an که

برقرار k برای اگر و ak(m−n)+n = am = an آن�گاه ،k = ١ اگر م�ͳکنیم. ثابت را آن� k روی

رو این از .b(k+١)(m−n)+n = bk(m−n)+nbm−n = bnbm−n = bm = bn داریم k + ١ برای باشد

این در ،e = ak٠(m−n) م�ͳدهیم قرار .k٠(m − n) > n که باشد چنان k٠ ͳطبیع عدد کنید فرض

برقرار ح΋م نتیجه در .e٢ = ak٠(m−n)+nak٠(m−n)−n = anak٠(m−n)−n = ak٠(m−n) = e صورت

است.

اگر است پوچ�توان عنصر Έی a گوییم .a ∈ R و بوده حلقه Έی R کنید فرض تعریف١٣.١.

.an = ٠ به�طوری�که باشد موجود n ͳطبیع عدد

٠ ∈ R هم�چنین است. صفر مقسوم�علیه Έی ،R حلقه�ی در پوچ�توان عنصر هر .١۴.١ نکته

است. پوچ�توان عنصری

R اگر هم�چنین م�ͳباشد. نیز خودتوان که است پوچ�توان عضو تنها ٠ حلقه، هر در .١۵.١ نکته

یΈمقسوم�علیه e بنابراین ،(١−e)e = ٠ چون باشد، خودتوان عنصری ،e ̸= ١ و ی�Έدار حلقه�ای

است. صفر

باشد. آن پوچ�توان عنصر تنها صفر هرگاه گوییم ͳکاهش یΈحلقه�ی را R حلقه�ی تعریف١.١۶.

باشد. R از ͳناته زیرمجموعه�ی Έی یا عضو Έی X و حلقه Έی R کنید فرض تعریف١٧.١.

صورت به را م�ͳدهیم نمایش Annl(X) نماد با که X چپ پوچساز

Annl(X) = {a ∈ R | ax = ٠, x ∈ Xهر {برای

تعریف م�ͳدهیم نمایش Annr(X) نماد با که X راست پوچساز مشابه طور به م�ͳکنیم. تعریف

م�ͳشود.

داریم a ∈ R عنصر هر برای باشد. حلقه Έی R کنید فرض .١٨.١ لم

[R : Annl(a)] = |aR| و [R : Annr(a)] = |Ra|.

ͳهمریخت اول قضیه�ی طبق بΎیرید. نظر در ϕ(x) = ax صورت به را ϕ : R → R تابع برهان.

تساوی نتیجه در ،Imϕ = aR و Ker ϕ = Annl(a) چون اما . R

Ker ϕ
≃ Imϕ داریم مدول�ها

۵
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[R : Annr(a)] = |Ra| رابطه�ی مشابه طور به هم�چنین است. برقرار [R : Annl(a)] = |aR|

م�ͳشود. اثبات

R اگر تنها و اگر است ͳمتناه Γ (R)این�صورت در باشد. حلقه Έی R کنید فرض .١٩.١ قضیه

.|R| 6 |D(R)|٢ نباشد، حوزه R اگر آن بر علاوه باشد. حوزه یا ͳمتناه

آن�جایی�که از .x ∈ D(R)∗ م�ͳدهیم قرار پس باشد. ناصفر و ͳمتناه D(R) کنید فرض برهان.

بنویسیم م�ͳتوانیم ١٨.١ لم بنابر و م�ͳباشند �ͳمتناه پس هستند، D(R) زیرمجموعه Rx و Annl(x)

است. کامل اثبات نتیجه در .|R| = |Annl(x)||Rx| 6 |D(R)|٢

ͳگراف Γ (R) اگر تنها و اگر است ͳمتناه R حلقه�ی ١٩.١ قضیه�ی به بنا کنید توجه هم�چنین

باشد. ͳمتناه

{I i}i∈N خانواده�ی هر ازای به هرگاه است (راست) چپ ͳآرتین R حلقه�ی گوییم تعریف٢٠.١.

داشته وجود k ∈ N عدد کند، صدق I١ ⊇ I٢ ⊇ · · · شرط در که R (راست) چپ ایده�آل�های از

.Ik = Ik+١ = · · · �طوری�که به باشد

حلقه�ای Rدر�این�صورت .R ̸= D(R) و باشد چپ ͳآرتین حلقه�ی Έی R �کنید فرض .٢١.١ لم

است. وارون�پذیر R\D(R) عنصر هر و است ی�Έدار

�طوری�که به دارد وجود ϕ : R → R نگاشت بنابراین .a ∈ R\D(R) کنید فرض برهان.

Έبه�ی�Έی ϕ و چپ ͳآرتین یΈحلقه�ی R چون است. چپ ͳمدول−R ͳتکریخت Έی ϕ(x) = xa

حال .ea = a �طوری�که به دارد وجود e ∈ R عنصر �رو این از پوشاست. ϕ که است ΀واض است،

e = ١ بنابراین .xe = x ،x ∈ R هر برای که م�ͳشود نتیجه (xe− x)a = ٠ و a /∈ D(R) چون

.a′a = ١ �طوری�که به دارد وجود a′ ∈ R عنصر پوشاست ϕ چون �آن �بر علاوه است. R ی΋ه�ی

وارون�پذیر a نتیجه در و aa′ = ١ که م�ͳشود نتیجه aa′ − ١ = ٠ و a /∈ D(R) چون دوباره

است.

وارون�پذیر R در نا�صفر عنصر هر هرگاه گوییم تقسیم حلقه�ی Έی را R حلقه�ی .٢٢.١ تعریف

م�ͳشود. نامیده میدان جابه�جایی، تقسیم حلقه�ی Έی باشد.

ایده�آل�های همه�ی اشتراک با برابر را R جی΋وبسن رادی΋ال ،R حلقه�ی هر برای تعریف٢٣.١.

م�ͳدهیم. نمایش J(R) نماد با را آن و م�ͳکنیم تعریف R ماکسیمال

۶
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نم�ͳباشد. ناصفری خودتوان عضو هیچ شامل ،R جی΋وبسن رادی΋ال .٢۴.١ نکته

.J(R) = {٠} هرگاه گوییم، نیمه�ساده را R حلقه�ی تعریف١.٢۵.

R

J(R)
هرگاه است ͳموضع R حلقه�ی گوییم باشد. ی�Έدار حلقه�ای R کنید فرض تعریف١.٢۶.

باشد. تقسیم حلقه�ی Έی

Έی تنها اگر فقط و اگر است ͳموضع R ی�Έدار حلقه�ی که م�ͳشود ثابت ͳسادگ به .٢٧.١ نکته

باشد. داشته چپ ماکسیمال ایده�آل

R در�این�صورت باشد. چپ ͳآرتین حلقه�ی Έی R کنید فرض [٢٨۶ صفحه ،٢١] .٢٨.١ قضیه

باشد. نداشته ͳنابدیه خودتوان عنصر اگر تنها و اگر است ͳموضع حلقه�ا�ی

براور١ به منسوب قضیه Έی باشد. چپ ͳآرتین حلقه�ی Έی R کنید فرض .٢٩.١ یادداشت

است. ناصفر خودتوان عنصر Έی شامل یا و است پوچ�توان یا R در چپ ایده�آل هر که م�ͳکند بیان

ͳموضع حلقه�ی Έی یا پوچ�توان حلقه�ی Έی R اگر تنها و اگر ندارد ͳنابدیه خودتوان R بنابراین

باشد.

هرگاه گوییم چپ یΈبی�اثر را e عنصر .e ∈ R و باشد حلقه Έی R کنید فرض تعریف٣٠.١.

م�ͳشود. تعریف راست بی�اثر عنصر مشابه �طور به .ex = x باشیم داشته x ∈ R عضو هر برای

.e = ١ آن�گاه باشد، داشته e مثل راست بی�اثر عضو Έی تنها R اگر .٣١.١ لم

.a(xe+ e− x) = a داریم a ∈ R هر ازای به بنابراین باشد، دلخواه x ∈ R کنید فرض برهان.

داریم ،x هر برای ͳیعن .xe − x = ٠ نتیجه در است، راست بی�اثر Έی xe + e − x رو این از

است. کامل برهان و e = ١ پس xe = x

داشت خواهیم آن�گاه باشد، ͳآرتین ͳموضع حلقه�ا�ی R اگر [۵٣ صفحه ،٢١] .٣٢.١ قضیه

.J(R) = D(R)

J(R) در�این�صورت باشد. چپ ͳآرتین حلقه�ا�ی R کنید فرض [۵۴ صفحه ،٢١] .٣٣.١ قضیه

است. پوچ�توان ایده�آل Έی

Brauer١

٧
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آن�گاه باشد، پوچ�توان یا ͳموضع حلقه�ای R اگر .٣۴.١ نتیجه

Annr

(
D(R)

)
∩ Annl

(
D(R)

)
̸= {٠}.

برای و J(R) = D(R) داریم R ͳموضع حلقه�ی هر برای ٣٢.١ قضیه�ی از استفاده با برهان.

عدد ٣٣.١ قضیه�ی به توجه با بنابراین .J(R) = R = D(R) داشت خواهیم پوچ�توان حلقه�های

این در ،a ∈ J(R)n−١ اگر حال .J(R)n−١ ̸= {٠} و J(R)n = {٠} که دارد وجود n ͳطبیع

همان این و a ∈ Annr

(
D(R)

)
∩Annl

(
D(R)

)
ͳیعن ،J(R)a = ٠ و aJ(R) = ٠ داریم �صورت

م�ͳخواستیم. که است مطلبی

همه�ی به که هست Γ (R) در ͳرأس آن�گاه باشد، پوچ�توان یا ͳموضع حلقه�ای R اگر .٣۵.١ نتیجه

است. متصل دیΎر رئوس

باشد، چپ ͳآرتین نیمه�ساده یΈحلقه�ی R اگر ودربرن) ـ (آرتین [٣۵ صفحه ،٢١] .٣۶.١ قضیه

که طوری به دارند وجود nr ، · · · ، n١ ͳطبیع اعداد و Dr، · · · ، D١ تقسیم حلقه�های آن�گاه

R ≃Mn١(D١)× · · · ×Mnr(Dr).

و Fk ، . . . ، F١ میدان�های آن�گاه ،J(R) = ٠ و باشد ͳمتناه حلقه�ا�ی R اگر .٣٧.١ نتیجه

.R ≃Mn١(F ١)× · · · ×Mnk
(F k) که طوری به دارند وجود nk ، . . . ، n١ ͳطبیع اعداد

R ≃ F ١× · · ·×F n آن�گاه ،J(R) = ٠ و باشد جابه�جایی ͳمتناه حلقه�ی R اگر .٣٨.١ نتیجه

هستند. میدان Fiها که

است. تقسیم حلقه�ی Έی چپ، ͳآرتین حوزه�ی هر .٣٩.١ نتیجه

و است پوچ�توان J(R) ،٣٣.١ قضیه�ی طبق است چپ ͳآرتین حلقه�ی R که جایی آن از برهان.

،٣۶.١ قضیه�ی طبق پس .J(R) = {٠} نتیجه در ندارد ناصفر صفر مقسوم�علیه حوزه، Έی چون

است. تقسیم حلقه�ی Έی R

با R �صورت این در .|R\D(R)| = ١ و باشد ͳمتناه حلقه�ای R کنید فرض .۴٠.١ قضیه

است. ی΋ریخت Z٢ ͳمتناه تعداد حاصل�ضرب

آن�گاه باشد، پوچ�توان a ∈ R اگر است. ی�Έدار R حلقه�ی ٢١.١ قضیه�ی از استفاده با برهان.

.a = ٠ نتیجه در ،١− a = ١ بنابراین است ١ شامل تنها R\D(R) چون و است وارون�پذیر ١− a

٨
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پوچ�توان ͳایده�آل J(R) چون ٣٣.١ قضیه�ی به بنا حال ندارد. ͳنابدیه پوچ�توان R رو این از

،٣۶.١ قضیه�ی به بنا و J(R) = {٠} نتیجه در هستند، پوچ�توان آن عناصر همه�ی بنابراین است

وارون�پذیر عنصر Έی Mniتنها
(Fi) حلقه�های همه�ی چون و R ≃Mn١(F١)× · · · ×Mnk

(Fk)

هستند. Z٢ آن�ها همه�ی پس دارند،

است. معروف ودربرن Έکوچ قضیه به زیر قضیه�ی

است. جابه�جایی حلقه�ای ،ͳمتناه تقسیم حلقه�ی هر [٢٠٣ صفحه ،٢١] .۴١.١ قضیه

،a ∈ R هر برای که باشد داشته وجود n ͳطبیع عدد ،R دلخواه حلقه�ی برای اگر تعریف۴٢.١.

با n ͳطبیع عدد کوچ�Έترین باشد، کران�دار جم΄ عمل به نسبت R عناصر مرتبه�ها�ی ͳیعن ،na = ٠

م�ͳدهیم. نمایش char(R) نماد با را R مشخصه�ی م�ͳنامیم. R حلقه�ی مشخصه�ی را خاصیت این

است. صفر R مشخصه�ی گوییم باشد، نداشته وجود عددی چنین درصورت�ͳکه

مستقیم حاصل�ضرب با ی΋ریخت R هرگاه گوییم، تجزیه�پذیر حلقه�ی را R حلقه�ی تعریف۴٣.١.

باشد. ͳنابدیه حلقه�ی دو

عنصر R اگر تنها و اگر است تجزیه�ناپذیر R آن�گاه باشد، ی�Έدار حلقه�ا�ی R اگر .۴۴.١ نکته

باشد. نداشته ͳنابدیه مرکزی خودتوان

نظر در را R حلقه�ی در e خودتوان عنصر پیرس٢) (تجزیه [٣٠٨ صفحه ،٢١] .۴۵.١ گزاره

به�صورت م�ͳتوان را R حلقه�ی این�صورت در بΎیرید،

R = eRe⊕ eR(١− e)⊕ (١− e)Re⊕ (١− e)R(١− e)

کرد. تجزیه

که j و i ازای به باشد. ͳطبیع عدد Έی n و ی�Έدار حلقه�ای R کنید فرض .۴۶.١ تعریف

و ١ برابر آن ,i)ام j) درایه که م�ͳکنیم تعریف Mn(R) از عنصری را Eij عبارت ،١ 6 i, j 6 n

هستند. ٠ برابر آن درایه�های بقیه�ی

نماد با را Mn(F ) حلقه�ی وارون�پذیر عناصر همه�ی ،n ͳطبیع عدد و F میدان Έی برای

م�ͳدهیم. نمایش GL(n, F )

Peirce decomposition٢

٩
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�صورت این در باشد. عضوی q میدان Έی F و ͳطبیع عدد Έی n کنید فرض .۴٧.١ قضیه

.|GL(n, F )| = (qn − ١)(qn − q) · · · (qn − qn−١)

ماتریس Έی A ∈ Mn(F ) ماتریس .n > ٢ و باشد میدان Έی F کنید فرض .۴٨.١ تعریف

{α,Aα, . . . , An−١α} که طوری به باشد موجود α ∈ F n سطری بردار هرگاه م�ͳشود نامیده دوری

باشد. F روی برداری فضای Έی عنوان به F n برای پایه Έی

ماتریس حال .n > ٢ و باشد میدان Έی F کنید فرض [٢٣٧ صفحه ،١٩] .۴٩.١ قضیه

باشند. ی΋سان A ویژه چندجمله�ای و مینیمال چندجمله�ای اگر تنها و اگر است دوری A ∈Mn(F )

جابه�جا A با که ͳماتریس هر آن�گاه باشد، دوری ماتریس A اگر [٢٣٠ صفحه ،١٩] .۵٠.١ قضیه

است. A برحسب چندجمله�ای Έی شود

اگر است �ͳقطری�شدن Aماتریس .A ∈ Mn(F ) کنید فرض [٢٠۴ صفحه ،١٩] .۵١.١ قضیه

شود. تجزیه متمایز اول مرتبه�ی عوامل به F میدان روی A مینیمال چندجمله�ای اگر تنها و

ͳقطری�شدن ماتریس�های از Fخانواده�ای ⊆Mn(F ) فرضکنید [٢٠٧ صفحه ،١٩] قضیه۵٢.١.

ͳیعن است، ͳقطری�شدن همزمان F ماتریس این�صورت در م�ͳشوند. جابه�جا هم با دو به دو که باشد

است. قطری PAP−١ ،A ∈ F هر ازای به �طوری�که به دارد وجود P وارون�پذیر ماتریس

و اگر M ≃ N صورت این در باشند. ساده چپ R−مدول دو N و M کنید فرض .۵٣.١ لم

.Hom(M,N) ̸= ٠ اگر تنها

داریم آن�گاه باشد، ساده چپ R−مدول Έی M اگر (شور٣) [٣۵ صفحه ،٢١] .۵۴.١ لم

است. تقسیم حلقه�ی Έی EndR(M) یا EndR(M) = {٠}

اگر حال باشند. R حلقه�ی روی چپ Mnمدول�های ، . . . ،M١ ،M کنید فرض .۵۵.١ قضیه

آن ,i)ام j) درایه�ی که n× n ماتریس�های حلقه�ی با EndR(M) آن�گاه ،M =M١ ⊕ · · · ⊕Mn

م�ͳباشد. ی΋ریخت است، Hom(Mj,Mi) از عنصری

آن�گاه باشد، G ͳمتناه گروه از ͳزیرگروه H اگر (لاگرانژ۴) [٣٩ صفحه ،٢٠] .۵۶.١ قضیه

.|G| = [G : H]|H| داریم

Schur٣

Lagrange۴

١٠
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گراف�ها نظریه�ی در مفاهیمی ٢.١

�

ارائه�ی با هم�چنین م�ͳپردازیم. حلقه چندین صفر مقسوم�علیه�های گراف ͳبررس به بخش این �در

م�ͳشویم. آشنا بیشتر گراف این خواص و ویژگ�ͳها با مقوله این در ͳاساس و پایه�ای قضایای

م�ͳدهیم نشان deg(v) نماد با که v درجه�ی ،G در v رأس هر و Gگراف هر برای تعریف۵٧.١.

v به یال Έی با که G در ͳرأس هر هم�چنین م�ͳکنیم. تعریف v به متصل یال�های تعداد با برابر را

N(v) نماد با را v همسایه�های همه�ی مجموعه�ی م�ͳشود. نامیده v همسایه�ی Έی است، متصل

را آن رئوس درجه�ی کم�ترین و ∆(G) نماد با را Gگراف رئوس درجه�ی بیش�ترین م�ͳدهیم. نشان

رئوس همه�ی درجات هرگاه گوییم منتظم گراف Έی را G گراف م�ͳدهیم. نمایش δ(G) نماد با

باشند. مساوی هم با آن

را a از خارج�شونده یال�های تعداد ،Γ در aرأس هر برای ،Γ جهت�دار گراف در تعریف۵٨.١.

�گوییم. a ورودی درجه�ی را a به وارد�شونده یال�های تعداد و a ͳخروج درجه�ی

کامل یΈگراف را هستند متصل هم به آن متمایز رأس دو هر که ͳرأس nگراف تعریف۵٩.١.

م�ͳدهیم. نشان Kn نماد با و نامیده

آن در که است شده داده کامل صفر مقسوم�علیه گراف از مثال دو ۴.١ ش΋ل در .۶٠.١ مثال

است. عضوی ۴ میدان Έی F = {٠, a, b, c}

۴.١

١١

ش΋ل
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دو به بتوان را G رئوس مجموعه هرگاه گوییم ͳدوبخش گراف Έی را G گراف تعریف۶١.١.

قرار زیرمجموعه�ها این از ͳ΋ی در که ͳرأس دو هیچ بین که �طوری به کرد افراز مجزا زیرمجموعه�ی

Έی در که Gرأس دو هر هرگاه گوئیم کامل ͳگرافدوبخش Έی را Gگراف نباشد. ͳیال دارند،

n و m آن بخش دو اندازه�های که کامل ͳدوبخش گراف باشند. متصل ی΋دیΎر به نباشند، بخش

گراف Έی را K١,n صورت به کامل ͳدوبخش گراف Έی م�ͳدهیم. نشان Km,n نماد با را است

م�ͳنامیم. ستاره�

م�ͳبینید، را هستند ͳدوبخش که صفر مقسوم�علیه گراف�های از مثال�هایی ۵.١ ش΋ل در مثال۶٢.١.

است. عضوی ۴ میدان Έی F = {٠, a, b, c} آن در که

۵.١

از v١ v٢ · · · vk+١ مانند دنباله�ای P مسیر Έی از منظور ،G گراف در تعریف۶٣.١.

P مسیر طول k عدد به هستند. متصل هم به ͳمتوال رأس دو هر �طوری�که به است G متمایز رئوس

گوییم.

داده نمایش d(u, v) نماد با که v و u بین فاصله ،G در v و u رأس دو برای .۶۴.١ تعریف

در باشد. موجود مسیری چنین اگر م�ͳشود، تعریف v و u بین مسیر کوتاه�ترین طول برابر م�ͳشود،

diam(G) نماد با که را گراف قطر G گراف برای .d(u, v) = ∞ م�ͳدهیم قرار این�صورت غیر

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به و م�ͳدهیم نشان

diam(G) = sup {d(u, v) |u, v ∈ V (G), u ̸= v}.

G رئوس از v١ v٢ · · · vk+١ دنباله�ی Έی Gگراف در C دور از منظور تعریف١.۶۵.

گوییم. C دور طول k عدد به .v١ = vk+١ و هستند متمایز دو به� دو v١, . . . , vk به�طوری�که است

١٢

ش΋ل
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دور کوتاه�ترین طول آن�گاه باشد، دور Έی حداقل دارای G اگر ،G گراف برای تعریف١.۶۶.

م�ͳدهیم. نشان gr(G) نماد با و م�ͳنامیم G کمر را G در

.gr(G) = ∞ م�ͳکنیم تعریف آن�گاه نباشد، دوری هیچ شامل Gگراف اگر .۶٧.١ قرارداد

Έی ،G از v و u رأس دو هر بین هرگاه گوییم همبند گراف Έی را G گراف .۶٨.١ تعریف

باشد. موجود مسیر

رئوس از v و u مرتب زوج هردو بین اگر گوییم قوی همبند را G جهت�دار گراف تعریف۶٩.١.

یافت. مسیر Έی بتوان یال�ها جهت کردن دنبال با G

گوییم. درخت را دور بدون همبند گراف تعریف٧٠.١.

مجموعه بین φ دوسویی تابع Έی هرگاه گوییم ی΋ریخت را G٢ و G١ گراف دو تعریف٧١.١.

یال Έی x y ،G١ در y و x هر برای �طوری�که به باشد موجود G٢ رئوس مجموعه و G١ رئوس

باشد. G٢ در یال Έی φ(x) φ(y) اگر تنها و اگر است G١ در

بین ψ دوسویی تابع Έی هرگاه گوییم ی΋ریخت را Γ٢ و Γ١ جهت�دار گراف دو تعریف٧٢.١.

x −→ y ،Γ١ در y و x هر برای �که چنان باشد موجود Γ٢ رئوس مجموعه و Γ١ رئوس مجموعه

باشد. Γ٢ در یال Έی ψ(x) −→ ψ(y) اگر تنها و اگر است Γ١ در یال Έی

اگر م�ͳنامند، مستقل مجموعه�ی Έی را (G, V ) گراف در V از S زیرمجموعه .٧٣.١ تعریف

نباشند. مجاور G در S از رأس دو هیچ

خوشه Έی را G رئوس از X زیرمجموعه�ی باشد. گراف Έی G کنید فرض .٧۴.١ تعریف

گراف در یΈخوشه اندازه�ی بیش�ترین باشند. متصل هم به X در متمایز رأس هردو هرگاه م�ͳنامند

م�ͳدهند. نمایش ω(G) نماد با و نامیده G خوشه�ای عدد را G

اگر م�ͳگویند خوشه Έی را Γ جهت�دار گراف Έی رئوس از Ω زیرمجموعه�ی .٧۵.١ تعریف

اندازه�ی بیش�ترین باشند. Γ در یال دو y −→ x و x −→ y ،Ω در y و x متمایز رأس دو هر برای

م�ͳدهند. نمایش ω(Γ ) نماد با و نامیده Γ گراف خوشه�ای عدد ،Γ جهت�دار گراف در خوشه Έی

١٣


