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چͺیده

اسͺالر دیفرانسیل معادلات حدی چرخههای مطالعهی به پایاننامه این در

x
′
=

m∑
k=١

ak sin
ik(t) cosjk(t)xnk (١)

یͷچرخه دارای حداکثر معادله(١) مͬدهیم نشان مͬپردازیم. ik, jk, nk ∈ Z+ و ak ∈ R آن در که
و {ik} همچنین مͬبریم. کار به مسطح سیستمهای مورد در را آمده دست به نتایج است. حدی
a١, ..., am ∈ R انتخاب هر برای مرکز ͷی مسطح سیستم مبدا که مͬکنیم تعیین نوعͬ به را {jk}
باشیم. نداشته حدی چرخه مبدا اطراف a١, ..., am ∈ R انتخاب هر برای مͬدهیم نشان و باشد

سخت مسطح برداری میدان اسͺالر، دیفرانسیل معادلات حدی، چرخه کلیدی: واژگان
٧٨ نامه: پایان صفحات تعداد



ଘم৤قدৎ

گا঒شانصلا঻ࢌآड़و঩࣎م ৽از଒وارمদرБЗدر৮
ما඼ෙय़భباৣم଒ازධ්رشاناീীتادਛیآड़و঩࣎م

و
ୀاସభ୍م଒ازرभتارشख़࡛ࢴتآड़و঩࣎م...



೯دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

ૼنଡآৣم଒زরو਩یই࡫مازد॥تفلک
ඟ໖خকୀمزৣمජ໑ଘඟ໋ادم୆ود...

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



...ඟࢁพ়یو਩درداद
را ما و داد رهنمودمان علم کسب راه در و بخشید زندگͬمان که، را یͺتا خداوند نهایت بͬ سپاس

نمود. دانش و علم رهروان همنشین
محمد حاجͬ دکتر آقای جناب ارجمندم راهنمای استاد به نسبت را خود کران بͬ سپاس و تشͺر
یاری مرا پایاننامه این تدوین در خود دریغ بͬ راهنمایͬهای با که مͬدارم ابراز نژاد محمدی

نمودند.
نهایت بͬ نمودند، راهنمایͬ مرا که مطلق ربیعͬ امید دکتر آقای جناب محترم مشاور استاد از

سپاسͽذارم.
تشͺر نهایت جانفدا علیرضا دکتر آقای جناب و اسدی الʓه امان دکتر آقای جناب داور اساتید از
نماینده عنوان به که وزیری محمودزاده اسدالʓه دکتر آقای جناب از همچنین و دارم را قدردانͬ و

دارم. را تشͺر کمال داشتن حضور دفاع جلسه در تͺمیلͬ تحصیلات
دارم. را تشͺر نهایت کردند، راهنمایͬ مرا خالصانه که دوستان سایر و آشیانͬ خانم سرکار از

و ممنون بسیار بودن من همراه و مشوق راهنمایͬهایشان با مدت این در که عزیزم خانواده از
سپاسͽذارم.

૟අඌࣹهحاਆیآبادی
৘඼ෙ७ور۹۲
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پیشگفتار
روی بر آن دوم قسمت است. هیلبرت شانزدهم مسئله ریاضیات، دنیای در باز مسائل از ͬͺی
فرم به عمومͬ مسطح چندجملهای سیستم ͷی حدی چرخههای نسبͬ موقعیت و تعداد }بیشترین

x
′
= Pn(x, y)

y
′
= Qn(x, y)

سیستم ͷی در حدی چرخههای تعداد مͬکند. بحث هستند، n درجه چندجملهایهای Qn و Pn که
مͬنامند. هیلبرت عدد را آن و داده نشان Hn با را n درجه از چندجملهای

اما مͬباشد، نشده حل مسئله ͷی هنوز حدی چرخههای برای بالا کران کردن پیدا که آنجا از
کران که این بررسͬ و است Hn هیلبرت عدد پایین کران کنترل مسئله، این حل برای استراتژی ͷی

یابد. افزایش مͬتواند مقدار چه تا حدی چرخههای پایین
مͺعبͬ دیفرانسیل معادله حدی چرخههای تعداد مورد در پایاننامه این در

x
′
=

m∑
k=١

ak sin
ik(t) cosjk(t)xnk ,

تا مͬآوریم، وجود به {nk} و {jk} ،{ik} روی شرایطͬ مͬکنیم، بحث ،ik, jk, nk ∈ Z+ آن در که
باشد. داشته حدی چرخه ͷی حداکثر معادله

سخت مسطح اسͺالر دیفرانسیل معادلات پایاننامه این در }همچنین
x

′
= −y + F (x, y)

y
′
= x+ Fn(x, y)

فرض و مͬدهیم قرار بحث مورد را ،F (x, y) =
∑m

k=١ ak sin
ik(t) cosjk(t)xnk که طوری به را

است. سخت مسطح سیستمهای حدی چرخههای ماکزیمم تعداد نشانͽر H(n) مͬکنیم
است، ما کار اساس ٢ فصل مͬکنیم، بیان را است استفاده مورد بیشتر که تعاریفͬ ١ فصل در
کلͬ نتیجه ٣ فصل در و مͬآوریم دست به مختلف شرایط در را مͺعبͬ سیستم حدی چرخههای
بیان را سخت مسطح سیستمهای در مͺعبͬ حدی چرخههای از کاربردی همچنین و ٢ و ١ فصل

مͬکنیم.



١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه

٢



٣ هیلبرت شانزدهم مسئله تاریخͬ روند .١.١

.

هیلبرت شانزدهم مسئله تاریخͬ روند ١.١

برگزار پاریس شهر در که ریاضیات المللͬ بین کنفرانس دومین در ١ هیلبرت میلادی ١٩٠٠ سال در
از دوم قسمت که نمود مطرح را ریاضͬ مختلف شاخههای از نشده حل مساله ٢٣ از فهرستͬ کرد،
باقͬ ریاضͬ دنیای در باز مساله ͷی عنوان به هنوز که مͬباشد، زیر صورت به هیلبرت ١۶ مساله

n درجه چندجملهای سیستم حدی چرخههای ماکزیمم تعداد است. }مانده
x

′
=

∑n
i+j=٠ aijx

iyj

y
′
=

∑n
i+j=٠ bijx

iyj

چیست؟
سیستمهای از ͷهری حدی چرخههای ماکزیمم تعداد تعیین به هیلبرت ١۶ مساله دیͽر بیان به
ͷی در حدی چرخههای تعداد مͬپردازد، صفحه در آنها نسبͬ موقعیت و n درجه چندجملهای
مͬگویند. هیلبرت عدد آن به که دهند، مͬ نشان H(n) با یا Hn با را n درجه از چندجملهای سیستم
وجود هنوز n > ١ برای ولͬ H(١) = ٠ پس ندارند، حدی چرخه خطͬ برداری میدانهای چون
کرده حل را اول مساله که کرد دولاک٢ادعا میلادی ١٩٢٣ سال در است. نشده اثبات هیلبرت عدد

شد. رد ٣ نویͺف نقض مثال وسیلهی به او ادعای ١٩۶٠ سال در اما است.
H(٢) = ٢ که کردند ادعا و پیدا دوم مساله برای ۵جوابͬ لاندیس و ۴ ͬͺپتروفس ١٩٧۵ سال در

١Hilbert
٢Dulac
٣Nouikov
۴Petrofskii



۴ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١

است: زیر صورت به P٣(n) چندجملهای که H(n) ≤ P٣(n) و

P٣(n) =

{
١/٢(۶n٣ − ٧n٢ − ١١+ ١۶)
١/٢(۶n٣ − ٧n٢ + n+ ۴)

وسیله به آنها ادعای ١٩۶٠ درسال اما است. شده تعریف فرد n برای دومͬ و زوج n برای اولͬ که
͹ون و چن شͬ، نامهای به چینͬ ریاضͬدانان ١٩٧٩ سال در شد. رد ۶ نویͺف توسط نقضͬ مثال
نشان آنها ترتیب بدین دادند، ارائه را حدی چرخه ۴ با دوم درجه برداری میدانهای از مثالهایͬ
از چندجملهای سیستم ͷی که بود این بر باور ١٩٨٣ سال تا H٣ به راجع .H(٢) ≥ ۴ که دادند
چندجملهای سیستمهای از مثال ͷی ٧ لیتال اینͺه تا دارد. موضعͬ حدی چرخه ٨ حداکثر ٣ درجه
١٩٨۴ سال در .H٣ ≥ ١١ که داد نشان ترتیب بدین داد. ارائه حدی چرخه ١١ با ٣ درجه از
صفحه در استثنایͬ غیر تͺین نقاط با چندجملهای برداری میدانهای که کرد ثابت ٨ ایلیاشنͺو
جداگانه طور به ٩ اکال ١٩٩٢ سال در و ایلیاشنͺو ١٩٩١ سال در دارند. حدی چرخه متناهͬ تعداد
صفحه، در نیز تحلیلͬ برداری میدانهای بلͺه چندجملهای برداری میدانهای تنها نه که کردند اثبات

دارند. حدی چرخه متناهͬ تعداد
میدان هر آیا که سوال این به هیلبرت مساله طرح تاریخ از سال ٩٢ گذشت از بعد ترتیب این به

شد. حل گرفت مثبت جواب دارد؟ حدی چرخه متناهͬ تعداد صفحه در چندجملهای برداری
کران صفحه در چندجملهای برداری میدانهای حدی چرخههای آیا که سوال این به تاکنون ولͬ

است. جواب بͬ هنوز n = ٢ برای و نشده داده جواب هنوز دارند؟
مͬ کار به تقسیمبندی سه چندجملهای، سیستم ͷی در حدی چرخههای بررسͬ برای معمولأ
در که کرد ثابت بوتین و است دوم مرتبه سیستمهای به مربوط فقط که اول تقسیمبندی برند.
دومین . است سه برابر مͬشوند منشعب نقطه ͷی از که حدی چرخههای تعداد سیستمها این
به مربوط تقسیمبندی کاملترین و سومین است. جداکننده حدی چرخههای مورد در تقسیمبندی
سیستمهای به که است این اخیر تقسیمبندی ویژگͬهای از ͬͺی مͬباشد، چندگانه حدی چرخههای
حل راه ͷی هیلبرت، شانزدهم مساله پیچیدگͬ به توجه با مͬیابد. تعمیم بالاتر ابعاد با ͬͺدینامی
انشعابهای انواع وقوع بررسͬ و معلوم مسئله ͷی گرفتن نظر در مساله این مطالعه برای ممͺن

است. آن روی ممͺن
۵Landis
۶Novikov
٧J.B.Lietal
٨Ilyashenko
٩Ecalle



۵ نیاز مورد تعاریف .٢.١

نیاز مورد تعاریف ٢.١

خودگردان ثابت١١)سیستم (نقطه تعادل١٠ نقطهی x٠ ∈ Rn نقطه .١.٢.١ تعریف
x

′
= f(x) x ∈ Rn (١.١)

.f(x٠) = ٠ هرگاه مͬشود، نامیده

در را y = x − x٠ متغییر تغییر باشد سیستم(١.١) تعادل نقطه مبدا از غیر به نقطهای اگر
بنابراین .y′

= x
′ صورت این در مͬبریم، کار به سیستم(١.١)

y
′
= x

′
= f(x) = f(x٠ + y) = f(x٠) +

f
′
(x٠)

١! (x٠ + y − x٠) + ....

بنابراین ،f(x٠) = ٠ است سیستم(١.١) تعادل نقطهی x٠ چون
y

′
= Df(x٠)y +O(|y|٢) = Ay +O(|y|٢)

معادلات سیستم است. n× n ماتریس ͷی A = Df(x٠) آن در که
y

′
= Ay, A = Df(x٠) (٢.١)

مͬشود. نامیده سیستم(١.١) با متناظر شده خطͬ سیستم
و f١(X) = P (x, y) و X = (x, y)T کردن اختیار با باشند، حقیقͬ اعداد y و x کنید فرض
نوشت: زیر صورت به مͬتوان را X ′

= f(X) خطͬ غیر سیستم X ∈ R٢ برای f٢(X) = Q(x, y)

x
′
= P (x, y), y

′
= Q(x, y). (٣.١)

نمایشͬ خطͬ(٣.١) غیر سیستم r > ٠ برای x = rcosθ, y = rsinθ قطبͬ مختصات تبدیل با که
داشت: خواهد زیر صورت به

r
′

= P (r cos θ, r sin θ) cos θ +Q(r cos θ, r sin θ) sin θ,

rθ
′

= Q(r cos θ, r sin θ) cos θ − P (r cos θ, r sin θ) sin θ.

نوشت: مͬتوان زیر صورت به یا
dr

dθ
=

r[P (r cos θ, r sin θ) cos θ +Q(r cos θ, r sin θ) sin θ]

Q(r cos θ, r sin θ) cos θ − P (r cos θ, r sin θ) sin θ
(۴.١)

خطͬ(١.۴) غیر سیستم جواب از نمایشͬ ،(r, θ) = (r(t, r٠, θ٠), θ(t, r٠, θ٠)) که کنید فرض
مͬکند. صدق r(٠) = r٠ و θ(٠) = θ٠ اولیه شرط در که باشد

١٠equilibrium point
١١fixed point
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همسایͽͬای هرگاه مͬشود نامیده سیستم(١.١) منزوی تعادل نقطه x٠ تعادل نقطه .٢.٢.١ تعریف
نباشد. سیستم(١.١) از دیͽری تعادل نقطه هیچ شامل که باشد داشته وجود x٠ از

C١ نͽاشت ،E روی دینامیͺͬ(شار) سیستم ͷی .٣.٢.١ تعریف
φ : R× E −→ E

φt صورت این در ،φt(x) = φ(t, x) کنید فرض است. Rn از باز زیرمجموعه ͷی E که است،
مͬکند: صدق زیر شرایط در

١)φ٠(x) = x ∀x ∈ E

٢)φs(φt(x)) = φs+t(x) ∀s, t ∈ R, x ∈ E

٣)φ−t(φt(x)) = φt(φ−t(x)) = x ∀t ∈ R, x ∈ E.

است. E توی به E از C١ نͽاشت ͷی φt ،t ∈ R هر برای که مͬشود نتیجه بالا تعریف از
ͬͺدینامی سیستم ͷی ،φ(t, x) = eAtx آنگاه باشد، n × n ماتریس ͷی A اگر که است واضح

اولیه مقدار مساله جواب φ(t, x٠) ،x٠ ∈ Rn هر برای همچنین و مͬکنیم تعریف Rn روی
x

′
= Ax, x(٠) = x٠,

تابع آنگاه باشد E ⊂ Rn روی ͬͺدینامی سیستم ͷی φ(t, x) اگر کلͬ، طور به است.

f(x) =
d

dx
φ(t, x)|t=٠

اولیه مقدار مساله جواب φ(t, x٠) ،x٠ ∈ E هر برای و است ،E روی C١ برداری میدان ͷی
x

′
= f(x), x(٠) = x٠,

است. I(x٠) = (−∞,∞) ،φ(t, x٠) وجودی ماکسیمال بازه ،x٠ ∈ E هر برای علاوه به است.
سیستم این و مͬشود f ،C١ برداری میدان آمدن وجود به باعث ͬͺدینامی سیستم هر بنابراین
توصیف را برداری میدان این توسط شده تعریف دیفرانسیل معادله جواب مجموعه ،ͬͺدینامی

مͬکند.

از جواب منحنͬ ͷی یا مسیر ͷی φ(., x) : R −→ E تابع x ∈ E برای .۴.٢.١ تعریف
مͬ- x٠ نقطه از که مسیری و مͬکند عبور x ∈ E نقطهی از که مͬشود نامیده سیستم(١.١)

بنابراین مͬدهیم. نشان Γx٠ با را گذرد
Γx٠ = {x ∈ E|x = φ(t, x٠), t ∈ R}
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مͬدهیم: نمایش زیر صورت به مͬگذرد، x٠ ∈ E نقطهی از که را مثبتͬ مسیر نیم
Γ+
x٠ = {x ∈ E|x = φ(t, x٠), t ≥ ٠}

تعریف مشابه صورت به و داده نمایش Γ−
x٠ با را مͬگذرد، x٠ ∈ E نقطهی از که منفͬ مسیر نیم و

.Γ = Γ+ ∪ Γ− که است واضح مͬشود.

δ > ٠ ،ε > ٠ هر ازای به اگر مͬشود نامیده لیاپانوف١٢ پایدار x٠ ثابت نقطه .۵.٢.١ تعریف
،x ∈ Nδ(x٠) هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود

{ϕ(t, x) | t > ٠} ⊆ Nε(x٠).

در بماند. باقͬ ͷنزدی آن به آینده زمانهای برای شود، شروع x٠ ͷنزدی نقطهای از جوابͬ اگر یعنͬ
مͬشود. نامیده ناپایدار١٣ صورت این غیر

ماتریس هرگاه شود، مͬ نامیده سیستم(١.١) هذلولوی تعادل نقطه x٠ تعادل نقطه .۶.٢.١ تعریف
ناهذلولوی صورت این غیر در باشد. نداشته صفر حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار هیچ Df(x٠)

مͬشود. نامیده

باشد داشته وجود δ > ٠ اگر مͬشود، نامیده سیستم(١.١) برای مرکز١۴ ͷی مبدا .٧.٢.١ تعریف
Nδ(٠) ∼ {٠} مبدا محذوف ͬͽهمسای در خطͬ(١.١) غیر سیستم جواب منحنͬ هر که طوری به

باشد. بسته منحنͬ ͷی

مسیرهای از دنبالهای اگر مͬشود، نامیده سیستم(١.١) برای ١۵ کانونͬ یͷمرکز مبدا تعریف٨.٢.١.
برای و باشد Γn درون Γn+١ و limn→∞ Γn = ٠ که باشد داشته وجود مبدأ حول Γn مانند بسته
مͬکند میل Γn+١ و Γn سمت به مͬگذرد نقطه آن از که جوابͬ Γn+١ بیرون و Γn درون نقطه هر

.t → ±∞ وقتͬ

داشته وجود δ > ٠ اگر مͬشود، نامیده سیستم(١.١) برای پایدار١۶ کانون ͷی مبدا تعریف٩.٢.١.
وقتͬ |θ(t, r٠, θ٠)| → ∞ و r(t, r٠, θ٠) → ٠ ،θ٠ ∈ R و ٠ < r٠ < δ هر ازای به آنگاه باشد
r(t, r٠, θ٠) → ٠ اگر دیͽر بیان به نباشد. پایدار اگر مͬشود نامیده ناپایدار١٧ کانون ͷی و t → ∞

١٢Lyapunov stable
١٣unstable
١۴center
١۵Center-Focus
١۶ stable focus
١٧ unstable focus
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مبدا به مارپیچ١٨ͬ طور به جوابها مͬگوییم حالت این در ،t → −∞ وقتͬ |θ(t, r٠, θ٠)| → ∞ و
.t → ±∞ وقتͬ مͬکند میل

داشته وجود δ > ٠ اگر مͬشود، نامیده سیستم(١.١) برای پایدار گرهی ͷی مبدا .١٠.٢.١ تعریف
limt→∞ θ(t, r٠, θ٠) و r(t, r٠, θ٠) → ٠ ،t → ∞ وقتͬ ٠ < r٠ < δ هر ازای به که طوری به باشد
به مشخصͬ کاملا مماس خط راستای در مبدا محذوف ͬͽهمسای در مسیر هر یعنͬ باشد، موجود
r(t, r٠, θ٠) → ٠ ،t → −∞ وقتͬ شود مͬ نامیده ناپایدار گرهی ͷی مبدا و مͬشود ͷنزدی مبدا
کامل گرهی ͷی مبدا باشد. موجود θ٠ ∈ R و r٠ ∈ (٠, δ) همهی برای limt→−∞ θ(t, r٠, θ٠) و
مسیرهای بر مماس مͬگذرد مبدا از که شعاعͬ حال عین در و باشد گره ͷی اگر مͬشود نامیده

باشد. سیستم(١.١)

چشمه چاه، گره، کانون، مرکز، :١.١ شͺل

بͽیرید، نظر در را زیر شده خطͬ سیستم .τ = trA و δ = detA کنید فرض .١١.٢.١ قضیه
x

′
= Ax, x ∈ Rn (۵.١)

است. سیستم(١.۵) برای زینͬ ͷی مختصات مبدا آنگاه ،δ < ٠ اگر .١
است. سیستم(١.۵) برای گره ͷی مختصات مبدا آنگاه ،τ٢ − ۴δ ≥ ٠ و δ > ٠ اگر .٢

است. ناپایدار گره ،τ > ٠ و پایدار گره ،τ < ٠ چنانچه
است. سیستم(١.۵) برای کانون ͷی مختصات مبدا آنگاه ،τ ̸= ٠ و τ٢−۴δ < ٠ ،δ > ٠ اگر .٣

١٨ spiral
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است. ناپایدار کانون ،τ > ٠ و پایدار کانون ،τ < ٠ چنانچه
است. سیستم(١.۵) برای مرکز ͷی مختصات مبدا آنگاه ،τ = ٠ و δ > ٠ اگر .۴

کنید. مراجعه ٢۵ صفحه به[١٠] برهان.

وقتͬ مͬشود، نامیده سیستم(١.١) برای Γ مسیر ω-حدی نقطهی p ∈ E نقطه .١٢.٢.١ تعریف
مسیر α-حدی نقطهی q ∈ E مشابه، طور به .limn→∞ φ(tn, x٠) = pصورت این در ،tn → +∞

.limn→∞ φ(tn, x٠) = q صورت این در ،tn → −∞ وقتͬ مͬشود، نامیده سیستم(١.١) برای Γ
نشان ω(Γ) با و مͬشود نامیده Γ ω-حدی مجموعه ،Γ مسیر ͷی ω-حدی نقاط مجموعه
به و مͬشود نامیده Γ α-حدی مجموعه ،Γ مسیر ͷی α-حدی نقاط همه مجموعه و مͬشود داده

مͬشود. داده نمایش α(Γ) صورت

هر برای که صورتͬ در مͬشود نامیده سیستم(١.١) بسته جواب منحنͬ ͷی Γ .١٣.٢.١ تعریف
،x٠ ∈ Γ و t ∈ R

φ(t+ T, x٠) = φ(t, x٠), T > ٠.

گویند. φ(., x٠) تناوبͬ مسیر تناوب دوره مͬکند، صدق فوق رابطه در که T کوچͺترین به

از بستهای جواب منحنͬ هر سیستم(١.١) از تناوبͬ مسیر ͷی یا ١٩ چرخه ͷی .١۴.٢.١ تعریف
نیست. آن ثابت نقطه که است سیستم این

مجموعه Γ هرگاه مͬشود نامیده مسطح یͷسیستم از ٢٠ حدی یͷچرخه Γ چرخه تعریف٢.١.١۵.
از ͬͽهمسای ͷی در مسیرها یعنͬ باشد. خودش بجز سیستم از مسیرهایͬ α-حدی یا ω-حدی
دور آن از یا شوند مͬ ͷنزدی حدی چرخه این به مارپیچͬ صورت به بلͺه نیستند بسته حدی چرخه

شوند. مͬ

مجموعه فقط هرگاه مͬشود نامیده ٢١ پایدار حدی چرخه ͷی Γ حدی چرخه .١۶.٢.١ تعریف
در مسیری هر α-حدی مجموعه فقط اگر و باشد خودش از ͬͽهمسای ͷی در مسیری هر ω-حدی

شود. مͬ نامیده ٢٢ ناپایدار حدی چرخه ͷی باشد، خودش از ͬͽهمسای ͷی
١٩cycle
٢٠Limit cycle
٢١Stable limit cycle
٢٢Unstble limit cycle
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مجموعه هم هرگاه مͬشود نامیده ٢٣ پایدار شبه حدی چرخه ͷی Γحدی چرخه .١٧.٢.١ تعریف
سیستم مسیرهای از بعضͬ α-حدی مجموعه هم خودشو بجز سیستم مسیرهای از بعضͬ ω-حدی

باشد. خودش بجز

پایدار شبه حدی چرخه (c) و ناپایدار حدی چرخه (b) پایدار، حدی چرخه (a) :٢.١ شͺل

γ(t) متناوب مدار شامل Rn از بازی زیرمجموعه E و f ∈ C١(E) کنید فرض .١٨.٢.١ قضیه
اگر تنها و اگر نیست پایدار مجانبا γ(t) صورت این در باشد T تناوب دوره با ∫سیستم(١.١) T

٠
▽.f(γ(t))dt ≤ ٠.

کنید. مراجعه ٢٣٠ صفحه به[١٠] برهان.

بͽیرید. نظر در را زیر سیستم .١٩.٢.١ }مثال
x

′
= y + x(x٢ + y٢ − ١)(x٢ + y٢ − ٢) = p(x, y)

y
′
= x+ y(x٢ + y٢ − ١)(x٢ + y٢ − ٢) = q(x, y)

(۶.١)

سیستم(١.۶) با متناظر شده قطبͬ سیستم که مͬکنیم ملاحظه y = r sin θ و x = r cos θ اختیار با
است: زیر صورت }به

r
′
= r(r٢ − ١)(r٢ − ٢)

θ
′
= −١

عبارتنداز: سیستم(١.۶) تناوبͬ جوابهای
(x١(t), y١(t)) = (cos t,− sin t), (x٢(t), y٢(t)) = (

√
٢ cos t,−

√
٢ sin t).

تناوب دوره با تناوبͬ ثابت غیر جواب ͷی (x١(t), y١(t)) = (cos t,− sin t) که است واضح
واحد دایره (x(t), y(t)) صفحه در تناوبͬ جواب این بسته مدار و است سیستم(١.۶) برای ٢π
استفاده با دهیم، نشان را c١ بسته مدار ناپایداری یا پایداری اینکه برای است. c١ : x٢+ y٢ = ١

٢٣Semi stable
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داریم: قبل قضیه از

I =

∫ T

٠
(a١١(t) + a٢٢(t))dt

آن در که
a١١ =

∂p

∂x
|(cos t,− sin t) = −٢ cos٢ t, a٢٢(t) =

∂q

∂y
|(cos t,− sin t) = −٢ sin٢ t.

بنابراین

I =

∫ ٢π

٠
(−٢ cos٢ t− ٢ sin٢ t)dt = −٢|٢π٠ = −۴π < ٠,

است. پایدار حدی چرخه ͷی c١ : x٢ + y٢ = ١ مدار که مͬدهد نشان
مͬکنیم، تعیین c١ بسته مدار مجاورت در را خطͬ(١.۶) غیر سیستم جوابهای سایر رفتار حال
مͬکنیم. بررسͬ را ٢πتناوب دوره با (x٢(t), y٢(t)) = (

√
٢ cos t,−

√
٢ sin t) تناوبͬ جواب رفتار

حالت این در که است واضح

a١١(t) =
∂p

∂x
|(√٢ cos t,−

√
٢ sin t) = ۴ cos٢ t, a٢٢(t) =

∂q

∂y
|(√٢ cos t,−

√
٢ sin t) = ۴sin٢t.

بنابراین

I =

∫ ٢π

٠
(۴ cos٢ t+ ٢ sin٢ t)dt = ۴|٢π٠ = ٨π > ٠,

است. ناپایدار حدی چرخه ͷی c٢ : x٢ + y٢ = ٢ بسته مدار که مͬدهد نشان

ازای به هرگاه مͬشود، نامیده پایا x′
= f(x, t) سیستم به نسبت S ⊆ Rn .٢٠.٢.١ تعریف

.φ(t, t٠, x٠) ∈ S ،x٠ ∈ S

S ⊆ Rn و φ(t, t٠, x٠) ∈ S ،t ≥ t٠ و x٠ ∈ S ازای به هرگاه مͬشود نامیده مثبت پایای S ⊆ Rn

.φ(t, t٠, x٠) ∈ S t ≤ t٠ و x٠ ∈ S ازای به هرگاه مͬشود نامیده منفͬ پایای

خطͬ غیر معادلات ١.٢.١

و x ∈ Rn آن در که است x′
= f(x) خودگردان٢۴ n مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی کلͬ صورت

ͷی کلͬ صورت همچنین است. باز مجموعهای E ⊂ Rn و تابع ͷی f : E ⊂ Rn −→ Rn

و x ∈ Rn آن در که است x′
= f(x, t) صورت به خودگردان٢۵ غیر n مرتبه دیفرانسیل معادله

است. تابع ͷی f : E × I ⊂ Rn × R −→ Rn

٢۴autonomous
٢۵non autonomous
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که است x(t) : J −→ E مثل تابعͬ J ⊆ R بازه بر n مرتبه سیستم جواب از منظور
ناخودگردان دیفرانسیل معادلات برای و x

′
(t) = f(x(t)) خودگردان دیفرانسیل معادلات برای

است. x′
(t) = f(x(t), t)

معادلات مͬگیرد قرار استفاده مورد بیشتر تحقیق این در که دیفرانسیل معادلات از شاخهای
معادله آنگاه ،n = ٣ اگر مͬباشد. آبل دیفرانسیل

dx

dt
= a٣(t)x

٣ + a٢(t)x
٢ + a١(t)x+ a٠(t)

مͬشود.[٩] نامیده آبل معادله ،a٠, a١, a٢, a٣ : R → R, t ∈ [٠,١], x ∈ R آن در که

برداری های میدان انشعاب ٣.١

ظاهر آنها مبین معادلات در که هستند همراه پارامتر با اغلب دارند، ͬͺفیزی جنبه که سیستمهای
رخ جوابها کیفͬ ساختار در تغییراتͬ است ممͺن مͬکند، تغییر پارامترها این که وقتͬ مͬشود.
این که آنجایͬ از مͬشود. نامیده انشعاب مقدار پارامتر، مقدار و انشعاب٢۶ تغییرات، این دهد،
مͬشود. نامیده موضع٢٧ͬ انشعابهای مͬدهد رخ بحرانͬ نقطه مجاورت در معمولا انشعابها نوع

بͽیرید: نظر در را زیر پارامتری برداری میدان
ẏ = g(y, λ), y ∈ Rn, λ ∈ Rp (٧.١)

Ck کلاس از دیفرانسیلپذیر U ⊂ Rn × Rp چون باز مجموعه ͷی بر که است تابعͬ g آن در که
(y٠, λ٠) ∈ Rn×Rp مثل ثابت نقطه ͷی دارای (٧.١) برداری میدان که فرضمͬکنیم حال است.

.g(y٠, λ٠) = ٠ یعنͬ باشد،
مͬرسد: ذهن به اساسͬ سوال دو حال

ناپایدار؟ یا است پایدار برداری(٧.١) میدان از (y٠, λ٠) ثابت نقطه اول: سوال
دهد؟ قرار تاثیر تحت را (y٠, λثابت(٠ نقطه ناپایداری یا پایداری مͬتواند λتغییرات آیا دوم: سوال
نقطه مجاورت در را برداری(٧.١) میدان باید دهیم پاسخ اول سوال به بتوانیم اینکه برای
مجاورت در سیستم(٧.١) با متناظر شده خطͬ برداری میدان کنیم. خطͬسازی (y٠, λ٠) بحرانͬ

از: عبارتست (y٠, λ٠) بحرانͬ نقطه
y

′
= Dyg(y٠, λ٠), y ∈ Rn (٨.١)

٢۶bifurcation
٢٧local bifurcation



١٣ برداری های میدان انشعاب .٣.١

یعنͬ باشد، موهومͬ محور روی ویژه مقادیر برخͬ دارای Dyg(y٠, λ٠) اگر که داشت توجه باید
یعنͬ دهد، رخ مͬتواند سیستم برای جدیدی ͬͺدینامی رفتار باشد، سیستم ناهذلولوی ثابت نقطه
ͬͺدینامی رفتارهای مͬتواند یا و برود بین از ثابت نقاط یا آید وجود به جدیدی ثابت نقاط مͬتواند
سیستم برای آشوبناکͬ ͬͺدینامی رفتار حتͬ یا متناوب شبه یا متناوب حالت چون زمان به وابسته

دهد. رخ
حقیقͬ جزء دارای آن ویژه مقادیر مابقͬ و صفر ویژه مقدار ͷی دارای Dyg(y٠, λ٠) اگر حال
متحمل (y٠, λ٠) بحرانͬ نقطه مجاورت در سیستم(٧.١) ͬͺدینامی رفتار آنگاه باشند صفر مخالف
و شد خواهد بحرانͬ نقطه راستای در انشعاب شاخهای، دو انشعاب گره، زینͬ- نوع از انشعاب
دارای آن ویژه مقادیر بقیه و باشد محض موهومͬ ویژه مقدار جفت ͷی دارای Dyg(y٠, λ٠) اگر
شد. خواهد هاف٢٨ انشعاب نوع از انشعاب متحمل سیستم آنگاه باشند صفر مخالف حقیقͬ جزء

هاف انشعاب ١.٣.١

کافͬ قدر به yهای برای را مسیر ساختار بتوانیم که علاقهمندیم نͺته این به ما هاف انشعاب در
موجب به مͬکنیم. دنبال را منظمͬ روند تحلیل، و تجزیه برای کنیم. تعیین λ تغییرات با ͷکوچ
(y٠, λ٠) بحرانͬ نقطه مجاورت در را مسیر(٧.١) ساختار مͬتوان که مͬدانیم مرکزی خمینه قضیه
به آنکه بدون کرد. بررسͬ بعدی دو مرکزی خمینه ͷی روی پارامتری P برداری میدان ͷکم به
نͽه ثابت را ͷی جز به پارامترها همه یعنͬ P = ١ که کنید فرض شود، وارد لطمهای مساله کلیت

مͬکنیم. برآورد را سیستم کیفͬ رفتار و داشته
است: زیر نمایش دارای برداری میدان واقع )در

x
′

y
′

)
=

(
Reλ(µ) −Imλ(µ)
Imλ(µ) Reλ(µ)

)(
x
y

)
+

(
f١(x, y, µ)
f٢(x, y, µ)

)
به نمایش دارای سیستم بعدی دو مرکز خمینه روی یعنͬ .(x, y, µ) ∈ R١ × R١ × R١ آن در که

همچنین بود. خواهد بالا }صورت
λ(µ) = α(µ) + iω(µ)

λ(µ) = α(µ)− iω(µ)
(٩.١)

است: زیر صورت به فوق برداری میدان نرمال صورت .ω(٠) ̸= ٠ و α(٠) = ٠ آن در }که
x

′
= α(µ)x− ω(µ)y + (a(µ)x− b(µ)y)(x٢ + y٢) +O(| x |۵, | y |۵)

y
′
= ω(µ)x+ α(µ)y + (b(µ)x+ a(µ)y)(x٢ + y٢)O(| x |۵, | y |۵) (١٠.١)

٢٨Hopf bifurcation


