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In this dissertation we define the second bounded cohomology of a group, then the 

second bounded cohomology of a hypo-Abelian group will be defined. 
By using the derived series of a certain group it will be proved that Fujiwara’s 

conjecture for a hypo-Abelian group is true that is for groups without any non-

trivial perfect subgroups. 

 

  

  

  

  

 

Keywords: second bounded cohomology, hypo-Abelian groups, amenable group, 
residually solvable group. 



- ١ - 
 

  :مقدمه

کوهمولوژي کراندار دوم رده ي خاصی از گروه ها بررسی می  ،بنا شده است   [10] که براساس مرجع در این پایان نامه

قضیه ي  این تعریف در. گروه هاي گسسته تعریف شده استاولین بار روي  ( )∗   یعنیکوهمولوژي کراندار. شود

کوهمولوژي کراندار  (      )بعد ها گرومف . ه استارائه شد (      ℎ )و ثرستون  (ℎ     )هرش 

ي کراندار را ژاو هم چنین تئوري کوهمولو. از فضاي توپولوژیک را تعریف کرد وقضیه هاي مهمی در این باره اثبات نمود

  [6] .براي نمایش اهمیت آن روي هندسه ي ریمانی به کار بست

که کوهمولوژي کراندار از یک فضاي توپولوژیک مجهز به یک پوشش عمومی و  ه استثابت کرد [7] ایوانف در 

این موضوع مطالعه ي تئوري کوهمولوژي کراندار را به طور همزمان از دو نقطه نظر . گروههاي بنیادي اش، یکسانند

  .ژي ممکن می سازدوتئوري گروه و توپول

  .کرده است بیان  وه دلخواه زیر را براي کوهمولوژي کراندار گر حدسفوجی وارا نیز 

( )2  اگر . یک گروه باشد  فرض کنید  داراي بعد  ℝبه عنوان یک فضاي برداري روي  ( )2  ، آنگاه ∘≠

  [4]. نامتناهی است

به طور مثال . عد آنها متناهی استبا این حال گروه هایی وجود دارند که کوهمولوژي کراندار دوم آنها صفر نیست ولی ب

  :در نظر بگیریم، آنگاهرا 1 هاي روي  ورفیسمئهومهمه ي  (1 )      اگر  

  2       ( 1) ≅ ℝ 

((ℝ,2)  )2  یا این که  ≅ ℝ که در آن   (2,ℝ)  2گروه ماتریس هاي × با دترمینان برابر یک  ℝروي   2

  [9]. است
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یک خاصیت مشترك گروه هاي خطی این است . فوجی وارا را رد کنند گروه هاي خطی اند حدسمثال هایی که می توانند 

  .گرشان یکسان اند که داراي زیرگروه کامل اند یعنی گروه هایی که با زیر گروه تعویض

اي فوجی وارا را براي گروه هایی که دار حدساز سري مشتق شده از گروه ها استفاده می کنیم و  پایان نامه در این

  .در فصل صفر یک سري از تعاریف و قضایاي مورد نیاز بیان شده است. زیرگروه کامل نا بدیهی نیستند اثبات می کنیم

بین کوهمولوژي کراندار دوم و  یکریختیدو  بیان می شود و سپس در فصل اول، تعریف کوهمولوژي کراندار دوم

که کوهمولوژي  شوددر فصل دوم ثابت می . ذکر می شودش گر پذیرش و نیز زیر گروه تعویض میانگینزیرگروه نرمال 

سپس در فصل سوم ثابت می کنیم که . کراندار دوم از یک گروه حل پذیر باقیمانده، صفر یا با بعد نامتناهی است

−   ℎکوهمولوژي کراندار دوم از گروه هاي    .صفر یا با بعد نامتناهی است        

نشانه  ∎نماد . عدد ترتیبی نامتناهی است   .عنصر همانی آن است  یک گروه گسسته و   در این پایان نامه همه جا  

   .نمایش دهنده ي شماره ي تعریف یا قضیه است cو  b، بخش aیعنی فصل  c-b-aنماد  .ي پایان اثبات قضیه است
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  فصل صفر
  

 نیازتعاریف، مثال ھا وقضایای مورد 
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  تعاریف و مثال ها. 1- ∘

× مجموعه ي تمام ماتریس هاي   ×  یک میدان باشد و   فرض کنید  :تعریف 1- 1- ∘ یعنی با (  روي   

 در این صورت مجموعه ي . باشد)  درایه هاي متعلق به 

  ( , ) =   ∈      وارون پذیر است    ×  

هم چنین . می نامند  روي میدان   آن را گروه خطی عمومی از درجه ي . نسبت به ضرب ماتریس ها یک گروه است

  مجموعه 

  ( , ) = { ∈   ( , )|   ( ) = 1} 

  [3]. می نامند  روي میدان   این گروه را گروه خطی ویژه از درجه ي . نسبت به ضرب ماتریس ها یک گروه است

= یک گروه باشد و   فرض کنید  :تعریف 2- 1- ∘ {    1  1| ,  ∈   کوچک ترین زیر گروه . { 
  در  ́ به آسانی می توان نشان داد که . می نامیم  نشان می دهیم و آن را زیر گروه تعویض گر  ́ را با   حاوي 

 .آبلی است ⁄́  نرمال و 

  .یک گروه است پس می توان درباره ي زیرگروه هاي تعویض گر آن بحث کرد ́ چون 

 (2) = ,́  1 (́ )1 (́ )́ ́  زیر گروهی است که به وسیله ي همه ي عناصر  (2)  .́ ́    ́ ∈   .تولید شده است  ́ 

کار را به همین شیوه ادامه می دهیم و . نیز می باشد  است بلکه زیر گروه نرمال  ́ نه تنها یک زیرگروه نرمال  (2) 

( ) را با قرار دادن  ( ) زیرگروه هاي تعویض گر  مراتب بالاتر  = یک  ( ) هر . تعریف می کنیم ́ (1  )  

( ) است و   زیرگروه نرمال    [1]. یک گروه آبلی است ⁄(1  ) 
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−  که در آن        حقیقی مانند  2×2را گروه همه ي ماتریس هاي    :مثال 3- 1- ∘ تحت عمل  ∘≠  

 آنگاه. ضرب ماتریس ها در نظر می گیریم

 ́ =        ∈     −   = 1  

́ (ℝ,2)   به عبارت دیگر  =   (2, ℝ).  

∘   حقیقی مانند  2×2را گروه همه ي ماتریس هاي    :مثال 4- 1- ∘ تحت عمل ضرب  ∘≠  که در آن    

 در این صورت . ماتریس ها در نظر بگیرید

 ́ =   1  ∘ 1   ∈ ℝ . ∘ -1 -5 همان اعداد طبیعی یا همان اعداد اعداد ترتیبی متناهی،  ):و نا متناهی اعداد ترتیبی متناهی( تعریف

هم چنانکه اعداد اصلی نامتناهی از مجموعه ي نامتناهی نتیجه می شود، اعداد ترتیبی نامتناهی  .هستند... ، 3، 2، 1شمارشی 

اعداد ترتیبی متناهی یا نا متناهی را یک مفهوم اولیه فرض می . هم از مجموعه ي خوش ترتیب نامتناهی به وجود می آیند

  کنیم که 

, )   که آن را با یک عدد ترتیبی،  (≥, )به هر مجموعه ي خوش ترتیب ) الف نشان می دهیم، نسبت داده  (≥

وجود دارد به طوري که  (≥, )یک عدد ترتیبی باشد، یک مجموعه ي خوش ترتیب   اگر . می شود    ( , ≤) =  .  

, )   ) ب ≤) = اگر و تنها اگر  ∘= ∅.  

,1}~ داشته باشیم   به صورتی باشد که براي عدد ترتیبی  (≥, )اگر مجموعه ي خوش ترتیب ) پ 2, … ,  } 

, )   آنگاه  ≤) =  .  
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، ωکوچکتر یا مساوي معمولی، را به طور معمول با حرف یونانی ، با رابطه ي ℕعدد ترتیبی مجموعه ي اعداد طبیعی 

= نشان می دهیم یعنی     {1, 2, … }. 

> و به ازاي هر عدد  ∘< عدد ترتیبی حدي است اگر و تنها اگر    :اعداد ترتیبی حدي   چون  ترتیبی ، عددي 
> وجود داشته باشد به طوري که  <   .[2]  

 خانواده اي است از زیرگروه هاي   یک سري مشتق از یک گروه  :تعریف 6- 1- ∘

 =  (∘) ⊇  (1) ⊇  (2) ⊇ ⋯ 

≤ که در آن به ازاي    یعنی .است (1  ) زیر گروه تعویض گر از  ( ) ، 1

  (  1) ́ =  ( ) =   (  1), (  1)  
ترتیبی بالاتر است که با قانون زیر تعریف اعداد از سري مشتق به  ی، گسترش حال سري مشتق شده به طور نامحدود از 

  .می شود

 ( ) =   (  1), (  1)                 ∀ ≥ 1 

 (  ) =   (  )    

  .یک عدد ترتیبی حدي است  یک عدد ترتیبی و   که در آن 

  :هم چنین داریم

 ≤   ⟹  (  ) ⊴       
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  :به ویژه داریم

     ⊴  =  بتوان زنجیري متناهی از زیرگروه ها مانند گویند هر گاهرا حل پذیر   گروه  :تعریف 7- 1- ∘  ∀          ( ∘) 

 =  ∘ ⊃  1 ⊃  2 ⊃ ⋯ ⊃   =   

1   است، چنان یافت که هر گروه خارج قسمتی  1   یک زیرگروه نرمال    که در آن هر    [1]. آبلی باشد ⁄  

∘ هر گروه آبلی حل پذیر است زیرا  :مثال 8- 1- ∘ = 1 و    =  .صدق می کند 7-1-∘در تعریف   

1 با فرض . حل پذیر است) 3گروه متقارن از درجه ي ( 3  :مثال  9- 1- ∘ = {  , (1,2,3) , یک  1 ، { (1,3,2)

3 است و  3 زیرگروه نرمال  1 و  ⁄1   .اند 3و  2هر دو آبلی و به ترتیب از مرتبه هاي  ⁄ 

≤ به ازاي    : مثال  1∘- 1-∘   [1]. حل پذیر نیست 5

∋ را نرُم دار گویند اگر براي هر    برداري فضاي :تعریف 11- 1-∘ باشد به طوري که  ‖ ‖عدد حقیقی مثبت   

 . در شرایط زیر صدق کند

∀ ,  ∈   ,  ∈ ℝ:      (1)   ‖ +  ‖ ≤ ‖ ‖+ ‖ ‖                                                 (2)    ‖  ‖ = | |‖ ‖                                                 (3)    ‖ ‖ >∘ یک فضاي نرُم دار و هر دنباله ي کشُی در آن همگرا   فضاي باناخ گویند هرگاه یک را   فضاي  :تعریف 12- 1-∘ [12]       ∘≠            

  [12]. باشد
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است به طوري که به ازاي   روي   ، یک تابع حقیقی مانند  یک نیم نرم روي یک فضاي برداري  :تعریف 13- 1-∘

∋ , هر  ∋ و    ℝ داشته باشیم: 

(1)    ( +  ) ≤  ( ) +  ( ) (2)     (  ) =  .است Sروي  خطیمجموعه ي تمام توابع کراندار ( )  آنگاه. یک مجموعه باشد S فرض کنیم :تعریف 14- 1-∘ [12]           ( ) | |

‖ ‖یک فضاي باناخ با نرم  ( )   =    {| ( )|;  ∈  .است { 

( ) : تابع خطی  ⟶ ℝ  میانگین است اگر به ازاي هر ∈ ;|( ) |}     :داشته باشیم ( )   ∈  } ≤  ( ) ≤    {| ( )|;  ∈  }. 
با توجه به فرمول زیر  ( ) از چپ روي   از راست عمل کند آنگاه   روي   فرض کنید گروه گسسته ي 

( ) .   :عمل خواهد کرد =  (  )         ∈  ,  ∈  ( ),  ∈   
∋ راست گوییم اگر به ازاي هر  پایايرا  ( ) روي   میانگین  ∋ و    . )   :داشته باشیم ( )   ) =  ( ). 
 [7] .پذیر گویند میانگینرا   وجود داشته باشد،  ( ) ثابت راست روي  پایاياگر یک 

گروه هاي متناهی، گروه هاي آبلی، گروه هاي حل پذیر، زیرگروه ها و تصاویر همو مورفیک از یک  :مثال 15- 1-∘

 .پذیرند میانگینپذیر همگی  میانگینگروه 

 :را به صورت زیر تعریف می کنیم   . مدول باشد- نیز یک   یک گروه و   فرض کنید  :تعریف 16- 1-∘

  = { ∈  :   =      ∀ ∈  }.  
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=  یعنی گرش برابر باشد اگر با زیر گروه تعویضاست ، کامل   یک گروه :تعریف 17- 1-∘  ́. 

  .زرگتري قرار نداشته باشدبماکزیمال، زیرگروهی کامل است که در هیچ زیرگروه کامل کامل یک زیر گروه 

 .گروه کامل است (ℝ,2)   :مثال 18- 1-∘

−   ℎرا   یک گروه  :تعریف 19- 1-∘ . گویند اگر هر زیرگروه کامل ماکزیمال در آن بدیهی باشد        

−   ℎبه عبارت دیگر گروه هاي   .داراي زیرگروه کامل نابدیهی نیستند        

−   ℎهمه ي گروه هاي آبلی  :مثال  2∘- 1-∘  .هستند        

= یک سري نرمال  :تعریف 21- 1-∘  ∘ >  1 >  2 > ⋯ >   = یک   را براي یک گروه  { }

≥∘( ⁄1     ،  گویند اگر به ازاي هر   سري مرکزي براي   <  [3]. باشد ⁄1    ، در مرکز ) 

 [3]. را پوچ توان گویند اگر داراي یک سري مرکزي باشد  یک گروه  :تعریف 22- 1-∘

گروه گویند اگر به ازاي هر - را یک   . یک عدد اول باشد  یک گروه و   فرض کنید  :تعریف 23- 1-∘  ∈ ( ) وجود داشته باشد به نحوي که    ، عدد صحیح نامنفی   =   [3]) است  مرتبه ي عنصر  ( ) . (   

 .گروه هستند- یک    تمام گروه هاي متناهی  از مرتبه ي توانی از :مثال 24- 1-∘
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  قضایا. 2- ∘

( )  ، وقتی و فقط وقتی  حل پذیر است که به ازاي عدد صحیحی چون    :لم. 1- 2- ∘ = ( ). [1]  

  [3]. گروه متناهی پوچ توان است- یک عدد اول باشد، آنگاه هر   اگر  :قضیه. 2- 2- ∘

  [3]. هر گروه پوچ توان حل پذیر است :قضیه. 3- 2- ∘

  :کهقسمی ه ب هست  و زیرگروه نرمالی از آن مانند   ، گروه آزاد چون  به ازاي هر گروه  :قضیه. 2-4- ∘ 
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  فصل اول 
  

 کوھمولوژی کراندار دوم
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می شود و چند قضیه ي اساسی در مورد کوهمولوژي کراندار دوم یک  تعریف ( )∗  در این فصل کوهمولوژي کراندار 

  .و اثبات می شود نپذیرش بیا میانگینهاي تعویض گر و  گروه و زیر گروه

 کوهمولوژي کراندار .1- 1

 .تعریف می کنیم  در این بخش کوهمولوژي کراندار را براي گروه دلخواه 

≤ به ازاي عدد صحیح و مثبت    :فرض کنید 1

  ( ) =   :  ⟶ ℝ   =  ×  × …          
 .  یک تابع است ,   بار

  :به کمک دنباله ي کمپلکس زیر تعریف می شود ( )∗ کوهمولوژي معمولی 

∘     1 ∘      ⎯⎯⎯⎯⎯ ℝ     ∘ ∘      ⎯⎯⎯⎯  ( )         1        ⎯⎯⎯⎯  2( )         2        ⎯⎯⎯⎯  3( )                      ⎯⎯⎯⎯⎯ … 

≤ که  به ازاي هر  1:  

  ( )( 1, … ,   1 ) =  ( 2, … ,   1) + ∑ (−1)  ( 1, … ,     1, … ,   1)   1 +(−1)  1 ( 1, … ,  )                                                                                         (1 − 1) 

( )  ام برابر    و کوهمولوژي مرتبه ي =           1
  .است 

( )  فرض کنید : تعریف. 1- 1- 1 = { :  ⟶ ℝ|‖ ‖ < ∞}.  

‖ ‖ =    {| ( 1 , … ,  )|: ( 1, … ,  ) ∈   }. 
 :دنباله ي کمپلکس زیر را در نظر می گیریم
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∘     1 ∘      ⎯⎯⎯⎯⎯ ℝ     ∘ ∘      ⎯⎯⎯⎯  ( )         1        ⎯⎯⎯⎯  2( )         2        ⎯⎯⎯⎯  3( )                      ⎯⎯⎯⎯⎯ …       (2 − 1) 

  :که در آن

  ( )( 1 , … ,   1 ) =  ( 2, … ,   1) + ∑ (−1)  ( 1, … ,     1, … ,   1)   1 +(−1)  1 ( 1, … مین کوهمولوژي از کمپلکس      (  , 2)اُ − مین کوهمولوژي کراندار از   را  (1 و با  می نامیم ℝضریب بدیهی با   اُ    ( ) =           1
( )∘  حال داریم  . نمایش می دهیم  = ker( ∘) = ℝ .هم چنین:  

  1( ) = ker( 1) = { ∈  ( )| 1( ) =∘}= { ∈  ( )| ( 2) −  ( 1 2) +  ( 1) =∘}= { ∈  ( )| ( 1 2) =  ( 1) +  ( 2)}. 
 ℝبه   اگر همومورفیسم کراندار از . است ℝبه   کراندار از فضایی از همه ي همومورفیسم هاي  ( )1  بنابراین 

  موجود نباشد آنگاه

  1( ) =    ( 1) =∘. 
 

 

 

 

 

 

 


