


چͺیده

نماینده�ای عنوان به محدب Φتوابع کلاس زیر�دیفرانسیل Φ ϵ مطالعه به پژوهش این در

سپس و پرداخته X، ͳته غیر مجموعه روی مقدار ͳحقیق توابع خانواده ، Φ از ساده

پیوسته نیم� و ͳزیر�خط توابع م�ͳباشدزیر�دیفرانسیل باناخ ΦکهXیΈفضای = X∗ درحالت

پیوسته ونیم� محدب مثبت، همΎن توابع زیر�دیفرانسیل نتیجه عنوان به م�ͳشود. آنالیز ͳپایین

قضیه بیان با م�ͳگیرد. قرار ͳبررس مورد تقریب-کراندار نام به توابع از خانواده�ای و ͳپایین

زیر و بودن منظم محدب، تقریباً توابع ͳمعرف و نقطه�ای سه میانگین مقدار نابرابری تقریب

م�ͳدهیم. قرار مطالعه مورد را توابع این کلارک زیر�دیفرانسیل بودن ماکسیمال ی΋نوای
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مقدمه
در و م�ͳآید به�شمار آنالیز در ویژه مباحث از ͳ΋ی محدب، توابع سازی بهینه که ازآنجا

خانواده زیر�دیفرانسیل دانستن م�ͳگیرد، قرار توابع این زیر�دیفرانسیل در صفر حالت این

افراد دلیل همین به است. برخوردار ویژه�ای آنهاازاهمیت وزیرمجموعه�های محدب توابع

١فابین ،Έبوراچی افراد، این جمله از داده�اند، ارائه را ͳمقالات موضوع این پیرامون زیادی

Xبا باناخ فضای مقدارfروی ͳحقیق تابع زیر�دیفرانسیل تقریب مورد ٢در بازان فلورس

در مبسوط بطور و ارائه را ͳباشدفرمول ͳپائین نیم�پیوسته و محدب تابعfسره، اینکه شرط

کرده�اند. بحث آن مورد

مطالعه به محدب Φ توابع تعریف با اول فصل در م�ͳباشد: فصل دو شامل نامه پایان این

Φ = X∗ حالت بادرنظرگرفتن دوم بخش در سپس م�ͳپردازیم آنها زیردیفرانسیل Φ ϵ

ͳزیر�خط توابع زیردیفرانسیل Φ ϵبرای تقریبی Xم�ͳباشد باناخ توپولوژیفضای که∗Xدوگان

زیر�دیفرانسیل مشخصه�های ازبخشدوم، نتیجه�ای عنوان به و اورده بدست ͳنیم�پیوسته�پائین و

به فصل، انتهای در م�ͳکنیم، بیان را ͳنیم�پیوسته�پائین و محدب مثبت، همΎن توابع

تقریب قضیه بیان با دوم فصل در م�ͳپردازیم. تقریب-کراندار توابع زیر�دیفرانسیل ͳبررس

ی΋نوای زیر و بودن منظم محدب، تقریباً توابع ͳمعرف و نقطه�ای سه میانگین مقدار نابرابری
١Burachik
٢FabianFlores-Bazan



ت مقدمه

م�ͳدهیم. قرار مطالعه مورد را توابع این کلارک زیر�دیفرانسیل بودن ماکسیمال



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و مفاهیم

این در که اولیه مفاهیم ͳمراج΄[٣]،[١٣]،[١٧]و[١٨]برخ به توجه با فصل این در

م�ͳکنیم. بیان را است گرفته قرار استفاده مورد پژوهش

فضای مثال بطور م�ͳنامیم، باناخ فضای را X کامل نرم�دار ͳخط فضای تعریف١.٠.١.

است. باناخ فضای Έی Rn

م�ͳباشد. X باناخ فضای توپولوژی دوگان ،X∗ تعریف٢.٠.١.

x∗ ∈ X∗ و x ∈ X م�ͳنویسیم م�ͳشودکه تعریف ⟨., .⟩ ∗Xبصورت و X بین ͳدوخط دوگان

.x∗(x) = ⟨x∗, x⟩ و

زیرتعریف صورت به را y و x بین واصل خط ،X باناخ فضای در .٣.٠.١ تعریف

م�ͳکنیم:

[x, y] := {z̄ ∈ X | z̄ = λx+ (١− λ)y λ ∈ [٠,١]}

م�ͳباشند. y xو بین واصل باز خط (x, y) و باز نیمه واصل خطوط (x, y] و [x, y)



٢ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به d[x,y] : X −→ R تابع تعریف٠.١.۴.

d[x,y](z) := min
z̄∈[x,y]

∥z̄ − z∥ x, y, z ∈ X هر برای

م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت را Bλ(x)، ،λ > xو٠ ∈ X برای تعریف٠.١.۵.

B(x, λ) = Bλ(x) = {z ∈ X : ∥ x− z ∥≤ λ}

م�ͳدهیم. نمایش SX با و م�ͳگیریم نظر در X در ی΋ه گوی را B(٠,١)

م�ͳکنیم: تعریف زیر ,∗B(xرابصورت λ)،λ > ∗xو٠ ∈ X∗برای تعریف٠.١.۶.

B(x∗, λ) = {z∗ ∈ X∗ : ∥x∗ − z∗∥∗ ≤ λ}

داریم: زیر بصورت را X∗ روی ∥ · ∥∗ آن در که .

∥x∗∥∗ = sup
x∈X
x̸=٠

⟨x∗, x

∥x∥
⟩

م�ͳدهیم. نمایش SX∗ با و م�ͳگیریم نظر در X∗ در ی΋ه گوی را B(٠,١)

بصورت را [x, y]نواخت΋ی بسته ͳΎهمسای−λ ،x, y ∈ X و λ > برای٠ تعریف٧.٠.١.

داریم: زیر

B([x, y], λ) := {z ∈ X | d[x,y](z) ≤ λ}.

شاخص تابع است، باناخ فضای Έی X آن در که C ⊆ X برای تعریف٨.٠.١.

IC : X −→ R ∪ {+∞}

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به را

IC(x) =


٠ ٠ ∈ C

+∞ اینصورت غیر در

هرگاه گوییم، ͳپائین نیم�پیوسته x ∈ Xرادر f : X −→ R ∪ {+∞} تابع تعریف٩.٠.١.

آن در که باشد بسته epi f

epi f = {(x, t) ∈ X × R : f(x) ≤ t}



٣ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

.f(x′) −→ f(x) و x′ −→ x که است این معنای ′xبه −→f x عبارت

x, y ∈ X هر برای هرگاه گوییم محدب را f : X −→ R∪ تابع{∞+} تعریف١٠.٠.١.

باشیم: داشته λ ∈ [٠,١] و

f(λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y)

x, y هر∋ اگربرای گوییم محدب شبه را f : X −→ R ∪ {+∞} تابع تعریف١١.٠.١.

باشیم: داشته z ∈ [x, y]وX

f(z) ≤ max{f(x), f(y)}.

باشد. هرگاهf−محدب گوییم مقعر را f : X −→ R ∪ {+∞} تابع تعریف١٢.٠.١.

مقعر و محدب fگاه هر گوییم آفین را f : X −→ R ∪ {+∞} تابع .١٣.٠.١ تعریف

باشد.

صورت این در .f : X −→ R ∪ {+∞} کنید فرض تعریف٠.١.١۴.

dom f := {x ∈ X | f(x) < +∞}

م�ͳباشد. f موثر دامنه بیانگر

و dom f ̸= ∅ هرگاه گوییم سره را f : X −→ R ∪ {+∞} تابع .١۵.٠.١ تعریف

.f ̸≡ +∞

محدب سره، f بطوری΋ه f : X −→ R∪{+∞} توابع مجموعه Γ٠(X) تعریف٠.١.١۶.

باشد ͳپائین نیم�پیوسته و

گوییم L لیپ�شیتز ثابت با لیپ�شیتز را f : X −→ R ∪ {+∞} تابع .١٧.٠.١ تعریف

،x, y ∈ X هر برای هرگاه

|f(x)− f(y)| ≤ L∥x− y∥.



۴ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

هرگاه م�ͳنامیم n درجه از مثبت همΎن fرا : X −→ R∪ {+∞} تابع تعریف١٨.٠.١.

t > ٠ و x ∈ Xهر برای

f(tx) = tnf(x).

و محدب f هرگاه گوییم ͳزیرخط را f : X −→ R ∪ {+∞} تابع .١٩.٠.١ تعریف

باشد. Έی درجه از مثبت همΎن

باشیم داشته λ ≥ ٠ aو ∈ A هر برای هرگاه گوییم مخروط را A ⊆ X تعریف٢٠.٠.١.

.λa ∈ A

.[x, y] ⊆ A ،x, y ∈ A هر برای هرگاه گوییم محدب را A ⊆ X تعریف٢١.٠.١.

محدب مخروط dom f آن�گاه باشد، ͳزیرخط f : X −→ R∪{+∞} اگر .٢٢.٠.١ قضیه

است.

مرج΄[١٢]. به کنید رجوع اثبات.

مخروط epi f اگر تنها و اگر است ͳزیرخط f : X −→ R∪{+∞} تابع .٢٣.٠.١ قضیه

باشد. محدب

.[١٨] مرج΄ به کنید رجوع اثبات.

x ∈ dom f در f فنچل زیردیفرانسیل ، f ∈ Γ٠(X) کنید فرض .٢۴.٠.١ تعریف

است: زیر مجموعه

∂f(x) := {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x) ∀y ∈ X}.



۵ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

اگربرای م�ͳشود. نامیده ی΋نوا ،T : X ⇒ X∗ مقدار مجموعه عملΎر تعریف٠.١.٢۵.

باشیم: داشته y∗ ∈ T (y), x∗ ∈ T (x) هر

⟨x∗ − y∗, x− y⟩ ≥ ٠

م�ͳباشد. f(x)∂ی΋نوا : X ⇒ X∗ مقدار مجموعه عملΎر .٢۶.٠.١ قضیه

مرج΄[١٨]. به کنید رجوع اثبات.

اگر گوییم دوره�ای ی΋نوای را T : X ⇒ X∗ مقدار مجموعه عملΎر .٢٧.٠.١ تعریف

باشیم: داشته ((xi, x
∗
i ))

n
i=٠ ⊂ grT و n ∈ N هر برای

n∑
i=٠

⟨xi+١ − xi, x
∗
i ⟩ ≤ ٠ (١.١)

.xn+١ := x٠ که

م�ͳباشد. ی΋نوا دوره�ای، ی΋نوای هر

است. دوره�ای ی΋نوای عملΎر Έی ∂f باشد، سره f : X −→ R ∪ {+∞} تابع اگر

و (xi)
n
i=٠ ⊂ dom f آن�گاه ((xi, x∗i ))ni=٠ ⊂ gr ∂f و n ∈ N زیرا

⟨xi+١ − xi, x
∗
i ⟩ ≤ f(xi+١)− f(xi) ∀i,٠ ≤ i ≤ n

iداریم: = ٠, ..., nبرای بالا های نابرابری کردن جم΄ با .xn+١ := x٠ که

Σn
i=٠⟨xi+١ − xi, x

∗
i ⟩ ≤ ٠

م�ͳباشد. ای دوره ی΋نوای f∂عملΎر لذا

اگر گوییم ی΋نوا شبه ، T : X ⇒ X∗ مقدار مجموعه عملΎر تعریف٢٨.٠.١.

x∗ ∈ T (x), y∗ ∈ T (y), ⟨x∗, y − x⟩ > ٠ =⇒ ⟨y∗, y − x⟩ ≥ ٠

نامیده زیری΋نوا ،x٠ ∈ X در T : X ⇒ X∗ مقدار مجموعه عملΎر .٢٩.٠.١ تعریف

هر برای که طوری به باشد داشته وجود δ > ٠ ،ϵ > ٠ هر برای اگر م�ͳشود.



۶ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

باشیم: داشته y∗ ∈ T (y), x∗ ∈ T (x) هر و x, y ∈ B(x٠, δ)

⟨x∗ − y∗, x− y⟩ ≥ −ϵ∥x− y∥

جهت�دار زیری΋نوای x٠ ∈ X در T : X ⇒ X∗ مقدار مجموعه عملΎر تعریف٣٠.٠.١.

که طوری به باشد داشته وجود δ > ٠ .ϵ > ٠ و d ∈ SX هر برای اگر م�ͳشود. نامیده

x∗ ∈ T (x) و y∗ ∈ T (y) هر و x− y

∥x− y∥
∈ B(d, δ) و x ̸= y ،x, y ∈ B(x٠, δ) هر برای

باشیم: داشته

⟨x∗ − y∗, x− y⟩ ≥ −ϵ∥x− y∥

جهت�دار ی΋نوای زیر را T : X ⇒ X∗ مقدار مجموعه عملΎر .٣١.٠.١ تعریف

زیر عملΎر و باشد جهت�دار ی΋نوای زیر ،x٠ در اگر گوییم x٠ ∈ X در ماکسیمال

که بطوری باشد نداشته وجود S : X ⇒ X∗ چون x٠ ∈ X در دیΎری جهت�دار ی΋نوای

.T (x٠) ̸= S(x٠) و هستند x٠ �ͳΎهمسای در که xهایی برای T (x) ⊂ S(x)

و باشد دوره�ای ی΋نوای مقدار چند تابع Έی T : X ⇒ X∗ کنید فرض .٣٢.٠.١ قضیه

م�ͳگیریم: نظر در زیر بصورت را fT : X −→ R̄ تابع (x٠, x∗) ∈ grT

fT (x) := sup(⟨x− xn, x
∗
n⟩+

n−١∑
i=٠

⟨xi+١ − xi, x
∗
i ⟩) (٢.١)

اینصورت در م�ͳشود. اعمال است n ∈ N که ((xi, x
∗
i ))

n
i=٠ ⊂ grT تمام برای سوپرمم که

.x ∈ X هر برای T (x) ⊂ ∂fT (x) و fT (x٠) = ٠ و fT ∈ Γ٠(X)

مرج΄[١٨]. به کنید رجوع اثبات.

xبصورت ∈ dom f در f : X −→ R ∪ فنچل{∞+} زیردیفرانسیل ϵ تعریف٣٣.٠.١.

م�ͳشود: تعریف زیر

∂ϵf(x) := {x∗ ∈ X∗ : ⟨x∗, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x) + ϵ ∀y ∈ X}



٧ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

داریم: زیر بصورت را f تابع زیردیفرانسیل گراف و دامنه

Dom ∂f := {x ∈ x | ∂f(x) ̸= ∅}

graph ∂f := {(x, x∗) ∈ X ×X∗ | x∗ ∈ ∂f(x)}

graph ∂ϵf := {(x, x∗ ∈ X ×X∗ | x∗ ∈ ∂ϵf(x)}

مجموعه عملΎر ،f : X −→ R ∪ {+∞} تابع کلارک دیفرانسیل زیر تعریف٠.١.٣۴.

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به که م�ͳباشد ∂Cf : X ⇒ X∗ مقدار

داریم: x ∈ dom f برای و ∂Cf(x) := ∅ آن�گاه ،x ̸∈ dom f اگر

∂Cf(x) :=
{
x∗ ∈ X∗ | ⟨x∗, h⟩ ≤ f ′

CR(x;h), ∀h ∈ X
}

(٣.١)

م�ͳباشد: زیر صورت به و است کلارک-راکفلر مشتق زیر ،f ′
CR(x;h) آن در که

f ′
CR(x;h) := sup

λ>٠
lim sup

t↘٠
x′−→f x

inf
h′∈B(h,λ)

f(x′ + th′)− f(x′)

t
(۴.١)

آنگاه L ≥ ٠ rو > ٠ هر ,B(xبرای r) Lروی ثابت با شیتز fلیپ تابع اگر

f ′
CR(x;h) := inf

δ>٠
sup

∥x′−x∥≤δ,٠<t≤δ

f(x′ + th)− f(x′)

t

f : X −→ R∪{+∞} تابع فرشه زیردیفرانیسل و هادامارد دیفرانیسل زیر تعریف٠.١.٣۵.

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به را x ∈ X در

∂Hf(x) := {x∗ ∈ X∗ | ⟨x∗, h⟩ ≤ lim inf
t↘٠

h′−→h

f(x+ th′)− f(x)

t
, ∀h ∈ X} (۵.١)

∂Ff(x) := {x∗ ∈ X∗ | lim inf
∥h∥−→٠

f(x+ h)− f(x)− ⟨x∗, h⟩
∥h∥

≥ ٠} (۶.١)

زیردیفرانیسل�های بین زیر رابطه x ∈ X در f : X −→ R∪{+∞} تابع برای قضیه٠.١.٣۶.

است. برقرار کلارک و هادامارد فرشه،

∂Ff(x) ⊂ ∂Hf(x) ⊂ ∂Cf(x)



٨ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

.∂Ff(x) ⊂ ∂Hf(x) م�ͳدهیم نشان ابتدا اثبات.

داریم: بنابراین x∗ ∈ ∂Ff(x) کنیم فرض

lim inf
∥h∥−→٠

f(x+ h)− f(x)− ⟨x∗, h⟩
∥h∥

≥ ٠

بنابراین: .t −→ ٠ و ∥v∥ = ١ جائی΋ه h = tv کنیم فرض

lim inf
t↘٠

f(x+ tv)− f(x)− ⟨x∗, tv⟩
|t|

≥ ٠

داریم: لذا lim
t↘٠

⟨x∗, tv⟩
|t|

= ⟨x∗, v⟩ آنجائی΋ه از

lim inf
t↘٠

v′−→v

f(x+ tv′)− f(x)

t
≥ ⟨x∗, v⟩

.x∗ ∈ ∂Hf(x) بنابراین

.∂Hf(x) ⊂ ∂Cf(x) م�ͳدهیم نشان حال

داریم: لذا x∗ ∈ ∂Hf(x) کنیم فرض

⟨x∗, h⟩ ≤ lim inf
t↘٠

h′−→h

f(x+ th′)− f(x)

t
= sup

λ>٠
inf

h′∈B(h,λ)
٠<t<λ

f(x+ th′)− f(x)

t

=⇒ ⟨x∗, h⟩ ≤ sup
λ>٠

lim sup
t↘٠

x′−→f x

inf
h′∈B(h,λ)

f(x′ + th′)− f(x′)

t

.x∗ ∈ ∂Cf(x) بنابراین

هستند. اکید فوق، شمول روابط ͳکل حالت در

و ͳپائین ،نیم�پیوسته سره f : X −→ R ∪ {+∞} کنید فرض (اکلند١). ٣٧.٠.١ قضیه

هر برای صورت این در .f(x٠) < inf
X
f + ϵ ،x٠ ∈ X و ϵ > ٠ و باشد کراندار پایین از

بطوری΋ه: دارد وجود x̄ ∈ X ،λ > ٠

f(x̄) ≤ f(x٠) (i)

d(x̄, x٠) ≤ λ (ii)
١Ekland



٩ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

f(x) +
( ϵ
λ

)
d(x, x̄) > f(x̄) ∀x ̸= x̄ (iii)

به[٩]. شود رجوع اثبات.

f : X −→ R∪{+∞} و باناخ Xفضای فرضکنید قضیه٣٨.٠.١(برونستد-راکفلر٢).

این در .(x٠, x∗٠) ∈ gr ∂ϵf و ϵ ≥ ٠ کنید فرض باشد. ͳپیوسته�پایین نیم و سره،محدب

.∥x∗ϵ − x∗٠∥ ≤
√
ϵ و ∥xϵ − x٠∥ ≤

√
ϵ که طوری به دارد وجود (xϵ, x

∗
ϵ) ∈ gr ∂f صورت

. dom f ⊂ cl(dom ∂f) دیΎر ͳعبارت به

.[١٨] به شود رجوع اثبات.

که fباشد + g ͳمتناه ͳموضع مینیمم Έی x̄ ∈ X اگر .(٣ͳبهینگ (اصل ٣٩.٠.١ قضیه

است، لیپ�شیتز و محدب g : X −→ R و ͳپائین نیم�پیوسته f : X −→ R ∪ {+∞} آن در

.٠ ∈ ∂Cf(x̄) + ∂Cg(x̄) آن�گاه

باشد، داشته سراسری مینیمم x̄ در f : X −→ R∪{+∞} اگر م�ͳدهیم نشان ابتدا اثبات.

t > ٠ h′ ∈ B(h, λ) و λ, h ∈ R برای لذا است، f minکننده ،x̄ چون .٠ ∈ ∂Cf(x) آن�گاه

داریم:

f(x̄) ≤ f(x̄+ th′)

بنابر�این
f(x̄+ th′)− f(x̄)

t
≥ ٠

در�این�صورت
٢Brøndst-Rockafellar
٣optimality property



١٠ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

sup
λ>٠

lim sup
t↘٠

x−→f x̄

inf
h′∈B(h,λ)

f(x+ th′)− f(x)

t
≥ ٠

.٠ ∈ ∂Cf(x̄) داریم: لذا ،٠ ≤ f ′
CR(x̄, h) بنابراین

.(f + g)′(x̄, .) ≤ f ′(x̄, .) + g′(x̄, .) م�ͳدهیم: نشان حال

کنیم فرض .L ≥ ١ و باشد B(x̄, r) روی لیپ�شیتز ،L ،g بطوری΋ه ،r > ٠ کنیم فرض

.δ′ = min
{ δ

٢L,
r

١+ ϵ+ ∥u∥

}
> ٠ و باشند ثابت δ > ٠ و ϵ > ٠ و u ∈ X

که باشد طوری t, x, v کنیم فرض

∥v − u∥ ≤ ϵ, ∥x− x̄∥ ≤ δ′,٠ < t ≤ δ′, f(x) + g(x) ≤ f(x̄) + g(x̄) + δ′

بنابراین

f(x) ≤ f(x̄) + (g(x̄)− g(x)) + δ′

چون ͳطرف از

g(x̄)− g(x) ≤ L∥x̄− x∥ = Lδ′

داریم: لذا

f(x) ≤ f(x̄) + Lδ′ + δ′ = f(x̄) + (L+ ١)δ′ ≤ f(x̄) + δ

بنابراین
(f + g)(x+ tv)− (f + g)(x)

t
≤ f(x+ tv)− f(x)

t
+
g(x+ tu)− g(x)

t
+ Lϵ

α ≤ A١(δ) + A٢(δ) + Lϵ v ∈ B(u, ϵ) برای لذا

که

α := sup
∥x−x̄∥≤δ′,٠<t≤δ′

(f+g)(x)≤(f+g)(x̄)+δ′

inf
∥v−u∥≤ϵ

(f + g)(x+ tv)− (f + g)(x)

t

A١(δ) := sup
∥x−x̄∥δ′,٠<t≤δ
f(x)≤f(x̄)+δ

inf
∥v−u∥≤ϵ

f(x+ tv)− f(x)

t

A٢(δ) := sup
{
t−١(g(x+ tu)− g(x)) | x ∈ D(x̄, δ)

}



١١ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

β ≤ A١(δ) + A٢(δ) + Lϵ δ > هر٠ برای لذا

جایی΋ه

β := inf
δ′>٠

sup
∥x−x̄∥≤δ′,٠<t≤δ′

(f+g)(x)≤(f+g)(x̄)+δ′

inf
∥v−u∥≤ϵ

(f + g)(x+ tv)− (f + g)(x)

t

م�ͳگیریم: نظر در δ → ٠ ͳوقت را A١(δ) + A٢(δ) حد

هستند) ͳغیرنزول δ > ٠ برای A٢ و A١ اینکه به توجه (با

لذا:

inf
δ>٠

sup
∥x−x̄∥≤δ,٠<t≤δ

(f+g)(x)≤(f+g)(x̄)+δ

inf
∥v−u∥≤ϵ

(f + g)(x+ tv)− (f + g)(x)

t

≤ inf
δ>٠

sup
∥x−x̄∥≤δ
٠<t≤δ

f(x)≤f(x̄)+δ

inf
∥v−u∥≤ϵ

f(x+ tv)− f(x)

t

+ inf
δ>٠

sup
∥x−x̄∥≤δ

g(x+ tu)− g(x)

t
+ Lϵ

داریم: ϵ→ ٠ ͳوقت

(f + g)′(x̄,٠) ≤ f ′(x̄,٠)+ ≤ g′(x̄,٠).

بنابر�این است پیوسته g′(x̄, .)

∂C(f + g)(x̄) ∈ ∂Cf(x̄) + ∂Cg(x̄)

.

،f : X −→ R ∪ {+∞} کنید فرض زیردیفرانسیل۴). ͳتغییرات اصل ) ۴٠.٠.١ قضیه

x̄ ∈ X اگر .σ > ٠ و ،λ > باشد٠ محدب شیتز لیپ φ : X −→ R و ͳپائین نیم�پیوسته

بطوری΋ه

(f + φ)(x̄) < inf
B(x̄,λ)

(f + φ) + λσ

۴subdifferential variational principle



١٢ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

بطوری΋ه دارد وجود y∗ ∈ ∂Cφ(x) و x∗ ∈ ∂Cf(x) و x ∈ X آن�گاه

∥x− x̄∥ < λ, (f + φ)(x) ≤ (f + φ)(x̄), ∥x∗ + y∗∥ < σ.

م�ͳباشد. [١٣] مرج΄ ٧ قضیه شبیه، اثبات روند اثبات.

درنظرم�ͳگیریم: زیر بصورت را ψ : X −→ R ∪ {+∞} تابع

ψ = f + φ

م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت را g : X −→ R ∪ {+∞} تابع است. ͳپائین نیم�پیوسته ψ

g = ψ + IC s.t. C = x̄+ λSX

و

g(x̄) = ψ(x̄) ≤ inf
B(x̄,λ)

ψ + λσ

وجود x ∈ X ،λ > ٠ برای داریم، اکلند قضیه طبق بنابراین دارد. مینیمم x̄در g تابع لذا

و ∥x− x̄∥ ≤ λ ،(ψ(x) ≤ ψ(x̄) (لذا g(x) ≤ g(x̄) داردبطوری΋ه

g(y) ≥ g(x)− σ∥y − x∥ ∀y ∈ E

بنابراین .h(y) = σ∥y − x∥ م�ͳدهیم قرار

(h+ g)(y) ≥ (g + h)(x) ∀y ∈ E

،g تابع اینصورت xدر ∈ intC کنیم فرض م�ͳباشد. h + g تابع سراسری مینمم ،x لذا

طبق لذا م�ͳباشد. ψ + h تابع ͳموضع مینمم ،x بنابراین است. ψ تابع بر منطبق x حول

ͳبهینگ اصل

٠ ∈ ∂(ψ + h)(x) ⊂ ∂ψ(x) + ∂h(x) = ∂ψ(x) + σSX∗

و x∗ ∈ ∂Cf(x) دیΎر عبارت به .∥z∗∥ ≤ σ بطوری΋ه دارد وجود z∗ ∈ ∂Cψ(x) بنابراین

.∥x∗ + y∗∥ ≤ σ و z∗ = x∗ + y∗ بطوری΋ه دارد وجود y∗ ∈ ∂Cφ(y)



١٣ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

فشرده، Dom f و باشد ͳپائین نیم�پیوسته و سره f : X −→ R̄ کنید فرض .۴١.٠.١ قضیه

بطوری΋ه دارد وجود x٠ ∈ X صورت این در

f(x٠) = inf
x∈Dom f

f(x)

a, b ∈ Xباشدو ͳسره،نیم�پیوسته�پائین f : X −→ R ∪ کنید{∞+} فرض .۴٢.٠.١ قضیه

و xn −→f c باشد،دراینصورت [a, b] روی f مینمم ،c و [a, b] ∩ dom f ̸= ∅ بطوری΋ه

بطوری΋ه دارد وجود x∗n ∈ ∂f(xn)

lim inf
n−→+∞

⟨x∗n, x− xn⟩ ≥ ٠ ،x ∈ [a, b] هر برای

.lim inf
n−→+∞

⟨x∗n, b− a⟩ ≥ ٠ آن�گاه ،c ̸= b اگر و

.lim inf
n−→+∞

⟨x∗n, b− a⟩ = ٠ آن�گاه ،c = b یا c = a اگر

مرج΄[٢] به کنید رجوع اثبات.

f : X −→ R ∪ کنید{∞+} فرض .( میانگین۵ مقدار نابرابری ) ۴٣.٠.١ قضیه

آن�گاه .r ≤ f(b) بطوری΋ه r ∈ R و a ̸= b و a ∈ dom f ,aو b ∈ X و ͳنیم�پیوسته�پایین

بطوری΋ه: دارد وجود x∗n ∈ ∂f(xn) و xn −→f c دنباله�های و c ̸= b ، c ∈ [a, b]

(i) lim inf
n−→+∞

⟨x∗n, c− xn⟩ ≥ ٠

(ii) lim inf
n−→+∞

⟨x∗n, b− a⟩ ≥ r − f(a)

g : X −→ R∪{+∞} تابع .⟨α, a− b⟩ = r−f(a) بطوری΋ه α ∈ X∗ فرضکنید اثبات.

م�ͳکنیم: تعریف زیر بصورت را

g := f + α

وجود c ̸= b و c ∈ [a, b] بنابراین g(a) = r + ⟨α, b⟩ ≤ g(b) و است ͳپائین نیم�پیوسته g

.g(c) = min
[a,b]

g بطوری΋ه دارد

۵approximate mean value inequality



١۴ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

بطوری΋ه دارد وجود y∗n ∈ ∂g(xn) و xn −→g c دنباله�های ،۴٢.٠.١ قضیه طبق لذا

lim inf
n−→∞

⟨y∗n, c− xn⟩ ≥ ٠ و lim inf
n−→+∞

⟨y∗n, b− a⟩ ≥ ٠

بطوری΋ه دارد وجود x∗n ∈ ∂f(xn) لذا ∂g ⊆ ∂f + α و y∗n ∈ ∂g(xn) آنجائی΋ه از

داریم: لذا .y∗n = x∗n + α

٠ ≤ lim inf
n−→∞

⟨y∗n, c− xn⟩ = lim inf
n−→∞

⟨x∗n + α, c− xn⟩ = lim inf
n−→∞

⟨x∗n, c− xn⟩

و

٠ ≤ lim inf
n−→∞

⟨x∗n + α, b− a⟩ = lim inf
n−→∞

⟨x∗n, b− a⟩+ lim
n−→∞

⟨α, b− a⟩

بنابراین

lim inf
n

⟨x∗n, b− a⟩ ≥ ⟨α, a− b⟩ = r − f(a).

زیر رابطه در X در (xk) دنباله اگر باشد فشرده C ⊆ X کنید فرض .۴۴.٠.١ قضیه

کند صدق

lim
k−→∞

dC(xk) = ٠

همΎراست. c ∈ C به بطوری΋ه دارد وجود (xk) از (xkn) زیردنباله آن�گاه

مرج΄[١٧] به کنید رجوع اثبات.

d′CR[a,b](x; b− a) ≤ ٠ آن�گاه d[a,b](x) ≤ ∥x− b∥ اگر .۴۵.٠.١ قضیه

مرج΄[١٧] به کنید رجوع اثبات.

وجود ϵ > ٠ آن�گاه باشد، ͳپائین نیم�پیوسته f : X −→ R ∪ {+∞} اگر .۴۶.٠.١ لم

است. کراندار پائین از B([a, b], ϵ) مجموعه روی f تابع بطوری΋ه دارد



١۵ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

مرج΄[١٧] به کنید رجوع اثبات.

و a ̸= b و a, b ∈ X کنید فرض .(ͳزاگرودن میانگین مقدار نابرابری ) ۴٧.٠.١ قضیه

برای اینصورت در باشد. ͳمتناه b, a در و ͳپائین نیم�پیوسته f : X −→ R ∪ {+∞} تابع

نابرابری و x ̸= b که x ∈ [a, b] هر

f(x) +
f(b)− f(a)

∥b− a∥
∥x− b∥ ≤ f(y) +

f(b)− f(a)

∥b− a∥
∥y − b∥ (٧.١)

بطوری΋ه دارند وجود (x∗k) ⊆ X∗ و (xk) ⊆ X دنباله�های باشد. برقرار y ∈ [a, b] هر برای

lim
k−→∞

xk = x (٨.١)

lim sup
k−→∞

f(xk) ≤ f(a) +
f(b)− f(a)

∥b− a∥
∥x− a∥ (٩.١)

x∗k ∈ ∂f(xk) ∀k ∈ R (١٠.١)

lim inf
k−→∞

⟨x∗k, b− xk⟩ ≥
f(b)− f(a)

∥b− a∥
∥b− x∥, (١١.١)

lim inf⟨x∗k, b− a⟩ ≥ f(b)− f(a) (١٢.١)

آن�گاه x ̸= a اگر

lim
k−→∞

⟨x∗k, b− a⟩ = f(b)− f(a) (١٣.١)

مجموعه روی f تابع بطوری΋ه دارد وجود ϵ > ٠ م�ͳگوید که ۴۶.٠.١ لم از اثبات.

م�ͳکند. پیروی است کراندار پائین از B([a, b], ϵ)

م�ͳکنیم تعریف زیر بصورت را g تابع

g(y) = f(y) +
f(b)− f(a)

∥b− a∥
∥y − b∥ ∀y ∈ X

اینصورت در م�ͳکند صدق (٧.١) رابطه در که x ∈ [a, b] کنیم فرض

g(x) ≤ g(y) ∀y ∈ [a, b]


