
تعالی بسمه

ارشد کارشناسی پایان�نامه از دفاع جلسه
تصادفی مدل�بندی در فاز-نوع آنتوزیع پارامترهای برآورد و

بشکار اسماعیل سخنران:

۴ : ۳۰ ساعت ۹۲/ ۶/ ۲۶ سه�شنبه زمان:
ریاضی علوم دانشکده خوارزمی سالن داورانمکان: هیئت

محمودی صفیه دکتر −۱

رجالی علی دکتر −۲

پرورده افشین دکتر −۳

پولادساز سعید دکتر −۴

چکیده
دارای می�دهد، نشان را متناهی وضعیت�های با مارکف زنجیر یک جذب زمان که تصادفی متغیر یک
اگر و پیوسته را توزیع باشد پیوسته زمان مارکف زنجیر اگر است. (PH سادگی برای (یا فاز-نوع توزیع
پیوسته فاز-نوع توزیع بر پایان�نامه این در می�نامند. گسسته را توزیع باشد گسسته زمان مارکف زنجیر
احتمالات بردار از تابعی صورت به می�توان را توزیع این چگالی و توزیع تابع است. شده تمرکز (CPH)

دوتایی کرد. بیان نظر مورد مارکف فرآیند به مربوط Tm×m کوچک نهایت بی نرخ ماتریس و π۱×m شروع
نمایش�ها شود. می گفته نمایش مرتبه T بعد به شود. می شناخته فاز-نوع توزیع نمایش عنوان به (π, T )
مینیمال نمایش عنوان به نمایشی چنین دارد. وجود مرتبه کمترین از نمایش یک حداقل و نیستند یکتا
را فاز-نوع توزیع تابع می�شود. تعریف آن مینیمال نمایش مرتبه فاز-نوع توزیع مرتبه و می�شود شناخته

کرد. بیان نمایش این برحسب می�توان
برآورد تحقیق این در کار اصلی هدف است. فاز-نوع توزیع برای آماری استنباط درباره پایان�نامه این
دارای معین نظم شرایط تحت درستنمایی ماکسیمم برآوردگر است. (π, T ) یعنی آن پارامترهای کردن
یک دلیل همین به و است مجانبی نااریبی و کارایی بودن، نرمال و سازگاری : قبیل از بهینه خواص
درستنمایی ماکسیمم برآوردگر کردن پیدا روی پایان�نامه این می�شود. محسوب خوب نقطه�ای برآوردگر
استفاده منظور این برای نیوتن-رافسون روش و EM الگوریتم� است. شده متمرکز پیوسته فاز-نوع توزیع
ماکسیمم برآوردگرهای حدی توزیع نیز و برآوردگر یک واریانس کردن پیدا در فیشر اطلاع است. شده
ماتریس برآورد برای عمل در که شده مشاهده فیشر اطلاع ماتریس پایان�نامه در دارد. کاربرد درستنمایی

است. شده محاسبه فاز-نوع توزیع�های خانواده برای می�رود، کار به فیشر اطلاع
نظریه اطمینان، قابلیت صف، نظریه مثل زمینه�هایی در تصادفی مدل�بندی در توزیع این اخیر کاربردهای
است. شده ذکر بیشتر جزئیات با فاز-نوع توزیع کاربردهای پایان�نامه این در است. بقا مدل�های تجدید،
آن از و می�کنیم ارائه فاز-نوع توزیع از شده شبیه�سازی داده�های از استفاده با پارامتر برآورد نتایج پایان در

می�کنیم. استفاده واقعی داده�های مدل�بندی برای

نیوتن-رافسون ،EM الگوریتم فیشر، اطلاع فاز-نوع، توزیع کلیدی: واژه�های



اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

تصادفی مدل�بندی در فاز-نوع توزیع
آن پارامترهای برآورد و

اجتماعی و اقتصادی آمار ارشد کارشناسی نامه پایان

کار ुযماࣅࣱلॶا

راهنما استاد

षख़ࢤودی دනرൈબه

١٣٩٢ شهریور



اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

بشکار اسماعیل آقای اجتماعی و اقتصادی آمار ارشد کارشناسی نامه پایان
عنوان تحت

تصادفی مدل�بندی در فاز-نوع توزیع

آن پارامترهای برآورد و

گرفت. قرار نهایی تأیید و بررسی مورد زیر تخصصی کمیته توسط ۹۲/ ۶/ ۲۶ تاریخ در

محمودی صفیه دکتر راهنما استاد −۱

رجالی علی دکتر مشاور استاد −۲

پرورده افشین دکتر داور١ استاد −۳

پولادساز سعید دکتر داور٢ استاد −۴

زنگنه ظهوری دکترحمیدرضا دانشکده تکمیلی تحصیلات سرپرست



داগا

:ଘمقدৎد॰با اඟ໋شاീীه

೯داਪیآ່ید
गھانرا،اিسانرا،ࠟ࢞لرا،ع࢙مرا،ग़ࡁभජࢌرا،࠙قرا

وইଘسای࠙ࡰࡺشانراభوओودمدঃید.



ণپاس�ච໋اری

در را ناچيز چند هر تلاشی توانسته�ام او ياری با که اکنون اوست. عنايت گرو در توفيقی هر که را خدای سپاس

که محمودی، صفیه دکتر خانم سرکار بزرگوارم، راهنمای استاد از می�دانم لازم خود بر رسانم، انجام به دانش کسب راه

از و نمايم قدردانی نبود، ميسر ايشان بی�دريغ هدايت�های و عالمانه راهنمايی�های با جز تحقيق اين رساندن پايان به

دریغ من بر عرصه این در کمکی هیچ از فروتنی، و خلق حسن با صدر، سعه کمال در که رجالی علی دکتر آقای جناب

افشین دکتر آقای جناب از همچنین می�نمایم. تشکر گرفتند؛ عهده بر را پایان�نامه این مشاوره�ی زحمت و ننمودند

سپاس�گزارم. شدند متقبل را اثر اين داوری زحمت که پولادساز سعید دکتر آقای جناب و پرورده

مهربانم همسر کرده�اند؛ پشتيبانی مرا همواره خويش، حمايت�های با که مادرم و پدر به�ویژه خانواده�ام، از پايان، در

به در مرا نوعی به که کسانی همه و عزیزم دوستان تمامی از و است؛ بوده من همگام و همراه تحصیل طول تمام در که

دارم. را قدرشناسی و سپاس نهايت اند، نموده یاری مهم این رساندن انجام

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشی خردترین، این که باشد

١٣٩٢ شهریور



..
ابتکارات مطالعات، نتایج بر مترتّب مادی حقوق کلیه

پایان�نامه این موضوع تحقیق از ناشی نوآوری�های و

است. اصفهان صنعتی دانشگاه به متعلّق



مطالب فهرست

ده شکل�ها فهرست

١ مقدمه ١

۵ اولیه مفاهیم ٢

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفی فرآیندهای ١.٢

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته زمان مارکف فرآیند ٢.٢

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته زمان مارکف زنجیر ٣.٢

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زنجیر یک وضعیت�های گروه�بندی ۴.٢

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جاذب وضعیت�های ١.۴.٢

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گذرا و بازگشتی وضعیت�های ٢.۴.٢

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مارکف. پرش فرآیند ۵.٢

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوچک بی�نهایت انتقال نرخ�های ١.۵.٢

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی یکنواخت روش ٢.۵.٢

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامتر برآورد ۶.٢

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماره یک بسندگی ١.۶.٢

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازگاری ٢.۶.٢

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی نرمال ٣.۶.٢

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فیشر اطلاع ۴.۶.٢

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فیشر اطلاع نامساوی یا رائو کرامر نامساوی ۵.۶.٢

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کارایی ۶.۶.٢

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فیشر اطلاع ماتریس و اطلاع نامساوی تعمیم ٧.٢

هفت



١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن�ها خواص و ماکسیمم درستنمایی برآوردگرهای ٨.٢

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درستنمایی معادلات حل برای عددی روش�های ٩.٢

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . EM الگوریتم ١.٩.٢

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیوتن-رافسون روش ٢.٩.٢

٢۶ آن خواص و فاز-نوع توزیع ٣

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته فاز-نوع توزیع ٢.٣

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته فاز-نوع توزیع نمایش�های غیریکتایی ٣.٣

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعارف فرم ١.٣.٣

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاز-نوع توزیع ویژگی�های ۴.٣

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توزیع دو پیچش ١.۴.٣

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توزیع از متناهی آمیخته ٢.۴.٣

۴٠ فاز-نوع توزیع پارامترهای برآورد ۴

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته فاز-نوع توزیع ماکسیمم درستنمایی برآورد ٢.۴

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . EM الگوریتم از استفاده با برآورد ١.٢.۴

۴۵ . . . . . . . . . . . . یکنواخت�سازی از استفاده با قبل قضیه انتگرال�های محاسبه ٢.٢.۴

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم روش از استفاده با برآورد ٣.٢.۴

۵١ فاز-نوع های توزیع برای شده مشاهده فیشر اطلاع ماتریس ۵

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۵

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته فاز-نوع توزیع برای فیشر اطلاع ماتریس ٢.۵

۵٢ . . . . . . . . EM الگوریتم از استفاده با شده مشاهده فیشر اطلاع ماتریس محاسبه ١.٢.۵

۵٩ . مستقیم نیوتن-رافسون روش از استفاده با شده، مشاهده فیشر اطلاع ماتریس محاسبه ٢.٢.۵

۶٢ تصادفی مدل�بندی در فاز-نوع توزیع های کاربرد ۶

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۶

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صف نظریه�ی ٢.۶

هشت



۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا تحلیل ٣.۶

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تجدید نظریه ۴.۶

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . تصادفی مدل�بندی برای فاز-نوع توزیع از استفاده و مارکف سالخوردگی فرآیند ۵.۶

٧٢ واقعی داده�های از استفاده ٧

٧۶ آ�

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامپیوتری برنامه�های ١.آ�

٨٩ ب

٩١ مراجع

٩۴ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

٩٧ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

نه



شکل�ها فهرست

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی توزیع فاز-نوع نمایش ١.٣

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارلانگ توزیع برای وضعیت�ها تغییر نمودار ٢.٣

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارلانگ آمیخته چگالی تابع ٣.٣

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی هایپو توزیع انتقالات نرخ نمودار ۴.٣

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی فوق توزیع انتقالات نرخ نمودار ۵.٣

π = (۱/۲, ۱/۲), λ۱ = ۱, λ۲ = ۲ . . . . . . . . . . ٣۴ و n=٢ با نمایی فوق توزیع چگالی تابع ۶.٣

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاکسی توزیع انتقالات نرخ نمودار ٧.٣

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیمارستان در بیمار ماندن زمان برای فاز-نوع نمایش ١.۶

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . بیمارستان در بیمار ماندن زمان به ۶ مرتبه فاز-نوع برازش ٢.۶

۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سالخوردگی فرآیند برای پیشنهادی مارکف مدل ٣.۶

٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داده�ها برای qx مرگ نرخ ۴.۶

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داده�ها برای شده داده برازش نمودارهای ۵.۶

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٧

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٧

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٧

ده



چکیده
توزیع دارای می�دهد، نشان را متناهی وضعیت�های با مارکف زنجیر یک جذب زمان که تصادفی متغیر یک

مارکف زنجیر اگر و پیوسته را توزیع باشد پیوسته زمان مارکف زنجیر اگر است. (PH سادگی برای (یا فاز-نوع

است. شده تمرکز (CPH) پیوسته فاز-نوع توزیع بر پایان�نامه این در می�نامند. گسسته را توزیع باشد گسسته زمان

نهایت بی نرخ ماتریس و π۱×m شروع احتمالات بردار از تابعی صورت به می�توان را توزیع این چگالی و توزیع تابع

شناخته فاز-نوع توزیع نمایش عنوان به (π, T ) دوتایی کرد. بیان نظر مورد مارکف فرآیند به مربوط Tm×m کوچک

وجود مرتبه کمترین از نمایش یک حداقل و نیستند یکتا نمایش�ها شود. می گفته نمایش مرتبه T بعد به شود. می

تعریف آن مینیمال نمایش مرتبه فاز-نوع توزیع مرتبه و می�شود شناخته مینیمال نمایش عنوان به نمایشی چنین دارد.

کرد. بیان نمایش این برحسب می�توان را فاز-نوع توزیع تابع می�شود.

کردن برآورد تحقیق این در کار اصلی هدف است. فاز-نوع توزیع برای آماری استنباط درباره پایان�نامه این

: قبیل از بهینه خواص دارای معین نظم شرایط تحت درستنمایی ماکسیمم برآوردگر است. (π, T ) یعنی آن پارامترهای

می�شود. محسوب خوب نقطه�ای برآوردگر یک دلیل همین به و است مجانبی نااریبی و کارایی بودن، نرمال و سازگاری

EM الگوریتم� است. شده متمرکز پیوسته فاز-نوع توزیع درستنمایی ماکسیمم برآوردگر کردن پیدا روی پایان�نامه این

نیز و برآوردگر یک واریانس کردن پیدا در فیشر اطلاع است. شده استفاده منظور این برای نیوتن-رافسون روش و

عمل در که شده مشاهده فیشر اطلاع ماتریس پایان�نامه در دارد. کاربرد درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای حدی توزیع

است. شده محاسبه فاز-نوع توزیع�های خانواده برای می�رود، کار به فیشر اطلاع ماتریس برآورد برای

تجدید، نظریه اطمینان، قابلیت صف، نظریه مثل زمینه�هایی در تصادفی مدل�بندی در توزیع این اخیر کاربردهای

برآورد نتایج پایان در است. شده ذکر بیشتر جزئیات با فاز-نوع توزیع کاربردهای پایان�نامه این در است. بقا مدل�های

واقعی داده�های مدل�بندی برای آن از و می�کنیم ارائه فاز-نوع توزیع از شده شبیه�سازی داده�های از استفاده با پارامتر

می�کنیم. استفاده

نیوتن-رافسون ،EM الگوریتم فیشر، اطلاع فاز-نوع، توزیع کلیدی: واژه�های
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کامل طور به توزیع این اما شد، معرفی ۱۹۱۷ سال در [١٧] ارلانگ مقاله در بار اولین (PH) فاز-نوع توزیع چه اگر

وضعیت�های با مارکف فرآیند یک گذرای وضعیت�های در شده صرف زمان توزیع شد. تعریف [۴٧] نیوتس توسط

این باشد پیوسته زمان مارکف فرآیند اگر است. (PH) فاز-نوع جذب) (زمان جاذب وضعیت به جذب تا متناهی

فاز-نوع توزیع بر پایان�نامه این در می�نامند. گسسته را آن باشد گسسته زمان مارکف زنجیر اگر و پیوسته را توزیع

مورد کمیت�های می�شود. برده نام فاز-نوع توزیع عنوان به فقط آن از سادگی برای و است شده تمرکز (CPH) پیوسته

تابعی صورت به می�توان را توزیع این گشتاورهای و لاپلاس-استیلجس تبدیل چگالی، و توزیع تابع قبیل: از علاقه

کرد. بیان نظر مورد مارکف فرآیند به مربوط Tm×m کوچک نهایت بی نرخ ماتریس و π۱×m شروع احتمال بردار از

می�دهند. نشان PHm(π, T ) نماد با را توزیع و شود می شناخته فاز-نوع توزیع نمایش عنوان به (π, T ) دوتایی

نظری قابلیت بررسی به [٢] آلن همچنین . [۴١،٣۶،۴،٣] است صف نظریه در فاز-نوع توزیع کاربرد بیشترین

مدل�هایی چنین که می�زند حدس و است پرداخته مخاطره نرخ مختلف شکل�های مدل�بندی برای فاز-نوع توزیع�های

توزیع�های و مارکف مدل�های از استفاده از دیگری مثال�های باشند. داشته بقا تحلیل در بیشتری کاربردهای باید

یافت. [٢٨] و [۴٠] و [٣۵] مرجع�های در می�توان را بقا تحلیل برای فاز-نوع

[٢١] فادی است. شده استفاده بیمارستان در بیماران ماندن زمان مدل�بندی برای توزیع این از [١٩] مرجع در

استفاده صحرایی موش یک جگر به شده تزریق نشاندار خونی قرمز سلول�های خروج کردن مدل برای ،PH توزیع از

PH توزیع از عضو یک به شده تزریق داروی یک ماندگاری زمان مدل�بندی برای نیز [٢٢] مرجع در فادی است. کرده

داده�های به را مرتبه تدریجی افزایش با فاز-نوع) از خاصی (حالت کاکسی توزیع [٢٣] مرجع در و است کرده استفاده

داده برازش (MLE) درستنمایی ماکسیمم تخمین روش از استفاده با خودکشی خطر معرض در بیماران درمان طول

و مک�کلین است. کافی داده�ها کردن مدل برای سه مرتبه کاکسی توزیع که است شده مشاهده مورد این در است.

اقامت طول به دو مرتبه نمایی فوق توزیع یک نکرده�اند، اشاره PH توزیع به خاص طور به که حالی در ،[۴٢] میلارد

به افزایشی مرتبه�ی از کاکسی توزیع [٢۴] مک�کلین و فادی در داده�اند. برازش سالمندان طب بخش در بیماران

داده برازش MLE از استفاده با ،[۴٢] میلارد و مک�کلین وسیله�ی به شده استفاده مرد، بیماران به مربوط داده�های



مقدمه .١ ٢فصل

مدل در است، [٢٣] فادی در که شیوه همان به ورود، سال و پذیرش زمان در بیمار سن کمکی متغیر دو است. شده

چهار مرتبه�ی کاکسی توزیع وسیله�ی به را شده ذکر داده�های مجموعه�ی [٢۴] مک�کلین و فادی است. شده گنجانیده

درستنمایی تابع لگاریتم آن�ها نظرگرفتن در با که کرده�اند اشاره اما داده�اند، برازش کمکی متغیر دو گرفتن نظر در بدون

می�یابد. افزایش کمی

(حالت یکنواخت صف یک از استفاده با را بیمارستان بخش یک در بیماران حرکت [٢٧] همکاران و جرنسکو

(زمان سرویس زمان نمایی، توزیع دارای آن�ها مدل در رخدادها بین زمان یعنی کردند. مدل ، M/PH/c/c مانا)

(صف سیستم ظرفیت و دارد وجود بخش در تخت c PHاست، توزیع دارای تخت) یک اشغال برای شده صرف

بیماران برای اقامت طول داده�های به را شرطی کاکسی توزیع یک [۴۴] مک�کلین و مارشال است. c تخت�ها) +

استفاده با سپس و طبقه�بندی ابتدا داده�ها که است شده استفاده دلیل این به شرطی اصطلاح داده�اند. برازش سالمند

سالمندان آسایشگاه مراقبت�های در سالمند بیماران اقامت طول [۵۵] همکاران و زی شده�اند. داده برازش MLE از

مراقبت�های در شده صرف زمان کرده�اند. بندی مدل قبل از پیچیده�تر PH نمایش یک با را خانگی مراقبت�های و

شده�اند. بندی مدل کاکسی توزیع با دو هر خانگی مراقبت�های و سالمندان آسایشگاه

�اجتماعی تأمین سیستم�های مدیریت در همچنین و سالیانه مقرری و عمر بیمه ارزیابی در میر و مرگ خطر مدل�بندی

برای اصلی ابزار �عنوان به عمر جدول�های از بیمه کارشناسان قرن�ها برای است. مهم بازنشستگان حقوق برنامه و

به�کار راه�حل یک به�����عنوان زمانی تنها عمر جدول یک این�حال با می�کردند. استفاده میر و مرگ سن الگوی توصیف

انگلیسی معروف منجم توسط عمر جدول اولین نباشد. دسترس در میر و مرگ برای مناسبی ریاضی قانون که می�رود

مدل اولین [١۶] آبراهام ،۱۷۲۵ سال اوایل در یعنی آن، از بعد سال ۳۲ شد. گرد�آوری [٢٩] (۱۶۹۳) هالی ادموند

از شده مشاهده نمونه�های توصیف برای مختلفی نظریه�های و قواعد بعد به آن از است. داده پیشنهاد را میر و مرگ

شده پیشنهاد گومپرتز قانون میر و مرگ قانون نفوذترین با و موفق�ترین تقریباً شد. داده گسترش بشر میر و مرگ سن

�صورت به فرمی µ(x) میر و مرگ شدت که است آن بر فرض مدل این در است. ۱۸۲۵ سال در ومیر مرگ شدت برای

وضعیت مارکف فرآیند یک [٣٩] مرجع در لیو و لین هستند. مثبتی ثابت�های θ و A که وقتی دارد، µ(x) = Aeθx

توزیع از مرگ زمان مدل این تحت که کرده�اند پیشنهاد میر و مرگ مدل�بندی برای جاذب وضعیت یک با متناهی

آن کاربرد ویژه به شده�اند. ذکر بیشتر جزئیات با فاز-نوع توزیع کاربردهای پایان�نامه این در می�کند. پیروی فاز-نوع

توجه با درمان و بهداشت سیستم�های مدل�بندی نیز و ،[٣٩] همکاران و لین مقاله به توجه با مرگ زمان مدل�بندی در

گرفته�اند. قرار بررسی مورد کامل طور به ،[١٨] مرجع به

توزیع�ها از خانواده این برای آماری استنباط بحث به توجه توزیع، این کاربردی و نظری توجه قابل رشد به توجه با

با بسیار بهتر برآوردگرهای ارائه امکان صورت در و (π, T ) یعنی آن پارامترهای کردن برآورد روش�های بررسی و

بود. خواهد تحقیق این در کار اصلی موضوع و است اهمیت

درستنمایی ماکسیمم روش از آمده دست به برآوردگر برآوردیابی، مختلف روش�های از حاصل برآوردگرهای بین در

است مجانبی نااریبی و کارایی بودن، نرمال سازگاری، قبیل: از مجانبی بهینه خواص دارای معین نظم شرایط تحت

درستنمایی برآورد ،[۵] همکاران و آسموسن توسط بار نخستین است. مناسب نقطه�ای برآوردگر یک دلیل همین به و
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برای که طوری به داد، تعمیم را EM الگوریتم [۵٠] السن و شد پیشنهاد EM الگوریتم از استفاده با توزیع این

نوشته دانلود قابل بسته یک عنوان به شده داده تعمیم و اصلی الگوریتم باشد. استفاده قابل نیز شده سانسور داده�های

ماکسیمم برآوردگرهای محاسبه برای الگوریتم یک [٩] کومانی و بوبیو است. دسترس در C برنامه�نویسی زبان با شده

[٢۴] مک�کلین و فادی ،[٢۵] و [٢۶ ،٢٣] فادی کردند. ارائه کاکسی توزیع�های خانواده گرفتن نظر در با درستنمایی

آن�ها کرده�اند. استفاده واقعی داده�های به کاکسی توزیع برازش برای ماکسیمم درستنمایی برآورد از [٣٠] هامپل و

برازش برای نیز گشتاور تطابق روش برده�اند. کار به نظر مورد پارامترهای برآورد برای را [۴۶] نلدر-مید الگوریتم

را آمیخته ارلانگ توزیع اول گشتاور سه که الگوریتم یک [٣٣] جانسون است. شده استفاده داده�ها به PH توزیع

زنجیر روش اساس بر روش یک علاوه به است. کرده ارائه می�دهد، تطبیق تجربی داده�های به مربوط گشتاورهای به

روش یک [١٠] تلک و بوبیو است. شده پیشنهاد [٨] همکاران و بلت به�وسیله (MCMC) کارلو مونت مارکف

[٧] همکاران و بلت کرده�اند. معرفی ناحلقوی فاز-نوع توزیع�های استاندارد نمایش برای درستنمایی ماکسیمم برآورد

آورده�اند. دست به NR سازی بهینه روش و شده اصلاح EM الگوریتم از استفاده با را ماکسیمم درستنمایی برآورد

برآورد پایان�نامه این اصلی اهداف از یکی فاز-نوع، توزیع پارامترهای برآورد برای شده انجام کارهای به توجه با

است. رفته کار به همکاران و بلت مقاله در که است درستنمایی ماکسیمم روش به خانواده، این در پارامترها کردن

می�شوند. مقایسه هم با مقاله این در آمده دست به برآوردگرهای آن بر علاوه

برآورد اصلی دشواری نیست. پذیر امکان راحتی به درستنمایی تابع کردن ماکسیمم چگالی، تابع فرم به توجه با

است: زیر موارد شامل

است. خطی غیر برآورد مسئله�ی •

است. زیاد اغلب شوند، برآورد باید که پارامترهایی تعداد •

نیستند. یکتا PH توزیع نمایش�های •

نیست. آشکار کلی حالت در PH توزیع شکل و پارامترها بین ارتباط •

دوم مشکل رفع منظور به آن�ها) از خاصی زیرکلاس (یا کاکسی توزیع�های از رفته، کار به الگوریتم�های بیشتر

کلی نمایش که حالی در می�شود بیان پارامتر ۲m حسب بر تنها m مرتبه از کاکسی نمایش کرده�اند. استفاده سوم و

دست به می�توان کاکسی توزیع�های برای یکتا متعارف نمایش یک همچنین است. پارامتر m۲ +m شامل فاز-نوع

که آن�جایی از است. دسترس در متعارف نمایش آن�ها برای که می�شود استفاده مثال�هایی از پایان�نامه این در آورد.

مشاهده فیشر اطلاع ماتریس دارد، کاربرد درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای حدی توزیع�های کردن پیدا در فیشر اطلاع

است. شده محاسبه فاز-نوع توزیع�های خانواده برای می�رود، کار به فیشر اطلاع ماتریس برآورد برای عمل در که شده

است: زیر صورت به پایان�نامه این ساختار

سپسخواص می�شود. پرداخته آن�ها به مربوط مباحث بعضی و تصادفی فرآیندهای معرفی به ابتدا دوم فصل در -

درستنمایی برآورد روش ادامه در می�شود. مطرح آن کاربردهای و فیشر اطلاع ماتریس برآوردگر، یک بهینه
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همچنین شده�اند. داده توضیح درستنمایی ماکسیمم برآورد کردن پیدا برای مفید عددی روش�های ماکسیمم،

می�شوند. بیان فصل این در است، نیاز مورد آینده فصل�های در که روابطی و تعاریف مفاهیم،

می�شود. آورده آن از مثال�هایی و نمایش، ها، ویژگی و �معرفی دقیق طور به PH توزیع سوم فصل در -

مختلف روش�های به�وسیله ،PH توزیع پارامترهای برآورد برای درستنمایی ماکسیمم برآورد شامل چهارم فصل -

آن�هاست. به مربوط مسائل و نیوتن-رافسون روش و (EM) رياضي اميد سازي بيشينه الگوریتم قبیل: از

می�شود. مطرح فاز-نوع توزیع برای شده مشاهده فیشر اطلاع ماتریس پنجم فصل در -

می�شود. پرداخته تصادفی مدل�بندی در توزیع این کاربرد�های معرفی به ششم فصل در -

می�شوند. مقایسه شده بیان الگوریتم�های مثال، ارائه با هفتم فصل در پایان، در و -
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اولیه مفاهیم

تصادفی فرآیندهای ١.٢

شده�اند. تعریف احتمال فضای یک روی که است تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {X(t); t ∈ T} تصادفی فرآیند یک

،T گذار اندیس مجموعه در t هر ازای به می�شود. تعریف T گذار اندیس مجموعه روی که است زمان اندیس t

اختیار می�تواند t ∈ T هر ازای به X(t) تصادفی متغیر که مقادیری تمام مجموعه�ی است. تصادفی متغیر یک X(t)

هرگاه می�کند. مشخص t لحظه در را فرآیند وضعیت X(t) که طوری به می�شود. نامیده S وضعیت فضای کند،

پیوسته زمان را فرآیند باشد، پیوسته T که صورتی در و گسسته زمان را فرآیند باشد، شمارا T گذار اندیس مجموعه�ی

[۵٢] می�نامند.

پیوسته زمان مارکف فرآیند ٢.٢

می�نامند، پیوسته زمان مارکف فرآیند را I شمارای وضعیت فضای با {X(t); t ∈ T} پیوسته زمان تصادفی فرآیند

زیر رابطه ،i۱, i۲, · · · , in ∈ I اعداد همه برای و t۱ < t۲ < · · · < tn زمان از نقطه�ای n مجموعه�ی هر برای هرگاه

باشد: برقرار

P (X(tn) = in | X(t۱) = i۱, . . . , X(tn−۱) = in−۱) = P (X(tn) = in | X(tn−۱) = in−۱)

داشته بستگی حال وضعیت به تنها گذشته، و حال وضعیت بودن معلوم شرط به فرآیند، آینده وضعیت که معنی این به

اگر است همگن زمان مارکف فرآیند باشد. مستقل گذشته از و باشد

P (X(t+ u) = j | X(t) = i) = Pij(u). (١.٢)
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[۵٣] .u زمانی بازه در j به i از پیوسته زمان مارکف زنجیر انتقال احتمال از است عبارت Pij(u)

گسسته زمان مارکف زنجیر ٣.٢

رخدادهای وابستگی آن در که است، تصادفی متغیرهای از دنباله خاصیک حالت ساده�ترین گسسته زمان مارکف زنجیر

کنونی وضعیت به تنها فرآیند آینده احتمالی رفتار دیگر، عبارت به می�گردد. بر عقب به زمان واحد یک تنها متوالی

ندارد آینده روی تاثیری هیچ حال شرط به گذشته یعنی نمی�پذیرد، تأثیر گذشته از حال، دانستن با و دارد بستگی فرآیند

دقیق تعریف می�گویند. مارکف ویژگی آن به که است، آینده در وضعیت کننده مشخص تنهایی به حال اطلاعات و

است: زیر صورت به گسسته زمان مارکف زنجیر

١.٣.٢ تعریف

گسسته زمان مارکف زنجیر یک نامتناهی شمارای یا متناهی وضعیت فضای با {Xn, n = ۰, ۱, . . .} تصادفی فرآیند

،n = ۰, ۱, ... هر برای اگر، می�شود نامیده

P (Xn+۱ = in+۱|X۰ = i۰, . . . , Xn = in) = P (Xn+۱ = in+۱|Xn = in) (٢.٢)

▲ � . i۰, . . . , in+۱ ∈ I ممکن مقادیر همه برای

است. مفید بسیار عملی مسایل از گسترده�ای طیف در مارکف زنجیر مدل آن، ساده بسیار ساختار وجود با

قرار j وضعیت در وضعیت تغییر n از بعد زنجیر که معناست این به باشد j ،Xn تصادفی متغیر مقدار وقتی

رابطه�ی که معنا این به باشد، (n) آن مرحله�ی از مستقل فرآیند مرحله�ای یک وضعیت تغییر احتمال�های اگر می�گیرد.

این در گویند. همگن زمان را زنجیر آن�گاه باشد، برقرار pij = P (Xn = j|Xn−۱ = i) = P (X۱ = j|X۰ = i)

انتقال احتمال�های ماتریس یا وضعیت تغییر ماتریس را می�شود داده نمایش زیر �صورت به که P ماتریس صورت

می������نامند: زنجیر

P =



p۱۱ p۱۲ p۱۳ p۱۴ . . .

p۲۱ p۲۲ p۲۳ p۲۴ . . .

...
...

...
...

pi۱ pi۲ pi۳ pi۴ . . .

...
...

...
...


(٣.٢)

احتمال قانون طبق دهد، وضعیت تغییر حالتی به باید صورت هر در فرآیند و هستند نامنفی احتمال�ها چون

هستند: برقرار زیر رابطه�های
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pij ≥ ۰ ∀i, j ≥ ۰,
∞∑
j=۰

pij = ۱ i = ۰, ۱, . . . (۴.٢)

را آن شود یک حداکثر ماتریس سطر هر درایه�های مجموع اگر می�نامند. تصادفی ماتریس را ماتریس نوع این

می�شوند: داده نشان زیر �صورت به نیز مرحله�ای m وضعیت تغییر احتمال�های نامند. می تصادفی زیر

[۵٣] (n از (مستقل Pm
ij = p(Xn+m = j|Xn = i) (۵.٢)

زنجیر یک وضعیت�های گروه�بندی ۴.٢

یک انتقال ماتریس و I وضعیت فضای با {Xn, n = ۰, ۱, · · · } مارکف زنجیر وضعیت�های تحلیل به بخش این در

است. شده پرداخته P = (pij)i,j∈I مرحله�ای

جاذب وضعیت�های ١.۴.٢

فرآیند اگر است، جاذب وضعیت یک دارد. جاذب وضعیت چند یا یک که است مدلی مفید، مارکف زنجیر مدل یک

دیگر: عبارت به کند. ترک را آن نتواند آن به شدن وارد از بعد

١.۴.٢ تعریف

▲ � .pii = ۱ اگر گویند جاذب را i وضعیت

گذرا و بازگشتی وضعیت�های ٢.۴.٢

وضعیت�ها سایر و جاذب وضعیت�ها از برخی آن در که است زنجیرهایی شامل مارکف زنجیر کاربردهای از بسیاری

و گذرا وضعیت�های مفاهیم تعریف برای است. بازگشتی وضعیت از خاصی حالت جاذب وضعیت باشند. گذرا

زمان اولین احتمال ،n = ۱, ۲, · · · هر برای است. نیاز ملاقات اولین زمان احتمالات معرفی به ابتدا بازگشتی،

است: شده تعریف زیر �صورت به f (n)
ij یعنی ،i مکان از شروع شرط به ،j ملاقات

f
(n)
ij = P (Xn = j,Xk ̸= j for ۱ ≤ k ≤ n− ۱|X۰ = i) i, j ∈ I (۶.٢)
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از فرآیند که وقتی باشد، t = n زمان در j وضعیت به فرآیند انتقال اولین که است این احتمال f (n)
ij دیگر، به�عبارت

با: است برابر fij و باشد شده شروع i وضعیت

fij =

∞∑
n=۱

f
(n)
ij (٧.٢)

شروع با فرآیند که است این احتمال دهنده نشان fij = P (Xn = j for some n ≥ ۱|X۰ = i) صورت این در

باشد. داشته j وضعیت به انتقال یک ،i وضعیت از

٢.۴.٢ تعریف

▲ � [۵٣] .fii = ۱ هرگاه است، بازگشتی و fii < ۱ هرگاه است، گذرا i وضعیت

مارکف پرش فرآیند ۵.٢

از پرش و دارد متناهی وضعیت فضای که است، شده تمرکز مارکف فرآیند از خاص مورد یک روی نامه پایان این در

می�دهد: رخ زیر قواعد طبق دیگر وضعیت به وضعیت یک

چگونه این�که از مستقل ، ۱
λi
میانگین با نمایی توزیع با زمان یک برای شود، i وضعیت وارد فرآیند اگر : ١ قاعده

می�ماند. آن در برسد، آن�جا به تا کشیده طول زمانی چه و رسیده i وضعیت به

زمان از مستقل می�شود، وارد (j ̸= i) j وضعیت به pij احتمال با کند ترک را i وضعیت فرآیند اگر : ٢ قاعده

[۵٣] .i ∈ I هر برای
∑

j pij = ۱ و i در ماندن

دنباله صورت این در باشد T۰, T۱, · · ·Tn, · · · پرش زمان�های با مارکف پرش فرآیند یک {Xt}t≥۰ اگر

زنجیر که است گسسته زمان مارکف زنجیر یک Xn = XTn(T۰ = ۰) صورت به شده تعریف {Xn, n = ۰, ۱, . . .}

نشانیده زنجیر برای اگر است (گذرا) بازگشتی مارکف پرش فرآیند به مربوط وضعیت یک می�شود. نامیده نشانیده

این وارد فرآیند وقتی زیرا .λi = ۰ اگر گویند جاذب را مارکف پرش فرآیند در i وضعیت یک باشد. (گذرا) بازگشتی

کرد. نخواهد ترک را آن شود وضعیت

کوچک بی�نهایت انتقال نرخ�های ١.۵.٢

تحلیل △t �طول به کوچک خیلی زمانی فاصله در فرآیند رفتار کوچک، بی�نهایت انتقال نرخ�های معرفی منظور به

زمانی واحد △t در را i� وضعیت فرآیند این�که احتمال باشد، i وضعیت در t لحظه در Xt مارکف فرآیند اگر می�شود.

احتمال با کند، ترک را i وضعیت فرآیند اگر است. λi △ t+ o(△t) با برابر کند ترک کوچک، خیلی △t با بعدی،

زیر رابطه t > ۰ هر برای بنابراین می���رود. j ̸= i وضعیت به pij

p(X(t+△t) = j|X(t) = i) =

 λi △ t.pij + o(△t) j ̸= i

۱− λi △ t+ o(△t) j = i
(٨.٢)
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رخ △t �طول به کوچک خیلی زمانی فاصله یک در بیشتر یا انتقال دو �که این احتمال است. برقرار △t → ۰ که وقتی

است) lim△t→۰
f(△t)
△t = ۰ ویژگی با f(△t) تابع هر برای کلی نماد یک o(△t) ریاضی o(△t)(نماد مرتبه از دهد

�صورت: به شده تعریف qij نامنفی اعداد حال می�رود. صفر سمت به △t که زمانی است،

qij = λipij i, j ∈ I j ̸= i (٩.٢)

و λi اقامت زمان نرخ�های و می�شوند نامیده {Xt}t≥۰ پیوسته زمان مارکف فرآیند کوچک بی�نهایت انتقال نرخ�های

واقع در می�دهند. دست به pij = qij
λi

و λi =
∑

j ̸=i qij �وسیله به یکتا، �طور �به را مرحله�ای یک انتقال احتمال�های

نرخ �عنوان به را qij .△ t می�توان کوچک، خیلی △t برای چه اگر هستند. انتقال نرخ بلکه نیستند، احتمال خود qij

یک برای کرد. تفسیر است i کنونی وضعیت که وقتی بعدی، زمانی واحد △t در j وضعیت به i وضعیت از حرکت

�صورت به فرآیند کوچک بی�نهایت مولد یا نرخ ماتریس ،I وضعیت فضای با {Xt}t≥۰ پیوسته زمان مارکف فرآیند

است: شده تعریف زیر

Q = [qij ]i,j∈I (١٠.٢)

[۵٣] است. qii = −
∑

i̸=j qij آن در که

شده بیان دارد، کاربرد پیوسته زمان مارکف فرآیند انتقال احتمالات آوردن دست به در که مهم قضیه یک ادامه در

است.

١.۵.٢ قضیه

باشد λi متناهی نرخ�های با پیوسته زمان مارکف فرآیند یک {Xt}t≥۰ اگر کلموگورف: پیش�رو دیفراسیل معادلات

:i ∈ I هر ازای به آن�گاه

p′ij(t) =
∑
k ̸=j

qkjpij(t)− λipij(t), j ∈ I (١١.٢)

[۵٣] .P ′(t) = P (t).Q دیگر عبارت به یا

سازی یکنواخت روش ٢.۵.٢

طوری به هستند، qii با برابر آن اصلی قطر درایه�های که باشد، Q نرخ ماتریس با مارکف فرآیند یک {X(t)}t≥۰ اگر

برقرار حتما باشد، متناهی وضعیت�ها تعداد که زمانی ،c ثابت یک برای ( i هر (برای |qii| ⩽ c < ∞ رابطه که

زیر صورت به {Y (t)}t≥۰ تصادفی فرآیند حال است. تصادفی ماتریس یک P = ۱
cQ + I ماتریس آن�گاه است.

سپس و می�شود گرفته نظر در K انتقال ماتریس با {Xn, n ≥ ۰} گسسته زمان مارکف زنجیر ابتدا می�شود: تعریف

این در رخداد زمان�های و می�شود گرفته نظر در گسسته، زمان مارکف زنجیر از مستقل ،c نرخ با پواسن فرآیند یک


