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چ��ک��ی��ده

زی��ر م��رت��ب��ه �رح��س��ب ب� ت��وان��ا ه��ای گ��روه در م��رک��ز ان��دی��س ب��رای ب��الا ک��ران ت��ع��ی��ی��ن رس��ال��ه ای��ن از ه��دف

اس��ت. م��ش��ت��ق گ��روه

رس��ال��ه ای��ن ب��اش��د.در آن م��ش��ت��ق گ��روه زی��ر G′ و آن م��رک��ز Z(G) ت��وان��ا، گ��روه ی��ک G �ن��ی��د ک� ف��رض

G �ر اگ� �ه ک� �وری ط� �ه ب� دارد �ود وج� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� روی B(n) �د �ن� �ان� م� �ی �ع� �اب� ت� �ه ک� �م �ی� ده� �ی م� �ان �ش� ن�

G اگ��ر �ه ک� ش��ود م��ی �اب��ت ث� �ی��ن �ن� چ� ه��م .[G : Z(G)] ≤ B(|G′ |) �اه گ� آن ب��اش��د، �اه��ی �ن� �ت� م� گ��روه��ی

ک��ه ای��ن ف��رض ب��ا و B(|G′|) = |G′|۲log۲|G
′ | گ��اه آن ب��اش��د، م��ت��ن��اه��ی م��ش��ت��ق گ��روه زی��ر ب��ا گ��روه��ی

م��ی دس��ت ب��ه B(|G′|) = |G′ |۴r ت��س��اوی ب��اش��د، r �ت��ق م��ش� �رگ��روه زی� �ه �ب� رت� و �اه��ی �ن� �ت� م� گ��روه��ی G

�ر ب� G
Z(G)

�ه �ب� رت� �رای ب� �ی �الای� ب� �ران ک� �اه گ� آن �د، �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� م� �ی �روه� p-گ� ،G �ر اگ� �لاوه ع� �ه ب� �د. آی�

ش��ود. م��ی م��ش��خ��ص G′ رت��ب��ه ح��س��ب

�ی �ررس� ب� �ورد م� دوری �ق �ت� �ش� م� �روه گ� �ر زی� �ا ب� دو رده از �ا �وان� ت� و �ی �اه� �ن� �ت� م� �ای ه� �روه p-گ� �ت �ای� �ه� ن� در

دو �ط �وس� ت� G
Z(G)

�اه گ� آن �د، �اش� ب� �ی �روه� گ� �ن �ی� �ن� چ� G �ر اگ� �ه ک� �ود ش� �ی م� داده �ان �ش� ن� و �ه �ت� �رف� گ� �رار ق�

.|G′ |۲ = | G
Z(G)

| و ش��ود م��ی ت��ول��ی��د ع��ن��ص��ر
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پ��ي��ش�گ��ف��ت��ار

G �ن��د �ان� م� گ��روه ی��ک ش��رای��ط آن ت��ح��ت ک��ه پ��رداخ��ت ش��رای��ط��ی ب��ررس��ی ١٩٣٨ب��ه درس��ال [١] �ئ��ر١ ب�

چ��ه ط��ورم��ع��ادل ی��اب��ه ش��ود، واق��ع H چ��ون دی��گ��ری گ��روه داخ��ل��ی ه��ای خ��ودری��خ��ت��ی گ��روه ع��ن��وان ب��ه

گ��روه چ��ن��ی��ن [٩] س��ی��ن��ی��ور٣ ٢و ه��ال .G ∼= H
Z(H)

ک��ه اس��ت م��وج��ود H گ��روه ،G گ��روه ب��رای م��وق��ع

ن��ام��ی��دن��د. ت��وان��ا۴ را ه��ای��ی

�ت �ال� ح� �د. ان� �ه �ت� �رف� گ� �رار ق� �ی �ررس� ب� �ورد م� �اوت �ف� �ت� م� �اه �دگ� دی� دو از �ا �وان� ت� �ای ه� �روه گ� �ی �ل� ک� �ت �ال� ح� در

�ورد م� [٢٠] و [١٨] ،[١٢] ،[١١] ،[٣] ،[١] در �ه ک� �ت �اس� ه� �روه گ� �ن ای� �ار �ت� �اخ� س� �ی �ررس� ب� اول

�ر ب� �ا �وان� ت� �روه گ� �ز �رک� م� �دی��س ان� �رای ب� �ی �الای� ب� �ران ک� دوم �ال��ت ح� در اس��ت. �ده ش� �ه �ت� �رف� گ� �رار ق� �ه �ع� �ال� �ط� م�

ب��رای ب��الای��ی ه��ای ک��ران راس��ت��ا ای��ن در گ��ردد. م��ی ت��ع��ی��ی��ن م��ش��ت��ق گ��روه زی��ر م��رت��ب��ه از ت��اب��ع��ی ح��س��ب

،G �ر اگ� �ال �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �ت. اس� �ده ش� �ه ارائ� �اص خ� �ط �رای� ش� در �ا �وان� ت� �روه گ� �ک ی� �ز �رک� م� �س �دی� ان�

�د �ی� �وان� ت� �ی م� �ه ک� [G : Z(G)] = p۲ �اه گ� آن ،|G′| = p و �د �اش� ب� �ا �وان� ت� و �ی �اه� �ن� �ت� م� �ی �روه� p-گ�

�ر زی� �ه ک� �رد ک� �ی �ررس� ب� را �ی �ای� �وان� ت� �ای ه� �روه گ� [١١] �ن۵ �ک� �ن� �ای� ه� �د. �ی� �اب� �ی� ب� [٢] �ع �رج� م� در را آن

n = ۲ �ر اگ� داد �ان �ش� ن� او �د، �اش� ب� �ی م� pn �ه �ب� �رت� م� از �ی �ات� �دم� �ق� م� �ی �ل� آب� و �زی �رک� م� آن �ق �ت� �ش� م� �روه گ�

�ه ارائ� �ی �ای� ه� �ال �ث� م� p > ۲ و �واه �خ� دل� n �ه ک� �ی �ت� �ال� ح� در �ن �ی� �ن� چ� �م ه� .[G : Z(G)] ≤ p۵ �اه گ� آن

�ح��ت ت� [١٢] �ن �ک� �ن� �ای� ه� و �وا۶ �ل� �ک� �ی� ن� .m = ۲n +
(
n
۲

)
�ه ک� �وری ط� �ه ب� [G : Z(G)] = pm �ه ک� �رد ک�

1Baer
2M.Hall
3Senior
4capable
5Heineken
6Nikolova

٣



۴ پ��ي��ش�گ��ف��ت��ار

.m = ۲n +
(
n
۲

)
�ه ک� �وری ط� �ه ب� [G : Z(G)] ≤ pm �د دادن� �ان �ش� ن� �ی �اص� خ� �ار �ی� �س� ب� �ط �رای� ش�

از ت��اب��ع��ی �رح��س��ب ب� ت��وان��ا و م��ت��ن��اه��ی ه��ای گ��روه م��رک��ز ان��دی��س ب��رای ب��الای��ی ک��ران [١٣] آی��زاک��س١

ک��ران [٢٢] و [٢١] در س��گ��دی٣ و پ��ادس��ک��ی٢ چ��ن��ی��ن ه��م ن��م��ود. م��ش��خ��ص م��ش��ت��ق گ��روه زی��ر م��رت��ب��ه

ان��د. ک��رده ارائ��ه م��ش��ت��ق گ��روه زی��ر م��رت��ب��ه �رح��س��ب ب� ت��وان��ا گ��روه م��رک��ز ان��دی��س ب��رای ری��ح��ی ص�� ب��الای

�رح��س��ب ب� ت��وان��ا ه��ای گ��روه م��رک��ز ان��دی��س ب��رای ب��الا ک��ران ت��ع��ی��ی��ن اص��ل��ی ه��دف رس��ال��ه، ای��ن در

اس��ت. م��ش��ت��ق گ��روه زی��ر م��رت��ب��ه از ت��اب��ع��ی

م��ق��الات اس��اس ب��ر رس��ال��ه ای��ن

�ل �ص� ف� �ج �ن� پ� در [٢٣] و [٢٢] �دی �گ� س� و �ی �ک� �ادس� پ� �الات �ق� م� و [٢۶] �اداو۴ ی� ،[١٣] �س �زاک� آی�

اس��ت. ش��ده ن��گ��اش��ت��ه

ب��رای ن��ی��از م��ورد ق��ض��ای��ای و ت��ع��اری��ف ش��ام��ل ه��ا، ن��ام��ه پ��ای��ان ه��م��ه م��ع��م��ول م��ط��اب��ق اول ف��ص��ل

ه��اس��ت. ف��ص��ل دی��گ��ر

�رای ب� �ی �الای� ب� �ران ک� �ت، اس� �ده ش� �ن �دوی� ت� و �ه �ی� �ه� ت� ،[١٣] �ه �ال� �ق� م� �اس �راس� ب� �ه ک� دوم �ل �ص� ف� در

م��ی �ه ارائ� �ت��ق �ش� م� �روه گ� �ر زی� �ه �ب� �رت� م� از �ع��ی �اب� ت� ح��س��ب �ر ب� �ا �وان� ت� و �اه��ی �ن� �ت� م� �ای ه� �روه گ� �ز �رک� م� �دی��س ان�

�روه گ� �ر زی� �ا ب� �ا �وان� ت� و �اه��ی �ن� �ت� م� �ای ه� �روه گ� �ز �رک� م� �دی��س ان� �رای ب� �ح��ی ری� � ص� ب��الای �ران ک� �پ��س س� �ردد. گ�

گ��ردد. م��ی م��ش��خ��ص دوری، م��ش��ت��ق

ب��رای ب��الای��ی ک��ران �ت��ق، م��ش� گ��روه �ر زی� �ه �ب� �رت� م� و �م��ی �ت� ری� �ا ل��گ� �اب��ع ت� ی��ک �رح��س��ب ب� س��وم ف��ص��ل در

ه��ای گ��روه م��رک��ز ان��دی��س ب��رای ب��الای��ی ک��ران ش��ود.س��پ��س م��ی ارائ��ه ت��وان��ا ه��ای گ��روه م��رک��ز ان��دی��س

�ل �ص� ف� �ن ای� �ود. ش� �ی م� �ص �خ� �ش� م� �ق �ت� �ش� م� �روه گ� �ر زی� �ه �ب� �رت� م� از �ی �ع� �اب� ت� �ب �س� ح� �ر ب� �ا �وان� ت� و �ی �اه� �ن� �ت� م�

اس��ت. [٢٢] م��ق��ال��ه ب��ررس��ی

�ی �اه� �ن� �ت� م� �ای ه� �روه گ� در �ق �ت� �ش� م� �روه گ� �ر زی� �ه �ب� �رت� م� �رای ب� �ی �الای� ب� �ران ک� �دا �ت� اب� �ارم �ه� چ� �ل �ص� ف� در

ان��دی��س ب��رای ب��الای��ی ک��ران �ت��ق، م��ش� گ��روه زی��ر �ب��ه رت� و �ب��ه م��رت� �رح��س��ب ب� س��پ��س ش��ود. م��ی م��ش��خ��ص

اس��ت. [٢٣] م��ق��ال��ه ب��ررس��ی واق��ع در ف��ص��ل ای��ن گ��ردد. م��ی ارائ��ه ت��وان��ا و م��ت��ن��اه��ی ه��ای گ��روه م��رک��ز

1Isaacs
2Podoski
3Szegedy
4Yadav



۵ پ��ي��ش�گ��ف��ت��ار

رده از �ا �وان� ت� و �ی �اه� �ن� �ت� م� �ای ه� �روه p-گ� �ت، اس� �ده آم� [٢۶] از آن �ب �ال� �ط� م� �ه ک� �ر آخ� �ل �ص� ف� در

گ��رف��ت. خ��واه��د ق��رار ب��ررس��ی م��ورد دوری، م��ش��ت��ق گ��روه زی��ر ب��ا دو



١
ن��ی��ازه��ا پ��ی��ش

ه��م رون��د. م��ی ک��ار ب��ه ب��ع��د ه��ای ف��ص��ل در ک��ه ک��ن��ی��م م��ی ب��ی��ان را ن��م��اده��ای��ی و م��ف��اه��ی��م ف��ص��ل ای��ن در

�ه ب� �الات �ق� م� و �ب �ت� ک� در �ه ک� �م �ردازی� پ� �ی م� �ی �ای� �ای� �ض� ق� �ات �ب� اث� �زوم ل� �ورت ص� در و �ان �ی� ب� �ه ب� �ن �ی� �ن� چ�

گ��ی��رن��د. م��ی ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد ن��ام��ه پ��ای��ان ای��ن در ت��ن��اس��ب ب��ه و دارن��د وج��ود پ��راک��ن��ده ص��ورت

۶



٧ ن��ی��ازه��ا پ��ی��ش

ه��ا آن خ��واص و س��اده اگ��ره��ای ج��اب��ج�� ١.١

در ک��ه را آن م��ه��م خ��واص �رخ��ی ب� س��پ��س و ک��رده ری��ف ت��ع�� را س��اده اگ��ر ج��اب��ج�� م��ف��ه��وم ب��خ��ش ای��ن در

آزاد �ای ه� �روه گ� �ی �رف� �ع� م� �ه ب� �ن �ی� �ن� چ� �م ه� �م. �ی� �ن� ک� �ی م� �ان �ی� ب� دارد، �رد رب� �ا ک� �ا �ره� اگ� � �ج� �اب� ج� �ات �ب� �اس� �ح� م�

م��ی �ی��ان ب� ری��م، دا �ی��از ن� �ا ه� آن ب��ه ب��ع��د ه��ای ف��ص��ل در ک��ه را اح��ک��ام��ی �رخ��ی ب� �ای��ت �ه� ن� در و �ت��ه پ��رداخ�

ک��ن��ی��م.

١ �اده س� �ر اگ� � �ج� �اب� ج� �د، �ن� �اش� ب� G �روه گ� از �واه �خ� دل� �ر �اص� �ن� ع� y و x �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

�ن �ی� �ن� چ� �م ه� �م. �ی� �ن� ک� �ی م� �ف ری� � �ع� ت� x−۱y−۱xy �ورت �ه�ص� ب� داده، �ان �ش� ن� [x, y] �اد �م� ن� �ا ب� را y و x

گ��وی��ن��د. y ت��وس��ط x ٢ م��زدوج را xy = y−۱xy

ش��ود م��ی م��لاح��ظ��ه

[x, y] = x−۱xy.

اس��ت. س��اده اگ��ر ج��اب��ج�� اگ��ر، ج��اب��ج�� ی��ک از م��ن��ظ��ور ب��ع��د ب��ه ای��ن از

ب��ه اس��ت��ق��رای��ی �ط��ور ب��ه (n ≥ ۱) n وزن از ،٣ چ��پ از ش��ده اگ��رم��رت��ب ج��اب��ج�� ی��ك ک��ل��ی ح��ال��ت در

م��ی�ش��ود. ری��ف ت��ع�� زی��ر �ص��ورت

x۱, x۲, · · · , xn−۱, xn ∈ G �ازای �ه ب� �ت، اس� �ك ی� وزن از �ر اگ� � �ج� �اب� ج� �ك ی� G �روه گ� �ر �ص� �ن� ع� �ر ه�

ای��ن�ص��ورت در ب��اش��ن��د. ش��ده ری��ف ت��ع�� n− ۱ وزن از اگ��ره��ای ج��اب��ج�� ت��م��ام ک��ن��ی��د ف��رض ،(n ≥ ۲)

م��ی�ش��ود. ری��ف ت��ع�� زی��ر �ص��ورت ب��ه n وزن از اگ��ر ج��اب��ج��

[
x۱, x۲, · · · , xn−۱, xn

]
=

[
[x۱, x۲, · · · , xn−۱], xn

]
.

ک��ن��ی��م. م��ی ب��ی��ان را اگ��ره��ا ج��اب��ج�� م��ق��دم��ات��ی خ��واص اک��ن��ون

ای��ن�ص��ورت در .x, y, z, t ∈ G و گ��روه ی��ك G ك��ن��ی��د ف��رض .٢.١.١ ل��م

1simple commutator
2conjugate
3left normed commutator
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xy؛ = x[x, y] ،[x, y] = [y, x]−۱ (i)

,x]؛ y−۱] = [y, x]y
−۱ ،[x−۱, y] = [y, x]x

−۱
(ii)

,x])؛ y]z)t = [x, y]zt ،([x, y]−۱)z = ([x, y]z)−۱ (iii)

,x]؛ yz] = [x, z][x, y]z ،[xy, z] = [x, z]y[y, z] (iv)

xy؛ = yx[x, y] (v)

,x]؛ y−۱, z]y[y, z−۱, x]z[z, x−۱, y]x = ۱ (vi)

.[x, y, zx][z, x, yz][y, z, xy] = ۱ (vii)

ه��س��ت��ن��د. ١م��ع��روف ه��ال-وی��ت ات��ح��اده��ای ب��ه (vii) (vi)و ه��ای ت��س��اوی

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٢۴] �رج��ع م� از ١١٩ ص��ف��ح��ه ب��ه ب��ره��ان.

�ورت �ن�ص� ای� در �د، �ن� �اش� ب� G �روه گ� از �ی �ه� �رت� �ی� غ� �ه �وع� �م� �ج� �رم� زی� دو Y و X �ر اگ� .٣.١.١ �ف �ری� �ع� ت�

ری��ف � �ع� ت� �ر زی� �ورت �ه�ص� ب� و �م �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� [X,Y ] �اد �م� �ان� ب� را Y و X ٢ �ر اگ� � �ج� �اب� ج� �روه �رگ� زی�

م��ی�ك��ن��ی��م.

[X,Y ] = ⟨ [x, y] | x ∈ X, y ∈ Y ⟩.

�اه گ� آن �د، �ن� �اش� ب� G �روه گ� از �ی �ه� �رت� �ی� غ� �ی �ای� �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ر زی� Xn،. . . ،X۲،X۱ �ر اگ� �ی �ل� ك� �ت �ال� ح� در

م��ی�ش��ود. ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه اس��ت��ق��رای��ی ب��ه�ط��ور Xn،. . . ،X۲،X۱ اگ��ر ج��اب��ج�� زی��رگ��روه

[X۱, X۲, . . . , Xn] =
[
[X۱, X۲, . . . , Xn−۱], Xn

]
,

. [X۱] = ⟨X۱⟩ و n ≥ ۲ آن در ك��ه
1the Hall-Witt identity
2commutator subgroup
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ای��ن�ص��ورت در ب��اش��ن��د. G دل��خ��واه گ��روه از زی��رگ��روه�ه��ای��ی K Hو ،L ك��ن��ی��د ف��رض .۴.١.١ ق��ض��ی��ه

،[H,K] = [K,H] (i)

،[H,K] ⩽ H گ��اه آن ،H ⊴G اگ��ر (ii)

،[H,K]⊴G آن�گ��اه ،H,K ⊴G اگ��ر (iii)

،[HK,L] = [H,L][K,L] آن�گ��اه ،H,K,L⊴G اگ��ر (iv)

،[H,G] ≤ K اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر H
K

≤ Z(G
K
) گ��اه آن ،K ≤ H و K ⊴G اگ��ر (v)

.[G,G] ≤ H اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت آب��ل��ی G/H آن�گ��اه ،H ◁G اگ��ر (vi)

ن��ت��ی��ج��ه در و [xH, yH] = [x, y]H ص��ورت ای��ن در ،x, y ∈ G و H ⊴G ک��ن��ی��د ف��رض (vii)

[KH/H,LH/H] = [K,L]H/H.

ش��ود. م��ی ن��ت��ی��ج��ه ٢.١.١ ل��م و ٣.١.١ ری��ف ت��ع�� از س��ادگ��ی ب��ه ب��ره��ان.

( گ��روه١ زی��ر س��ه (ل��م .۵.١.١ ل��م

�ر اگ� �د. �اش� ب� آن از �ی �ال� �رم� ن� �روه گ� �ر زی� N و G �روه گ� از �روه گ� �ر زی� �ه س� L و K ،H �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

اس��ت. واق��ع N در ن��ی��ز [L,H,K] گ��اه آن ب��اش��ن��د، داش��ت��ه ق��رار N در [K,L,H] و [H,K,L]

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٢۴] از ١٢٢ ص��ف��ح��ه ب��ه ب��ره��ان.

(٢ (ددک��ی��ن��د .۶.١.١ ق��ض��ی��ه

ص��ورت ای��ن در .K ⊆ L ک��ه ب��اش��ن��د گ��روه ی��ک از ه��ای��ی گ��روه زی��ر L و K ،H ک��ن��ی��د ف��رض

HK ∩ L = (H ∩ L)K.

1three subgroup lemma
2Dededkind
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م��ی ای��ج��اب H ∩ L ⊆ L و K ⊆ L ه��م��چ��ن��ی��ن ،(H ∩ L)K ⊆ HK ک��ه اس��ت ب��دی��ه��ی ب��ره��ان.

ب��ن��اب��رای��ن .(H ∩ L)K ⊆ L ک��ه ک��ن��د

(H ∩ L)K ⊆ (HK ∩ L).

�ه ک� �وری ط� �ه ب� دارد �ود وج� k ∈ K و h ∈ H �س پ� ،x ∈ HK ∩ L �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �س، �ک� ع� �ه ب�

ی��ع��ن��ی .x = hk ∈ (H ∩ L)K ب��ن��اب��رای��ن .h = xk−۱ ∈ L ری��م دا ج��ا ای��ن از .x = hk ∈ L

HK ∩ L ⊆ (H ∩ L)K,

اس��ت. ث��اب��ت ح��ک��م ل��ذا و

�ی��ف ت��وص� روش �ه��وم �ف� م� ای��ن �م��ك ك� �ه ب� �پ��س س� �م. �ی� �ن� م��ی�ك� ری��ف � �ع� ت� را آزاد گ��روه �ه��وم �ف� م� �ه ادام� در

م��ی�ك��ن��ی��م. ب��ی��ان را راب��ط��ه�ه��ا و م��ول��د�ه��ا ح��س��ب ب��ر گ��روه�ه��ا

م��ج��م��وع��ه�ای X ،C ٢ م��ل��م��وس رس��ت��ه در دل��خ��واه ١ ش��یء ی��ک F ك��ن��ی��د ف��رض .٧.١.١ ت��ع��ری��ف

ه��ر و C از A ش��یء ه��ر ب��ه�ازای اگ��ر ب��اش��د. م��ج��م��وع��ه�ه��ا) (از ن��گ��اش��ت ی��ك i : X → F و �ات��ه��ی ن�

f̄ : F → A م��ان��ن��د C از �ف��ردی ب��ه م��ن��ح��ص��ر ٣ ری��خ��ت ،f : X → A م��ج��م��وع��ه�ه��ا) (از ن��گ��اش��ت

�ه �ت� رس� در X �ه �وع� �م� �ج� م� ۴روی آزاد �یء ش� را F �اه �گ� آن ،f̄ i = f �ه �ك� �وری �ط� �ه ب� �د، �اش� ب� �ود �وج� م�

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان ن��ی��ز F (X) ن��م��اد ب��ا را آن گ��اه��ی و ن��ام��ی��ده C م��ل��م��وس

�خ��ت ری� � �ك� ی� ،F
R
�د �ن� �ان� م� F آزاد �روه گ� از �ی �ت� �م� �س� �ارج�ق� خ� �روه گ� �ك ی� �ا ب� G �روه گ� �ر ه� .٨.١.١ �ه �ی� �ض� ق�

اس��ت. آزاد گ��روه ی��ك ری��خ��ت ه��م�� ت��ص��وی��ر گ��روه ه��ر دی��گ��ر، ب��ه�ع��ب��ارت اس��ت.

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٢۴] ب��ه ب��ره��ان.

آزاد گ��روه ی��ك F و G ب��رای �ول��د م� �م��وع��ه م��ج� ی��ك X گ��روه، ی��ك G �ی��د �ن� ك� ف��رض .٩.١.١ �ع��ری��ف ت�

G �روه گ� �رای ب� ۵ آزاد �ای��ش �م� ن� ی��ك F
R
�ورت �ن�ص� ای� در .G ∼= F

R
�ه �وری�ك� �ط� �ه ب� �د �اش� ب� X روی �ر ب�

1object
2concrete category
3morphism
4free object
5free presentation
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م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده

�اده �ف� �ت� اس� G �روه گ� �ش �ای� �م� ن� �رای ب� �ر زی� �ذاری �ادگ� �م� ن� از �اه آن�گ� ، R = ⟨Y ⟩F و Y ⊆ F �اه �رگ� ه�

م��ی�ك��ن��ی��م.

G = ⟨X|Y ⟩.

ه��ای �رگ��روه زی� �ه �م� ه� �ت��راک اش� R �ارت��ی �ب� ع� �ه ب� اس��ت. F در ⟨Y ⟩ �رم��ال ن� �ار �ت� ب��س� R = ⟨Y ⟩F ک��ه

م��ج��م��وع��ه و م��ول��د م��ج��م��وع��ه ت��رت��ی��ب ب��ه Y و X ب��اش��د. م��ی ه��س��ت��ن��د، Y ش��ام��ل ک��ه F از ن��رم��ال��ی

ش��ون��د. م��ی ن��ام��ی��ده G رواب��ط

م��س��ت��ق��ی��م ح��اص��ل��ض��رب ب��اش��د، ه��ا گ��روه از ای خ��ان��واده {Gi | i ∈ I} اگ��ر .١٠.١.١ ی��ادآوری

(در G۱ ×G۲ × . . .×Gn �ا ب� �د �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� م� I �ه ک� �ی �ت� �ال� ح� در و ∏
i∈I
Gi �ا ب� را �واده �ان� خ� ای��ن ١

ده��ی��م. م��ی ن��ش��ان ( G۱ ⊕G۲ ⊕ . . .⊕Gn ب��ا ج��م��ع��ی ن��م��اد

�ا ب� �ه ک� �ا، ه� �روه گ� از {Gi | i ∈ I} �واده �ان� خ� ٢ �ی) �ارج� (خ� �ف �ی� �ع� ض� �م �ی� �ق� �ت� �س� م� �رب ض� �ل �اص� ح�

ب��ه ،i ∈ I ه��ر ازای ب��ه ک��ه اس��ت �ای��ی i∈I{gi}ه� ت��م��ام م��ج��م��وع��ه ش��ود، م��ی داده ن��ش��ان
w∏
i∈I
Giن��م��اد

.gi = ۱ م��ت��ن��اه��ی، ت��ع��داد ج��ز

اس��ت ی��ک��ی م��س��ت��ق��ی��م ح��اص��ل��ض��رب ب��ا ض��ع��ی��ف م��س��ت��ق��ی��م ح��اص��ل��ض��رب گ��اه آن ب��اش��د، م��ت��ن��اه��ی I اگ��ر

م��س��ت��ق��ی��م م��ج��م��وع م��ع��م��ولا را
w∏
i∈I
Gi ب��اش��ن��د، (ج��م��ع��ی) آب��ل��ی ه��م��ه Gi ه��ای گ��روه ک��ه ص��ورت��ی در و

ده��ی��م. م��ی ن��ش��ان ⊕∑
i∈I
Gi ن��م��اد ب��ا و ن��ام��ی��ده (خ��ارج��ی)

ب��اش��ن��د. ه��ا گ��روه از ه��ای��ی خ��ان��واده {Ni | i ∈ I} و {Gi | i ∈ I} ک��ن��ی��د ف��رض .١١.١.١ ق��ض��ی��ه

گ��اه آن ب��اش��د، Gi از ن��رم��ال��ی زی��رگ��روه Ni ،i ∈ I ه��ر ازای ب��ه اگ��ر

.∏
i∈I
Gi/

∏
i∈I
Ni

∼=
∏
i∈I

(Gi/Ni) و ب��وده
∏
i∈I
Gi از ن��رم��ال��ی زی��رگ��روه

∏
i∈I
Ni (i)

.
w∏
i∈I
Gi/

w∏
i∈I
Ni

∼=
w∏
i∈I

(Gi/Ni) و ب��وده
w∏
i∈I
Gi از ن��رم��ال��ی زی��رگ��روه

w∏
i∈I
Ni (ii)

1direct product
2external weak direct product
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ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [١٠] ب��ه ب��ره��ان.

ب��ه ری��خ��ت��ی ی��ک�� ح��د ت��ا ک��ه ه��س��ت��ن��د م��ت��ن��اه��ی ت��ول��ی��د ب��ا آب��ل��ی ه��ای گ��روه ه��ا، گ��روه از م��ه��م دس��ت��ه ی��ک

ان��د. ش��ده ب��ن��دی رده زی��ر م��ه��م ق��ض��ی��ه وس��ی��ل��ه

م��ت��ن��اه��ی)١ ت��ول��ی��د ب��ا آب��ل��ی ه��ای گ��روه اس��اس��ی (ق��ض��ی��ه .١٢.١.١ ق��ض��ی��ه

r ن��ام��ن��ف��ی ص��ح��ی��ح ع��دد ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. م��ت��ن��اه��ی ت��ول��ی��د ب��ا آب��ل��ی گ��روه ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض

ک��ه ط��وری ب��ه دارن��د وج��ود n۱ | n۲ | ... | nk ک��ه nk ،· · · ،n۲ ،n۱ و k ط��ب��ی��ع��ی اع��داد و

G ≃ Zn۱ ⊕ Zn۲ ⊕ ...⊕ Znk
⊕ Z⊕ ...⊕ Z︸ ︷︷ ︸

r

.

اس��ت. م��ت��ن��اه��ی آب��ل��ی گ��روه ی��ک G گ��اه آن r = ۰ اگ��ر

ش��ود. رج��وع [١٠] از ٧۶ ص��ف��ح��ه ب��ه ب��ره��ان.

ص��ورت ای��ن در �ن��د. �اش� ب� آن از گ��روه �ر زی� دو K و H و گ��روه ی��ک G �ی��د �ن� ک� ف��رض .١٣.١.١ ل��م

ری��م دا t ∈ N و k ∈ K ،h ∈ H ه��ر ازای ب��ه

[k, ht] ≡ [k, h]t ([K,H,H] (پ��ی��م��ان��ه

آوری��م م��ی دس��ت ب��ه [x, yz] = [x, z][x, y]z راب��ط��ه از م��ک��رر اس��ت��ف��اده ب��ا ب��ره��ان.

[k, ht] = [k, hht−۱] = [k, ht−۱][k, h]h
t−۱

= [k, ht−۱][k, h][k, h, ht−۱]

= [k, ht−۲][k, h][k, h, ht−۲][k, h][k, h, ht−۱]

...

≡ [k, h]t ([K,H,H] .(پ��ی��م��ان��ه

1fundamental theorem of finitely generated abelian group
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�ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� n �ه �ب� �رت� م� از �ی �اه� �ن� �ت� م� و دوری �ی �روه� گ� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١۴.١.١ �م ل�

ب��اش��د. م��ی اوی��ل��ر ف��ی ت��اب��ع φ ک��ه اس��ت φ(n) م��رت��ب��ه از آب��ل��ی گ��روه��ی Aut(G)

ش��ود. م��راج��ع��ه [٢۴] از ۵.۵.١ ق��ض��ی��ه ب��ه ب��ره��ان.

ع��ددی p و �ث��ب��ت م� ع��ددی k ک��ه |G| = pk و ب��اش��د دوری گ��روه��ی G �ی��د �ن� ک� ف��رض .١۵.١.١ ل��م

.Aut(G) ∼= Upk و |Aut(G)| = φ(pk) ص��ورت ای��ن در اس��ت. اول

گ��اه آن ،p ⩾ ۳ اگ��ر ع��لاوه ب��ه

Upk
∼= Zφ(pk) = Zpk−۱(p−۱)

چ��ن��ی��ن ه��م و

U۲k
∼=


۱ k = ۱

Z۲ k = ۲

Z۲k−۲ × Z۲ k ⩾ ۳

ش��ود. م��راج��ع��ه [۵] ب��ه ب��ره��ان.

�ا ب� G از �روه��ی گ� �ر زی� H �ر اگ� �د. �اش� ب� �اه��ی �ن� �ت� م� �د �ی� �ول� ت� �ا ب� گ��روه��ی G �ی��د �ن� ک� ف��رض .١۶.١.١ �ی��ه ق��ض�

اس��ت. م��ت��ن��اه��ی ت��ول��ی��د ب��ا H گ��اه آن ب��اش��د، م��ت��ن��اه��ی ان��دی��س

ش��ود. م��راج��ع��ه [٢۴] از ٣۶ ص��ف��ح��ه ب��ه ب��ره��ان.

(ش��ور)١ .١٧.١.١ ق��ض��ی��ه

و �ت اس� �ی �اه� �ن� �ت� م� G′ �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� [G : Z(G)] = n و �روه گ� �ک ی� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

.(G′
)n = ۱

ش��ود. م��راج��ع��ه [٢۴] از ٢٧٨ ص��ف��ح��ه ب��ه ب��ره��ان.

ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. G گ��روه ی��ک از ه��ای��ی زی��رگ��روه B و A ک��ن��ی��د ف��رض .١٨.١.١ ل��م

[A : A ∩B] ⩽ [G : B].

1Schur
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ش��ود. م��ی دی��ده س��ادگ��ی ب��ه ح��ک��م G
B
ب��ه A

A∩B از ی��ک ب��ه ی��ک ت��اب��ع ی��ک ب��رق��راری ب��ا ب��ره��ان.

ت��وان پ��وچ و پ��ذی��ر ح��ل ه��ای گ��روه ٢.١

ب��ه رب��وط م�� �ای��ای ق��ض� �رخ��ی ب� و ک��رده م��ع��رف��ی را ت��وان پ��وچ و پ��ذی��ر ح��ل ه��ای گ��روه ق��س��م��ت ای��ن در

ک��ن��ی��م. م��ی ب��ررس��ی اس��ت، ن��ی��از م��ورد ب��ع��د ه��ای ف��ص��ل در ک��ه را ه��ا گ��روه ای��ن

س��ری ب��اش��د. گ��روه ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض .١.٢.١ ت��ع��ری��ف

۱ = G۰ ⩽ G۱ ⩽ G۲ ⩽ ... ⩽ Gn = G.

،۱ ⩽ i ⩽ n − ۱ ،i �ر ه� ازای �ه ب� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� G �ی �ل� آب� �ری س� �ک ی� را G �ای ه� �روه گ� �ر زی� از

ب��اش��د. آب��ل��ی گ��روه��ی Gi+۱

Gi
گ��روه و Gi ⊴Gi+۱

ب��اش��د. آب��ل��ی س��ری ی��ک دارای G ه��رگ��اه ١گ��وی��ی��م پ��ذی��ر ح��ل را G گ��روه .٢.٢.١ ت��ع��ری��ف

Y و X �ه ك� �د �ت� �ی�اف� م� �اق �ف� ات� �ی �ان� زم� �ر اگ� � �ج� �اب� ج� �ای �روه�ه� �رگ� زی� از �ی �اص� خ� �ت �ال� ح� .٣.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

زی��رگ��روه را وآن داده ن��ش��ان G′ ن��م��اد ب��ا [G,G]را زی��رگ��روه ح��ال��ت ای��ن در ب��اش��ن��د. G گ��روه خ��ود

ن��ام��ی��م. م��ی Gم��ش��ت��ق٢

�ه ب� �ی �رای� �ق� �ت� اس� روش �ه ب� G(n) �ی �ن� �ع� ی� G n-ام ی �ه �ب� �رت� م� �ق �ت� �ش� م� ،n ≥ ۲ �ر ه� �رای ب� �ون �ن� اک�

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ش��ده ری��ف ت��ع�� G(n−۱) ک��ن��ی��د ف��رض ش��ود. م��ی ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت

G(n) = (G(n−۱))′.

ن��ام��ی��م. G گ��روه ٣ م��ش��ت��ق س��ری را زی��ر زن��ج��ی��ر

G = G(۰) ⩾ G′ = G(۱) ⩾ · · · ⩾ G(n) ⩾ G(n+۱) ⩾ · · · (١.١)

1soluble
2derived subgroup
3derived Series



١۵ ن��ی��ازه��ا پ��ی��ش

،G(n) = {۱} �nای �ازای �ه ب� �ر اگ� �ی ول� �ود، �ی�ش� �م� ن� �م �ت� خ� {۱} �ه ب� �ی �ل� ك� �ت �ال� ح� در (١.١) �ری س�

ری��ن �ت�� ک��وچ��ک� ای��ن�ص��ورت در .G(m) = {۱} ،n ⩽ m ک��ه m ه��ر �ازای ب��ه ك��ه اس��ت واض��ح آن�گ��اه

گ��وی��ن��د. G ١گ��روه م��ش��ت��ق ط��ول ، G(n) = {۱} آن ب��ه�ازای ك��ه را n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد

،n �ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� ی��ک ازای �ه ب� �ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� اس��ت �ر �ذی� پ� ح��ل G �واه �خ� دل� �روه گ� .۴.٢.١ �ی��ه ق��ض�

.G(n) = {۱}

ش��ود. م��راج��ع��ه [٢۴] ب��ه ب��ره��ان.

ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. پ��ذی��ر ح��ل گ��روه��ی G ك��ن��ی��د ف��رض .۵.٢.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت. پ��ذی��ر ح��ل ن��ی��ز G گ��روه زی��ر ه��ر (i)

اس��ت. پ��ذی��ر ح��ل G
N
گ��اه آن ،N ⊴G اگ��ر (ii)

اس��ت. پ��ذی��ر ح��ل ن��ی��ز G گ��اه آن ب��اش��ن��د، پ��ذی��ر ح��ل G
N
و N اگ��ر (iii)

ش��ود. رج��وع [٢۴] ب��ه ب��ره��ان.

ب��ه�ص��ورت G گ��روه زی��رگ��روه�ه��ای از زن��ج��ی��ر ی��ك .۶.٢.١ ت��ع��ری��ف

G۰ = {۱} ≤ G۱ ≤ · · · ≤ Gn ≤ Gn+۱ ≤ · · ·

و Gi ⊴G ،i ه��ر ب��ه�ازای ه��رگ��اه گ��وی��ن��د، ٢ م��رك��زی س��ری را

Gi+۱

Gi

≤ Z(
G

Gi

).

م��ی�ك��ن��ی��م. ری��ف ت��ع�� G دل��خ��واه گ��روه ب��رای را م��ه��م م��رك��زی س��ری دو اك��ن��ون
1derived length
2central series



١۶ ن��ی��ازه��ا پ��ی��ش

ص��ورت ب��ه γn(G) �رگ��روه زی� ص��ورت ای��ن در �اش��د. ب� �روه گ� ی��ک G �ی��د �ن� ك� ف��رض .٧.٢.١ �ع��ری��ف ت�

γn−۱(G) ،n ⩾ ۲ �ر ه� �ازای �ه ب� و γ۱(G) = G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ود. ش� �ی م� �ف ری� � �ع� ت� �ی �رای� �ق� �ت� اس�

ک��ن��ی��م. م��ی ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه را γn(G) ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ش��ده ری��ف ت��ع��

γn(G) = [γn−۱(G), G].

۴.١.١ ق��ض��ی��ه ب��ه ت��وج��ه ب��ا

γn−۱(G)

γn(G)
≤ Z(

G

γn(G)
)

زن��ج��ی��ر ل��ذا

G = γ۱(G) ≥ · · · ≥ γn(G) ≥ · · · (٢.١)

�ده �ی� �ام� ن� G �روه گ� ١ �ی �ن� �ی� �ای� پ� �زی �رك� م� �ری س� (٢.١) �ر �ی� �ج� زن� �ت. اس� G از �زی �رك� م� �ری س� �ك ی�

م��ی�ش��ود.

.γn(G) = {۱} ،n ⩾ k ه��ر ب��رای گ��اه آن ،γk(G) = {۱} ،k ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ازای ب��ه اگ��ر

م��ی G پ��ای��ی��ن��ی م��رک��زی س��ری ط��ول ،γn+۱(G) = {۱} آن در ک��ه را n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ری��ن ک��وچ��ک��ت��

ن��ام��ی��م.

�ان �ش� ن� Zn(G) �اد �م� ن� �ا ب� را G �روه گ� �ز �رك� م� �ن �ی� n-ام� ،n �ع��ی �ی� �ب� ط� �دد ع� �ر ه� �رای ب� .٨.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

ک��ن��ی��م. م��ی ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه اس��ت��ق��رای��ی را آن و داده

Z۰(G) = {۱},

Z۱(G) = Z(G),

Zn(G) �ورت ص� �ن ای� در .Zn−۱(G) ⊴ G و �د �اش� ب� �ده ش� �ف ری� � �ع� ت� Zn−۱(G) �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

1lower central series



١٧ ن��ی��ازه��ا پ��ی��ش

ک��ن��د، م��ی ص��دق زی��ر ش��رط در ک��ه اس��ت G از زی��رگ��روه��ی
Zn(G)

Zn−۱(G)
= Z(

G

Zn−۱(G)
).

اس��ت. G گ��روه از م��رك��زی س��ری ی��ک زی��ر زن��ج��ی��ر ب��ن��اب��رای��ن

{۱} = Z۰(G) ≤ Z۱(G) ≤ · · · ≤ Zn(G) ≤ · · · . (٣.١)

n �ع��ی �ی� �ب� ط� ع��دد ری��ن � �ت� �ک� ک��وچ� �ی��م. �ام� ن� م��ی G گ��روه ١ ب��الای��ی م��رك��زی س��ری را (٣.١) �ی��ر زن��ج�

ن��ام��ی��م. م��ی G گ��روه ب��الای��ی م��رک��زی س��ری ط��ول ،Zn(G) = G آن در ک��ه را

G ب��ه ک��ه ب��اش��د م��رک��زی س��ری ی��ک دارای ه��رگ��اه ٢گ��وی��ن��د، ت��وان پ��وچ را G گ��روه .٩.٢.١ ت��ع��ری��ف

ن��م��اد ب��ا را آن و ن��ام��ی��ده G گ��روه ٣ ت��وان��ی پ��وچ رده را س��ری چ��ن��ی��ن ری��ن ک��وت��اه��ت�� ط��ول ش��ود. خ��ت��م

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان cl(G)

�م ری� دا �اه گ� آن �د، �اش� ب� m �ی �وان� ت� �وچ پ� رده از �وان ت� �وچ پ� G �روه گ� �ر اگ� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه�

.Zm−۱(G) ̸= G و Zm(G) = G ن��ی��ز و γm(G) ̸= {۱} و γm+۱(G) = {۱}

ن��ی��ز G گ��روه زی��ر ه��ر ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ت��وان پ��وچ گ��روه��ی G ک��ن��ی��د ف��رض .١٠.٢.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت. ت��وان پ��وچ

ش��ود. م��راج��ع��ه [٢۴] ب��ه ب��ره��ان.

و �ر اگ� x ∈ Zi(G) ،i ⩾ ۱ ،i �ر ه� ازای �ه ب� �اه گ� آن �د، �اش� ب� �واه �خ� دل� �ی �روه� گ� G �ر اگ� .١١.٢.١ �م ل�

.[x, g۱, g۲, · · · , gi] = ۱ ب��اش��ی��م داش��ت��ه g۱, g۲, · · · , gi ∈ G ه��ر ازای ب��ه اگ��ر ت��ن��ه��ا

ش��ود. م��ی ن��ت��ی��ج��ه س��ادگ��ی ب��ه ح��ک��م ،i روی اس��ت��ق��راء روش ب��ه ب��ره��ان.

1upper central series
2nilpotent
3nilpotency class



١٨ ن��ی��ازه��ا پ��ی��ش

c رده از ت��وان پ��وچ گ��روه ی��ک G ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. گ��روه ی��ك G ك��ن��ی��د ف��رض .١٢.٢.١ ل��م

م��ی c− ۱ رده از ت��وان پ��وچ G
Z(G)

اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت م��ث��ب��ت و ص��ح��ی��ح ع��ددی c ک��ه ب��اش��د م��ی

ب��اش��د.

�ی �ادگ� س� �ه ب� �م �ک� ح� G
Z(G)

و G �روه گ� �رای ب� �ی �الای� ب� �زی �رک� م� �ری س� �ف ری� � �ع� ت� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� ب��ره��ان.

ش��ود. م��ی ن��ت��ی��ج��ه

ای��ن�ص��ورت در ب��اش��د. G از ن��رم��ال زی��رگ��روه��ی N و گ��روه ی��ک G ك��ن��ی��د ف��رض .١٣.٢.١ ق��ض��ی��ه

ری��م دا m,n ∈ N ه��ر ب��رای

Zn(G×H)؛ = Zn(G)× Zn(H) ،γn(G×H) = γn(G)× γn(H) (i)

)Zm؛
G

Zn(G)
) = Zm+n(G)

Zn(G)
(ii)

.Zn(
G
N
) ⩾ Zn(G)N

N
،γn(GN ) = γn(G)N

N
(iii)

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٢۴] ب��ه ب��ره��ان.

G از �ی �ه� �دی� ب� �ر �ی� غ� �ال �رم� ن� �روه گ� �ر زی� N و �وان ت� �وچ پ� �ی �روه� گ� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١۴.٢.١ �ه �ی� �ض� ق�

.N ∩ Z(G) ̸= {۱} ص��ورت ای��ن در ب��اش��د.

ک��ن��ی��د. م��راج��ع��ه [٢۴] از ١٢۵ ص��ف��ح��ه ب��ه ب��ره��ان.

�ر زی� �روه گ� �ر زی� �ک ی� را G از H �روه گ� �ر زی� �د. �اش� ب� �روه گ� �ک ی� G �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١۵.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود G از Hk ،· · · ،H۲ ،H۱ ه��ای گ��روه زی��ر ه��رگ��اه گ��وی��ن��د G ن��رم��ال١

ک��ه

H ⊴H۱ ⊴H۲ ⊴ · · ·⊴Hk ⊴G.

�ر زی� �ای ه� �زاره گ� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� م� �روه گ� �ک ی� G �د �ی� �ن� ك� �رض ف� .١۶.٢.١ �ه �ی� �ض� ق�

م��ع��ادل��ن��د:
1subnormal


