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  چكيده

Axبه طوري كلي براي حل دستگاه خطي  b= هاي مستقيم مطرح اسـت،    هاي تكراري و روش روش

-هاي تكراري كه معروف به ايستا و غير ايستا مي باشد كـه ايسـتا ماننـد روش ژاكـوبي، گـاوس      روش

هاي غير ايستا كه در زير فضاي كرايلف بررسي مي شود  و ريچاردسون، همچنين روش SORسايدل، 

مانند گراديان مزدوج، روش متعامد سازي كامل، روش مانده مينيمال مي باشند، بنا براين در ايـن اثـر   

AXيك روش تكراري جديد براي حل معادلات ماتريسي يا دستگاه خطي  B=  كه بنام روش تكراري

,ي متوالي معروف است ارائه مي شوند، كه در اينجا تصوير ,A X B  ،در دستگاه فوق ماتريسها هستند

متقارن است، بر اسـاس ايـن روش الگـوريتمي را پيشـنهاد و     معين يك ماتريس مثبت  Aو ماتريس 

اثبات مي شود كه همگراست. بعلاوه تحليل الگوريتم و نتايج عددي نشان دهنده مؤثربـودن ايـن روش   

  مي باشند.   

 -Aمعادلات ماتريسي،  ماتريس مثبت معـين متقـارن،  يـك گـروه مـاتريس        واژه هاي كليدي:

  متوالي.    تعامد و روش تكراري تصويريم
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  مقدمه

هـاي   در سـال  عدديدر زمينه جبرخطي حائزاهميت له حل معادلات خطي يكي ازبحث هاي أمس     

اسـتفاده ازسـاختار ماتريسـي(خطي) وتجزيـه      بـا  له راأس ـ. بسـياري از محققـين ايـن م   بوده استاخير 

در  Golubبـراي مثـال   . نتايج خوب وپايدار رابه دست آورده اند ،درنظرگرفته ماتريس به چند قسمت

)باتجزيه حل اين دستگاه معادلات را] 25در [ Zhouو] 13[ )SV D .در نظر گرفته اندLoan وChu  در

)كه  تجزيه مقاديرمنفردروش بردند وباتعميم  را پيشآن ] 4] و [3[ )GSVD ،  ايـن   د،شـو  ناميده مـي

مـي   محققـين د. با ايـن روش هـا   نمستقيم ناميده مي شو، روش فوق هاي روش معادلات راحل كردند.

له براي حـل دسـتگاه معـادلات بـه صـورت      أله وبيان جواب مسأايط حل پذيري مستوانند در مورد شر

شـود   له توسط آن بيان ميأايط حل پذيري وعبارتي كه جواب مساين حال شر با .مستقيم بحث كنند

عـلاوه   شود. اعث ايجاد خطاي بزرگي در محاسبات ميواين موضوع ب است، اغلب اوقات خيلي پيچيده

شـود. بـراي    به هيچ عنوان باروش مستقيم حـل نمـي   بزرگ براين برخي از معادلات ماتريسي (خطي)

AXBانعكاسي ومتقارن دوگانه  بدست آوردن جواب متقارن مركزي، نمونه C=   توسط روش مسـتقيم

هـاي   كار سخت است، براي اين گونه دستگاه هاي  معادلات خطي بزرگ كه تنك مـي باشـد از روش  

هاي تكراري به دو بخش تقسيم بندي شده اسـت، روش هـاي    تكراري استفاده مي شود. كه اين روش

 –ي، روش گاوس هاي تكراري غير ايستا. روش هاي تكراري به مانند روش ژاكوب تكراري ايستا و روش

)سايدل، روش )SOR هاي تكراري غيرايستا كه در  روش تكراري ريچارد سون به همين ترتيب روش و

ماننـد روش گراديـان مـزدوج، روش متعامـد سـازي كلـي، روش        ،زير فضاي كرايلف بررسي مي شـود 

هاي  ي هم وجود دارد كه براي ماتريسهاي تكراري ديگر اي باقيمانده مينيمال مي باشد، و روش مانده

 190هاي تكراري قدمتي حدود  متقارن استفاده مي شود، آن را ذكر نمي كنيم. روش معين غير مثبت

مـي باشـد.    1سال دارند. اولين روش تكراري براي حل معادلات خطي منسوب به كارل فردريش گاوس

روش كمترين مربعات گاوس، اورا به حل يك دستگاه خطي سوق داد كه ابعـاد مـاتريس ضـرايب آن،    

  ،وي تحت عنوان  بزرگ بود. روش تكرار ربراي حل دستگاه، با استفاده از روش حذفي گاوس بسيا

Supplementum theoriae Combination Observationum erroribus Minime  

                                                             
1 Carl Friedrich Gauss 
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سـايدل    –ز بـه روش بلـوكي گـاوس    ميلادي تشريح گرديد، كـه امـرو   1822تا  1819طي سال هاي 

ارائه گرديد. در سـال   2مشهور است. يك روش مشابه با روش تكرار گاوس توسط كارل گوستا وژاكوبي 

شاگرد ژاكوبي، يك روش تكراري با استفاده از تقريبات پي درپـي بـراي   3فليپ لودوريك سايدل 1847

هـاي   ائه نمود. اما با پيدايش كامپيوترحل سيستم هاي خطي ناشي از روش تقريب كمترين مربعات، ار

هاي تكراري كه گاوس، ژاكوبي وسـايدل مطـرح نمـوده انـد، بـراي       الكترونيكي، ثابت گرديد كه روش

داراي همگرايي بسيار كند هستند. بعد از صـد سـال ركـود     هاي معادلات خطي  يا ابعاد بزرگ، هدستگا

طي مقـالاتي بـه منظـور سـرعت بخشـيدن همگرايـي روش        4در مبحث روش هاي تكراري، سوت وال

با اشاره بـه   6ورزنبرگ5اشتين 1848رات را روي اين روش امتحان نمود. در سال يسايدل تغي –گاوس 

سايدل، ژاكوبي در مورد شرايط همگرايي اين روش ها بحث نمود. در سال  –روش هاي تكراري گاوس 

ــگ 1950 ــرفت غ  30در [7يان ــك پيش ــه ي ــق ب ــراري   ] موف ــاي تك ــه روش ه ــره  در مطالع ــر منتظ ي

سايدل منجر به يك شتاب قابـل توجـه در    –رات اعمال شده توسط ايشان در روش گاوس يگرديد.تغي

)همگرايي اين روش گرديد كه بعد ها به روش  )SOR  .كاهـان   1958سـپس در سـال    مشهور گرديـد

)تكراري گرايي  روش] قضايايي بنيادي در ارتباط به هم16[ )SOR  .در ادامـه روش  ارائه و اثبات نمـود 

بررسـي   ، اين روش هاي بر اسـاس تصـويري  هاي تكراري غير ايستا كه در زير فضاي كرايلف مي باشد

انتخاب شده اسـت، بنـابراين چـون در    معين هاي تكراري  براي ماتريس مثبت  مي شود. كه اين روش

متقارن  سروكار داريم از روش هاي تكراري ديگري كه براي دستگاه غيـر  معين اينجا با ماتريس مثبت 

راري استفاده مـي شـود صـرف نظرمـي كنـيم. در ايـن پايـان نامـه بـا تشـريح روش تك ـ          معين مثبت 

AXمتوالي براي حل دستگاه معادلات ماتريسي  يتصوير B=     هـاي   مـي پـردازيم. كـه مـاتريس,A B 

ها يـك روش جديـد روش تكـراري    يك ماتريس مجهول مي باشد. براي اين فرم دستگاه  Xمعلوم و 

در فصـل اول مـروري بـر     سير مطالب به شرح زير دنبال مـي شـود.   ي متوالي معرفي مي كنيم.تصوير

تعاريف و مفاهيم جبري خطي عددي داريم: موضوعات ابتدائي وقضايي مـورد نيـاز بـراي فصـل دوم و     

فصل سوم ياد آوري مي شود. در فصل دوم روش هاي تكراري ايستا و غيرايستا كه روش هاي تكراري 

)وش تكـراري  سـايدل ، ر  –ايستا عبارت است از روش تكراري ژاكوبي، روش تكراري گاوس  )SOR و ،

هاي تكـراري غيـر ايسـتا كـه در زيـر       روش تكراري ريچاردسون ياد آوري شده، به همين ترتيب روش

                                                             
2
 Carl Gustav Jacobi 

3 Phillip Ludwing Seidel 
4
 Southwell 

5
 Stein 

6
 Rosenberg 

7 Young 
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)فضاي كرايلف قرار دارند: عبارت است از روش هاي تكراري گراديان مزدوج  )CG  روش هاي تكـراري ،

)لمتعامدساز كام )FOMاي مينيمـال   هاي تكراري مانـده  ، و روش( )GMRES     مـي باشـند يـاد آوري

ل سـوم مفهـوم   هاي تكراري ايستا و غير ايستا اورده شده اسـت. در فص ـ  كرديم. و همگرايي اين روش

AXي متوالي براي حل معادلات ماتريسي روش تكراري تصوير B= ، مطرح مي گردد. براي اين روش

تكراري الگوريتم، تحليل الگوريتم، روش پيدا كردن يك گـروه متعامديكـه،  اثبـات همگرايـي ، مثـال      

  عددي آورده شده است.

)در فصل چهارم نيز بر نامه هاي اين پروژه با نرم افزار متلب )MATLAB   .ارائه مي گردد  
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  فصل اول

  تعاريف و مفاهيم اوليه

وقضايايي راكه براي فصل هاي بعدي مورد نياز مـي باشـد را بيـان     موضوعات, در اين فصل تعاريف    

  مي كنيم.

 ها وفضاي برداريبردار 1-1

)گـاه    هـر  )1-1-1تعريف ( )1,...,
T

nX x x=  و( )1,...,
T

nY y y=  دو بـردار وα     عـدد حقيقـي باشـد

  تعريف مي كنيم:

( )1 1,...,
T

n nX Y x y x y+ = + +  

( )1,...,
T

nX x xα α α=  

nXدر نتيجه با  Y R+ nو  ∋
X Rα (اسـكالر)  ، جمع بردار وضرب يك بـردار در يـك عـدد حقيقـي     ∋

عمل از قوانين تعويض پذيري وشركت پذيري و پخش پـذيري   راتعريف مي كنيم به طوري كه اين دو

حاصـل ضـرب    را به يك فضاي برداري روي ميدان حقيقي تبديل مـي كنـيم.  ، nRتبعيت مي كنند و 

ــا حاصلضــرب اســكالر)  ــي (ي ــا  Yو Xداخل )را ب )
1

,
n

i i

i

X Y x y
=

ــرم اقليدســي ∑= ــه صــورت  Xونُ راب

1
2

2

1

n

i

i

X x
=

 
=  
 
بـا حاصلضـرب داخلـي و نـرُم بـالا را فضـاي        nRفضـاي بـرداري    تعريف مي كنيم.، ∑

  بعدي مي ناميم. nاقليدسي 
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يك فضاي ضرب داخلـي اسـت    Hيك فضاي برداري باشد، آنگاه  Hفرض كنيم  )2-1-1تعريف (

Hاگر تابع  H R×   وجود داشته باشد كه درشرط زير صدق مي كند: →

))  الف ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2, , ,x x y x y x yα α α α+ = +  

)ب)          ) ( ), ,x y x y=                           (ج( )
2

,x x x=  

)در يك فضاي ضرب داخلي كه درآن نـرُم القـا شـده     )3-1-1تعريف ( )
2

,x x x=  ب توسـط ضـر

منظـور   را به يك فضا برداري نرمُ دار كامل تبديل كند يك فضاي هيلبرت ناميده مي شود. ،Hداخلي

  از فضاي برداري نرُم دار كامل، فضاي برداري نرُم  دار است  كه در آن هر دنباله كوشي همگرا باشد.

  

  8مفهوم اسپن 1- 1-1

1اگر       2{ , ,..., }nS v v v= فضـاي بـرداري  يك مجموعه از بردارهاي درV   باشـد وW   مجموعـه كلـي 

1تركيبهاي خطي از بردارها  2, ,..., nv v v ، باشد در اين صورتW     1يـك اسـپن از بردارهـاي 2, ,..., nv v v، 

  مي باشد كه به صورت زير نمايش داده مي شود.

( ) 1 2, { , ,..., }
n

W span S W span v v v= =  

1 1 2 2 1 2{ ... : , ,..., }n n nW c v c v c v c c c R= + + + ∈  

1همچنين مي توان گفت كه بردارهاي  2, ,..., nv v v  زير فضايW .را اسپن مي كنند  

  

  استقلال خطي و وابستگي خطي بردارها  2- 1-1

1بردار هاي     2, ,..., nu u u اي به شكل زير،  را مستقل خطي گويند، اگر معادله  

1 1 2 2 ... 0n nc u c u c u+ + + =  

1كه در آن  2, ,..., nc c c ،1 اسكالر هاي ثابتي هستند فقط به ازاي 2 ... 0nc c c= = = =  

1قرار باشد. در غير اين صورت بردارهابر  2, ,..., nu u u .را وابسته خطي گويند  

                                                             
8 Span  



                                                  # �                                                                                                                                                                                                              ۶ א :3אM א

 

1اگر بردارهاي  )1-1-1نكته ( 2, ,..., nu u u    1مستقل خطي بوده ولـي بردارهـاي 2 1, ,..., nu u u وابسـته   ،+

1nuخطي باشند، در اين صورت مي توان  1را به صورت يك تركيب خطي از بردارهاي + 2, ,..., nu u u  بيان

  كرد.

1شرايط لازم كافي براي مستقل خطي بودن بردارهاي  )2-1-1نكته ( 2, ,..., nu u u   كه هر يـك داراي

n  تايي عنصر هستند، آن است دترمينان ماتريس ضرايبn n× .حاصل از رابطه بالا مخالف صفر باشد  

  

 وبعد در فضاي برداري پايه مفهوم  3- 1-1

1، مجموعه بردارهايVدر يك فضاي برداري مانند      2, ,..., nu u u    تشكيل يك پايه مي دهنـد، اگـر دو

  شرط زير را داشته باشند.

1آن فضاي برداري را اسپن كنند - 1 2{ , ,..., }nV span u u u= 

1بردار هاي - 2 2, ,..., nu u u.مستقل خطي باشند ، 

بردارهاي پايه منحصر بفرد نيستند ولي نمايش هر بـردار توسـط ايـن     Vبراي يك فضاي برداري مانند

را بعد آن فضا مـي   Vبرداري مانندتعداد بردار هاي پايه در يك فضاي  بردارها پايه منحصر بفرد است.

)نماد  نامند و با )dim V  نشان مي دهند. اگر فضاي برداريV  باشـد،  شامل تعداد محدودي بردار پايه

تناهي مي ناميم در غير اين صورت به آن فضا با بعد نا متناهي مي گوييم به عبارتي من را فضا با بعد آ

بعد  nبعد يك فضا برابر با حد اكثر تعداد بردارها مستقل خطي در آن فضا است، بنابراين در يك فضا 

  ي باشد.عدد م nحد اكثر بردارهاي مستقل خطي 

بـردار مسـتقل خطـي مـي      nهر مجموعه از Vبعدي مانند nدريك فضاي برداري   )3-1-1نكته (

  تواند تشكيل يك پايه بدهد.

را  Vهر مجموعه بردارهـاي مسـتقل خطـي در     Vبعدي مانند nدر فضاي برداري  )4-1-1نكته (

  مي توان به يك پايه تبديل كرد. 
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9زير فضا 1-2
 

 Sاز Wباشد، يك زير مجموعه Fفضاي برداري بر روي ميدان Sفرض كنيم )1-2-1تعريف (     

يـك فضـاي    Sبا اعمال جمـع بـرداري و ضـرب اسـكالري روي     Wگوييم، هر گاه Sرا يك زير فضاي

  براي ساده شدن تعريف فوق زير را ارائه مي دهيم.با شد،  Fبرداري روي

است؛ اگر وتنها اگر  S، يك زير فضايSاز فضاي برداري Wزير مجموعه غير تهي )1-2-1قضيه (

cαبردار  Fاز cوهر اسكالر Wازβو αبه ازاي هر دو بردار β+ درW .باشد  

  ] مراجعه شود.36[به  اثبات: 

1دو زير فضاي )2-2-1(تعريف  2,S S ازnR  1هستند، اگر براي هر  10متعامد 1 2 2,s S s S∈ داشـته   ∋

)باشيم، )1 2, 0s s 1دو زير فضاي متعامد، = 2,S S  1را با 2S S⊥ .نماد گذاري مي كنيم  

باشد زير فضاي توليد  Sبرداري  يفضا از بردارهاي اي مجموعه  Xفرض كنيم  )3-2-1تعريف (

 Xباشـند. در صـورتي كـه    Xكه شامل S، اشتراك همه زير فضاهايW، عبارتست ازXشده توسط 

}1مجموعه اي متناهي از بردارها باشد يعني  ,..., }nX α α= آنگاهW      را زيرفضـاي توليـد شـده توسـط

1بردار  2, ..., nα α α نيز مي ناميم، به عبارت ديگر مي توان گفت كه زير فضاي توليد توسطX   مجموعـه

1است كه با  Xتمام تركيبات خطي بردارها  2{ , ,..., }nspan α α α .نمايش مي دهيم  

1دو زير فضاي )4-2-1تعريف ( 2,S S ازn
R ناميم هرگاه: را متمم مي  

1الف)   2 {0}S S∩ =  

ب)
1 2

nS S R+ =  

nSيك زير فضاي 11متمم متعامد  )5-2-1تعريف ( R⊆   به صورت  

}x S∈  براي هر{ : 0,m T
S y R y x

⊥ = ∈   تعريف شده است.=

                                                             
9
 Subspace  

10
 Orthogonal  

11 Orthogonal complement 
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تايي، −nبردار )6-2-1تعريف (
1

n

x

X

x

 
 

=  
 
 

nرادر  �
R يريم، يـك نـرُم بـرداري كـه بـا      در نظر مي گ

X نماد گذاري شده است، تابعي است ازnR بتويR .كه در خواص زير صدق مي كند  

0Xالف)   nبه ازاي هر ≤
X R∈  

0Xب)   0Xاگر وفقط اگر = =  

X   ج) Xα α= ,به ازاي هر  ⋅ n
R X Rα ∈ ∈  

Xد)    Y X Y+ ≤ ,به ازاي هر  + n
X Y R∈  

,فــرض كنــيم  )1-2-1قضــيه ( ′i i  دو نــرُم در فضــاي بــرداريnR  باشــند. آنگــاه ثابــت هــاي

2 1 0C C≥   وجود دارند بطوري كه <

1 2 , nC X X C X X R′≤ ≤ ∀ ∈  

  جعه شود.ا] مر35[به  اثبات : 

  

 ها دنباله 1-3

از مجموعه تمام اعداد صحيح  fمنظور از يك دنباله از اعداد حقيقي، تابعي مانند )1-3-1تعريف (

)به مجموعه اعداد حقيقي است، هر گاه به ازاي هر  Nو مثبت ) ,
n

f n a n N= باشد، معمـول شـده    ∋

}را با علامت  fاست كه دنباله  }na  1يا گاهي به صورت 2, ,...,a a    نشان مـي دهـيم ومقـاديرf   يعنـي

  هاي دنباله مي ناميم. را جمله naعنصرهاي 

}فرض كنيم )2-3-1تعريف ( }na وئيم ايـن دنبالـه بـه عـدد     دنباله اي از اعداد حقيقي باشد، گ ـa 

0ε(بنام حد دنباله) همگرا است اگر به ازاي هر  )عدد صحيح مثبتي چون  < )N ε   وجود داشته باشـد

)به طوري كه هر  )n N ε≥  نا مساوي
n

a a ε− limمنظور از نماد  را ايجاب كند. > n
n

a a
→∞

naيا  = a→ 

nوقتيكه → }اين است كه دنباله ∞ }na  بهa .همگرا ست  

  


