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دانم كه از زحمات كليه اساتيد حمد و ثناي داناي هستي ، خداوند يكتا ، بر خود واجب ميپس از 

ام ، قدرداني و سپاسگزاري هاي فراوان بردهگرانقدري كه در طول دوران تحصيل از محضرشان بهره
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  هچكيد

  

 در فصل اول توزيع پواسن . بحث شده استآنهاگاما و رابطه بين   پواسن وهايتوزيعنامه در اين پايان

 ، حالتهاي گاماضمن معرفي توزيع  فرايندهاي پواسن مورد مطالعه قرار گرفته است، در فصل دوم و

هاي توزيع پذيري نامتناهيخاصيت تقسيمدر فصل سوم .  نيز بحث خواهد شد توزيعخاص اين 

هاي تعمير ي اين دو توزيع در تحليل قابليت اعتماد سيستمپواسن و گاما و همچنين كاربرد رابطه

شود و  برآورد بيز پارامترهاي مدل ماركف پنهان پواسن ارائه ميدر فصل چهارم ،. شودشدني بحث مي

  .شودميمورد بحث واقع   پارامتر توزيع پواسن ، بيزسازي برآورددر انتها با استفاده از شبيه

  

ناقص ، توزيع تابع گاماي   شده ،يافته ، توزيع پواسن بريدهتوزيع پواسن تعميم: هاي كليدي واژه

پذيري نامتناهي ، ماركف پنهان ، قابليت اعتماد ، برآورد بيزي ،  خانواده نمايي ، تقسيمگاماي دومتغيره ،
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  :چكيده

  

  وتوزيـع پواسـن  اول  در فـصل     .بحث شده است   آنها و رابطه بين     گاما  پواسن و  هايتوزيعنامه  در اين پايان  

  ، حالتهاي خاص اين گاماضمن معرفي توزيع وم ددر فصل  فرايندهاي پواسن مورد مطالعه قرار گرفته است،

هـاي پواسـن و گامـا و    توزيـع تنـاهي  پـذيري نام خاصيت تقـسيم سوم در فصل  .  نيز بحث خواهد شد    توزيع

در  .شـود مـي هاي تعمير شدني بحث     در تحليل قابليت اعتماد سيستم     ي اين دو توزيع   رابطههمچنين كاربرد   

-شود و در انتها بـا اسـتفاده از شـبيه     برآورد بيز پارامترهاي مدل ماركف پنهان پواسن ارائه مي         فصل چهارم ،  

  .شودميمورد بحث واقع اسن ،  پارامتر توزيع پو بيزسازي برآورد

  

نـاقص ، توزيـع گامـاي       تابع گامـاي      شده ،  يافته ، توزيع پواسن بريده    توزيع پواسن تعميم  : هاي كليدي   واژه

  . سازيهپذيري نامتناهي ، ماركف پنهان ، قابليت اعتماد ، برآورد بيزي ، شبي خانواده نمايي ، تقسيمدومتغيره ،

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 



 

Abstract 
 

 

In this thesis, poisson and gamma distributions and relation between them is 

discussed. In chapter 1 poisson distribution and poisson processes is studied. In 

chapter 2, nomination of gamma distribution is studied.  In chapter 3, property 

of infinit divisibility of poisson and gamma distributions and also application of 

their relation reliability analysis of repairable systems is discussed. In chapter 4, 

bayes estimation of parameters poisson hidden markov models is presented and 

finally, bayes estimation of  parameter of poisson distribution is discussed by 

using simulation. 

 

Key words : Generalized poisson distribution, Truncated poisson distribution, 

Exponential family, Infinite divisibility, Hidden markov model, reliability, 

Bayesian method, simulation .  
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  مقدمه

 

 

 

گير مسايلي مانند ترافيك ، قوانين نه شود و هنوز درال توسعه محسوب ميجامعه ما از جوامع در ح

كه حل هر يك از اين مسايل مستلزم آگاهي از علم آمار باشد مي... چندان منظم اقتصادي و قضايي و 

 ياد شده هاير زمينههاي آماري كه د اين علم ، خصوصا توزيعو داشتن مهارت كافي در بكارگيري

اي كه در جهان مادي  تقريبا همه قوانين موجود در هر رخداد يا پديده .باشدكاربرد فراوان دارد، مي

 حركت شهاب سازي شبيه.هاي احتمال درآوردتوان بصورت قالبي از توزيعگيرد را ميصورت مي

ريزي در اين زمينه، شيوه برنامهر و سنگها و اجرام آسماني و برخورد آنها با زمين يا با سيارات ديگ

لذا پرداختن . باشند مثالهايي از اين دست مي...شيوع بيماريها وچگونگي پيشگيري و مبارزه با آن و 

 به نظم تر بتوانا امري ضروري است تا بهتر و راحت مهم در جامعه مهر چه بيشتر به اين مقوله

  . دمند گرديتر شدن زندگي افراد جامعه بهرهحتبرد و از آن براي راها پيموجود در پديده

توان به از اهداف ديگر مي. باشدي علم آمار ميهاييباي از زيكياشاره به  ،هدف اصلي محقق

ك ، قضاوت و امور هاي آماري در حل مسايل كنوني جامعه از جمله ترافي توزيعتر نمودنكاربردي

ه به آن پرداخته شده است ،  احتمال كه در اين پايان نامهاياز جمله اين توزيع .ورزشي اشاره نمود

به علت دامنه وسيع  .باشند باشد كه داراي خواص منحصر بفرد جالبي ميهاي پواسن و گاما ميتوزيع

ره رشته آمار ، در دوره كارشناسي و حتي در مقطع كارشناسي ارشد مجال بحث عميق و جدي دربا

كلاسيك ( بنابراين لازم است تا با ارائه انواع مختلف توزيع پواسن .اين دو توزيع وجود نداشته است

نمايي ، (و همچنين تشريح حالتهاي مختلف توزيع گاما ) اي و بريده شده، مركب ، غير همگن ، نقطه

و نيز بررسي رابطه موجود ميان اين دو توزيع ، بتوان در حل  )افتهيم ي تعمي و گاماكاي دو ، ارلانگ

  . مند شد شده ، بهرهمسايل ياد 

با اين حال اين دو توزيع رابطه جالبي با . باشدي پيوسته و توزيع پواسن گسسته ميتوزيع گاما توزيع

زيرا همانطور كه نشان داده خواهد شد ، با بكار . باشدت فراوان ميهم دارند كه بررسي آن حائز اهمي
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اد يا عدم  مي باشد و محاسبه احتمال رخدبردن اين رابطه حل بسياري از مسائل واقعي بسيار آسان

اي به تاريخچه جهت آشنايي اجمالي ، اشاره .فوق العاده راحت خواهد بودرخداد بسياري از مسائل ، 

-معناي ماهي ميپواسن كلمه فرانسوي است كه در لغت به  .شودميها وچگونگي پيدايش اين توزيع

.  است 1 به خاطر نام شخص سيمون دنيس پواسن ، نامگذاري توزيع پواسن به اينو دليل نام. باشد

دان و رياضي) 1840-1781( پواسن. لين بار اين مفهوم را معرفي نمودوي شخصي است كه براي او

دان معروف فرانسوي ، به عنوان اولين كاربرد توزيع پواسن ، از آن براي تشريح تعداد مرگ و فيزيك

 و آن را در ده كردا ارتش پروس به وقوع پيوسته بود ، استفميرهايي كه توسط ضربات سم اسبان در

مه مجرمين و مسائل مشابه كتابي معرفي نمود كه كاربرد نظريه احتمال را در دعاوي حقوقي محاك

  .  منتشر گرديد1837اين كتاب در سال . نمودمطرح مي

 كي گردش ترافيهي كاربردها نظرني از ايكي.  داردي مختلف و متنوعين كاربردها پواسعيتوز

 يلهاي تعداد اتومبنيي تعاي طول ثابت از جاده كي در هالي تعداد اتومبنيي تعيتواند برايباشد كه مي م

 به حل ندتواي منيا. ردي مورد استفاده قرار گ ، خاصي زماني  بازهكي نقطه در كيگذرنده از 

 قسمت خاص از كي ي برايي راهنمايا چراغهاي آنكهي انيي تعي مثلا برا، كمك كنديكيمشكلات تراف

  .ري خاي هستند ازي مورد نكي ترافاني كنترل جريجاده برا

- مشخصه بررسي .باشدهاي طول عمر ميحليل دادههاي بسيار سودمند براي تعتوزيتوزيع گاما از 

هاي  مشخصه. اي برخوردار است از اهميت ويژهنيز هاي اقتصادي بوسيله يك توزيع مناسب  

 لازم است از اهكنند و براي بررسي آن  مقادير مثبت را اختيار مي ، مانند درآمديمدي كاقتصا

 گاما  در اين رابطه توزيع. كنند، استفاده شود ها براي متغيرهايي كه مقادير مثبت اختيار مي توزيع

براي ) ارامتربه دليل داشتن دو پ (پذيري بالا ها با انعطاف اي از اين گونه توزيع به عنوان خانواده

  .روند هاي اقتصادي به كار مي گونه مشخصه بررسي اين

                                                 
Simon denis poisson.1  
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 نيا.  استي فراواني كاربردهاكه داراي. باشد مي ارلانگعيتوزاز حالتهاي خاص توزيع گاما ، 

 تعداد يكه بر روزماني ،  ي، دانشمند دانمارك كراروپ ارلانگ  بار توسط اگنرني اولعيتوز

 . شدشنهادي پكرد ي مطالعه مچي سوئستگاهيپراتور در ا اكي به زمان هميها تلفن

  لود شدن وب،گردش اقلام در فرآيندهاي توليد و توزيع كالااز توزيع گاما در موارد ديگر مانند 

 به عنوان مدلي در آب و هواو همچنين  و متنوعي از تبادلات ارتباطي سرورها و حالات بسيار زياد

به مثلا ، يا مواردي از قبيل خدمات مالي باشدان ميزان بارش بارشناسي كه مدلي كارآمد براي مي

به  هاي مربوط مواردي در احتماللاو ك اي يا قراردادهاي وام دهيعنوان مدلي براي مطالبات بيمه

دو  ع گاما هريزع پواسن و تويتوز .شودپذير بكار برده مي محاسبات ريسكموفقيت و شكست در

ع ي توز ،ع گاماي توزيزيدر برآورد ب. اندير نامتناهيپذميهردو تقس. انديي نماياهعي توزيعضو خانواده

 مدل يتوان پارامترهايع مين دو توزيز ايه از رابطه ببا استفاد. ع پواسن استي توزمزدوجن يشيپ

ع يشامد توزين پيامnتا وقوع ع زمان انتظار يع گاما ، توزيتوز. اركف پنهان پواسن را برآورد نمودم

   :توان به موارد ذيل اشاره نمود ميگاما  وناز ديگر كاربردهاي توزيع پواسپواسن است و 

 

  . ي يك بازي فوتبال ال به ثمر رسيدن گل در وقت اضافهمحاسبه احتم: امور ورزشي

ي داده  يك دورهها دركارافتادگي نگاه كردن به تعداد ازيافتن قابليت اعتبار ماشين آلات با : صنعت

  .شده

  .كند از توزيع پواسن پيروي مي هر منطقه گياهان و جانورانهايگونه: كشاورزي و جانورشناسي

هاي رقيق م داده شده و تخمين ارقام در سريها در يك حجگيري از باكترينمونه: زيست شناسي 

  .سازي شده

اص مثلا تعيين تعداد مرگ و ميرهاي ناشي هاي يك بيماري خبراي شمارش تعداد قرباني : پزشكي

  .گيردي م مورد استفاده قرار،از مالاريا در يك سال

تواند مثلا براي تعيين تعداد خطوط  داده شده كه مييزمان ي بازهها در يكتعداد تماس : مخابرات

  .آزاد بكار رود
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  .  ترافيك هوايي،هاجاده  ، بيمارستانها،هاي انتظار پزشكانصف : ها و صفوف انتظاررده بندي

 .هان تعداد ستارگان در حجم مورد نظر از كهكشانيي تعيبرا : علم هوا فضا

  

ند پواسن و برآورد پارامتر آن يع پواسن ، فراي با توزيين نامه ، در فصل اول ضمن آشنااين پايدر ا

  وافتهيميتعم ياماع گين توزيع گاما و همچني مختلف توزيحالتهادر فصل دوم ، . شوديمحاسبه م

ع پواسن و گاما و ين توزي، رابطه بدر فصل سوم . رديگي قرار ميره مورد بررسي دومتغتوزيع گاماي

 .گيردكوپمن ، پيتمن و دارمويس مورد بررسي قرار ميع در خانواده يز تون دوي مشترك اخواص

ت اعتماد يل قابلي تحليا براع پواسن و گامي توزكاربرد ع وي دو توزي نامتناهيريپذميت تقسيخاص

افته ي مي تعمي گاماعي توزع گاما وي و توزياند پواسن نقطهين فراي و رابطه بير شدني تعميهاستميس

 پواسن و گاما عي توززي بيبالاخره در فصل چهارم رابطه. شوديمواقع بحث  نيز در همين فصل مورد

 . بحث خواهد شد مدل ماركف پنهان ،ي پارامترهابرآورد نيع و همچنين دو توزي ايختهيع آميو توز

سازي شده ، برآورد ماكزيمم درستنمايي و برآورد بيز پارامتر هاي شبيهدر نهايت با استفاده از داده

    . شودتوزيع پواسن ، با هم مقايسه مي
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  اولفصل 

  

 توزيع پواسن با  يآشناي
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  فصل اول

   توزيع پواسنآشنايي با

  

  

  ع پواسنيتوز )1-1(

ش يك آزمايه مشخص را به دست دهد يا ناحي يك فاصله زمانيها در تي كه تعداد موفقيشيآزما

ه يباشد و ناح... قه ويه ، دقي مانند ثانيتواند هر فاصله زماني مين فاصله زمانيا. شود يده ميپواسن نام

به   X ير تصادفياگر متغ .باشد... ا يا حجم يحت ا مساي يك فاصله خطيتواند يز ميمشخص شده ن

    . را يك متغير تصادفي پواسن گويندXآنگاه ، ف شودير تعريصورت ز

  X = ها در يك فاصله زماني يا ناحيه مشخص                         تعداد موفقيت

  :ر باشدي خواص زي دارايستياش پواسن بيك آزماي

  

 ييهاتيافتد از تعداد موفق يه مشخص اتفاق ميا ناحي يك فاصله زماني  كه درييهاتيتعداد موفق. 1

  .افتد مستقل باشد يگر اتفاق ميه ديا ناحيگر ي ديفاصله زمانك يكه در 

 دهد متناسب با طول يه كوچك رويا ناحي كوتاه يك فاصله زمانيت در يك موفقينكه ياحتمال ا. 2

ا ي يتها در خارج از فاصله زماني به تعداد موفقيتگه مشخص شده باشد و بسيا ناحي يفاصله زمان

 .ه نداشته باشديناح

ه مشخص كوچك ، قابل يا ناحي كوتاه يك فاصله زمانيت در يك موفقيش از ي دادن بياحتمال رو. 3

 .صرفنظر باشد

   . را بتوان صفر فرض كردهيك ناحي اي  در يك بازه زمانيت همزمانيموفق ا چنديشانس دو . 4

  :كند عبارتند از  احتمال پواسن تبعيت ميي از قاعدهز مثالهايي كه در آن متغير تصادفيبعضي ا

  

  .رسد كه در يك بازي فوتبال به ثمر ميهاييتعداد گل. 1

  .ك متر مربع پارچهيها در ي زدگتعداد. 2
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   . سرميك حجم مورد نظر از نوعيها در يتعداد باكتر .3

  

 خص باشد آنگاهه مشيا ناحي يك فاصله زمانيها در تيعداد موفقبرابر ت X ير تصادفي اگر متغ

)(P~Xو λ  

  

  

)ب عبارتند از ي بترتيانس توزيع پواسنراميد و وا  ) λ=XEو ( ) λ=XVar. ن يرات اييب تغيضر و

ع يتوز
λ

   :ميدهيع پواسن قرار ميمم توزيافتن ماكزي يبرا.  است1

  

  

 يمعادله غير جبر رابطه فوق به  است ،ي يك عدد هارمونHnو  1111ي ماشرون-لري ثابت اوγكه در آن ،

0000=λ+−γ lnHxبا شوديمع برابر ين توزيمد ا شود كه با حل آني هدايت م  :  

λ  ح بهين عدد صحيرك تينزد                                  =λ.  

   و

  

  

2 برابر است با بي به ترت آنيدگي و كشيچولگ 
1

−−−−

λ 1و−−−−
λ .گشتاور و   و تابع مولديع تجمعيتابع توز

  :بر است با ب براي به ترتع پواسني توز2تابع مولد احتمال و تابع مشخصه

  

( ) ( )
( )

!x

,x

!t

e
xXpxF

x

t

t
λ+Γ

=
λ

=≤= ∑
=

λ−
1

0

  

( ) ( ) ( )( )1
0

−λ=
λ

== ∑
∞

=

λ−
ttx

x

x
tX

X eexpe
!x

e
eEtM  

                                                 
Euler-Mascheroni constant.

1
  

Characteristic Function.
2
  

( ) ( ) Κ,,,x,
!x

exXxf
x

X 210=
λ

==Ρ=
λ−

( ) ( )
0=

λ+−γ
=

λ
λ−

!x

lnHxe

dx

dp x

( ) .../nlnHlimnln
k

lim n
n

n

k
n

015328657721566490
1

1

≈−=












−=γ

∞→
=

∞→
∑
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( ) ( ) ( )( )1−λ== texpXEtp t
X  

( ) ( ) ( )( )1−λ==ϕ
ititX

X eexpeEt  
  

) ع پواسنيتوز يآنتروپ )[ ]
( )

∑
λ

+λ−λ
∞

=

λ−

0

1

x

x

!x

!xln
elnير تصادفي متغيآنتروپ .باشدي مX  بصورت   

( )( )xflogE )در آن شود كه يف ميتعر − )xfير تصادفيا تابع احتمال متغي احتمال ي تابع چگال 

 . آن استي برازش بر مبناييكوي آزمون ني آنتروپياز كاربردها. است

   

  افتهييمتعمع پواسن يتوز) 1-2(

  

   :باشد بصورت زير ميع پواسني توزيافتهيم يتعمفرم  

  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )12121011
11

−−=+−−=
−−−

,...,,N,eNbbNb
!N

N
Nf NbbNN

b

  

10و . باشديم Vحجم مورد نظر   درهاستارهتعداد  N كه در آن ≤≤≤≤≤≤≤≤ bجاذبه به ي ، نسبت انرژ 

شود ي استفاده مsaslowدر مدل  ع پواسني توزيافتهيم يتعمفرم .  استيز از مركز دوراني گريانرژ

ر يبه صورت ز) 1-2-1( رابطه b====0 يبه ازا .ها در جهان است از كهكشانيا كه مدل مشاهده دسته

  .ديآيدر م

( )
!N

Ne
Nf

NN−

=0 

))))م ي ، دارb====1 يو به ازا.  است N====λع پواسن با پارامتر يكه فرم توز )))) 0
1

====Nf.  

  

 ع پواسنيله توزيوسه  بياع دوجملهيب توزيتقر)1-3(

 
)اص ط خيدر شرا )5010 >< n,/pياع دوجملهي توزي برايبيع پواسن بعنوان تقريتوان از توزي م 

  . استفاده نمود
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) اي با پارامترهاي يك متغير تصادفي دوجملهX فرض كنيد )p,n  باشد وnp=λآنگاه :   

( )
( )

( )
xnx

!x!xn

!n
xX

−
Ρ−Ρ

−
==Ρ 1  

  

  

   : هاي بزرگ داريمnبراي 

  

  

  

  

 يي تا500 يها پارچه را در بستهيك كارخانه توپهايد، يب فرض كنين تقري نشان دادن دقت ايابر

ك بسته ينكه ياحتمال ا .باشدي م0,002وب باشد، يك توپ پارچه معياحتمال آنكه  .كندي ميبندبسته

   برابر است باياع دوجملهيوب باشد با استفاده از توزي دو توپ پارچه معيدارا

  

                                                                                          

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1801841238099800020

21

4982500

2
////C

XpppCrXp
rnrn

r

≅==

==−==
−

  

  :ميع پواسن داريبا استفاده از توز
( )( )

( ) 18018393970
2

1
2

10020500

21

//
!

e
Xp

/np

≅===

===λ

−  

  

( )

xnx

nn!x!xn

!n
−








 λ
−







 λ

−
= 1

( ) ( )
x

n

x

x

n

n

!xn

xn....nn








 λ
−








 λ
−

λ+−−
=

1

1
11

( ) ( )
1

11
≅

+−−

xn

in.....nn
11 =







 λ
−

x

n

λ−
≅







 λ
− e

n

n

1

( )0020500 /,Bin~X
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اين توزيع حتي براي وقتي كه آزمايشهاي ساده مستقل نبوده و وابستگي ضعيفي داشته باشند، نيز 

 كه در كتاب مباني احتمال كنيم انطباق توجه مي مسأله بهبراي مثال. يع تقريبي مناسبي است توز

]شادون راس  ل يك كلاه اي شامهايشان را از مجموعه مرد به تصادف كلاهnوقتي كه  . آمده است2[

 آزمايش ساده در نظر بگيريم nي از اتوانيم انتخاب تصادفي را نتيجهكنند، ميبراي هر نفر انتخاب مي

)امiكه نتيجه آزمايش ساده  )n,...,,i با . ام كلاه خود را انتخاب كندi موفقيت است هر گاه فرد =21

) ،iEتعريف پيشامدهاي  )n,...,,i    : داريمبه صورت زير=21

  

  

  

) iEيهاي سادهآزمايششود كه اگر چه بنابراين مشاهده مي )n,...,,i مستقل نيستند ولي وابستگي =21

رسد كه انتظار داشته باشيم تا ميبراين اساس منطقي به نظر . ار ضعيف است بزرگ بسيnآنها براي 

1ها به طور تقريبي داراي توزيع پواسن با پارامترتعداد موفقيت
1

=×
n

nباشد .  

  

  پواسن عيتوزنمودار ) 1-4(

5025 ي پارامترهايع پواسن براينمودار توز /,,=λر رسم شده استي به صورت ز.  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

 

 

a=0.5

a=2

a=5

  
5250 يبه ازا  پواسنعيتوزنمودار  )1-1(شكل ,,/a =λ=            

{ Eiا���������iام��د
	ز����{ =

( ) ( ) ji,
n

EEp,
n

Ep jii ≠
−

==
1

11
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 يوستگي پين نقاط به معنالازم به ذكر است كه نمودار فقط در نقاط پر رنگ معنا دارد و وصل كرد

سه ي گاما مقاين نمودار را با نمودار تابع چگاليتر بتوان ال آن است كه راحتيو صرفا بدل. ستين

  . نمود

  

  ) شده با زمانيس گذاريع پواسن انديتوز (1فرآيند پواسن )1-5(

  

. است  مورد نظر يt كه در آن  تعداد كل پيشامدها تا زماندگيريبدر نظر   رايافرآيند زمان پيوسته

فرآيند در  )يا تغيير(ني را نمو يمع يتعداد پيشامدها در بازه . گويندنين فرآيندي را فرآيند شمارشي چ

  .ندنام زماني مييبازه

)فرايند شمارشي  .تعريف )1-5-1 ( ){ }0≥t,tN  هرگاهنديو گپواسنرا فرايند ،:  

  

)) الف ) 00 =N  

) )ب ){ }0≥t,tN داراي نموهاي مستقل باشد .  

 tλ  با ميانگينپواسندهند داراي توزيع  رخ ميtاي به طول هر فاصلهتعداد پيشامدهايي كه در  )ج

  :اشته باشيم دt  وh≤0 يعني به ازاي هر. باشد

( ) ( )[ ]
( )

...,,,n,
!n

t
enhNhtNpr

n
t

210=
λ

==−+
λ−  

  

)هتوجه كنيد كه توزيع تعداد پيشامدها در باز ]htوh   يعني.  استh  مستقل از زمان+

  

  

)1-5-1(  ( )
...,,,n,

!n

t
e

n
t

210=
λ

=
λ−

    

  . ايستاست فرايند داراي نموهاي نديگو و نامنداين را خاصيت دارا بودن نموهاي ايستا 

                                                 
Poisson process.

1
  

(((( )))) (((( ))))[[[[ ]]]] (((( ))))[[[[ ]]]]ntNprnhNhtNpr ============−−−−++++


