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چͺیده

گراف�ها پراکندگیدر بررسیعدد

وسیله�ی: به
سعیدپور سمیرا

به G گراف در پراکندگͬ عدد باشد. V (G) راس�های مجموعه با همبند و غیرکامل گراف ͷی G کنید فرض

صورت

s(G) = max{ω(G−X)− |X| : X ⊂ V (G), ω(G−X) ≥ ٢}

و مͬ�کند مشخص را G − X گراف همبندی مولفه�های تعداد ω(G − X) آن در که مͬ�شود تعریف

گراف�هاست. در آسیب�پذیری اندازه�گیری پارامترهای از ͬͺی پارامتر این مͬ�دهد. نشان را برشͬ مجموعه�ی |X|

و مͬ�شود استفاده گراف�ها آسیب�پذیری اندازه�گیری برای پراکندگͬ عدد از که مͬ�دهیم نشان نامه پایان این در

معرفͬ پایین و بالا کران�های پراکندگͬ عدد برای همچنین مͬ�کنیم. بیان گراف�ها پراکندگͬ عدد برای کلͬ نتایج

خاص گراف�های در را پراکندگͬ عدد سپس مͬ�شود. ارائه پارامتر�ها دیͽر با پراکندگͬ عدد ارتباط و مͬ�کنیم

مͬ�کنیم. محاسبه

پراکندگͬ. عدد آسیب�پذیری، شبͺه، گراف، کلیدی: واژگان

د
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پیشگفتار

آسیب میزان بررسͬ شبͺه�ها در مسائل مهمترین از ͬͺی برخوردارند. زیادی اهمیت از امروزه شبͺه�ها

آسیب�پذیری میزان که دارند وجود پارامترهایی است. تخریب�ها و اختلالات برابر در آن�ها بودن پذیر

ͷی یͷشبͺه، طراحͬ برای پارامترهاست. این از ͬͺی پراکندگͬ عدد که مͬ�کنند اندازه�گیری را شبͺه�ها

ارتباطممͺن بیشترین باقیمانده بخش�های بین بیفتند، کار از آن از بخش�هایی اگر استکه این مهم شرط

ماکسیمم از عبارت عدد این مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را پراکندگͬ عدد پایان�نامه این در باشد. برقرار

حذف راس�های تعداد اندازه هر و است. برشͬ مجموعه�ی اندازه�ی و همبندی مولفه�های تعداد تفاضل

کمتر گراف پراکندگͬ میزان باشد کمتر باقیمانده همبندی مولفه�های تعداد حال عین در و بیشتر شده

بالاست. آن اطمینان قابلیت و کم کامل گراف در پراکندگͬ عدد است. بیشتر آن اطمینان قابلیت و

محͺمͬ، همبندی، مانند گراف�ها آسیب�پذیری اندازه�گیری پارامترهای دیͽر پراکندگͬ، عدد بر علاوه

نشان مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد نیز را پراکندگͬ عدد با آن�ها ارتباط همچنین و نقصͬ بی و همبستگͬ

عدد مقدار و کرد پیدا پایین و بالا کران پراکندگͬ عدد برای مͬ�توان همبندی عدد داشتن با مͬ�دهیم

مͬ�کنیم. معرفͬ را مهم اصطلاحات و تعاریف پایان�نامه این اول فصل در زد. تخمین را پراکندگͬ

گراف�ها برای کلͬ به�طور را پراکندگͬ عدد محدوده و مͬ�کنیم تعریف را پراکندگͬ عدد دوم فصل در

گراف�ها آسیب�پذیری اندازه�گیر پارامترهای دیͽر با پراکندگͬ عدد رابطه�ی سوم فصل در مͬ�کنیم. بیان

ابرمͺعب�ها ،ͷمشب گراف�های مثل خاصͬ گراف�های در پراکندگͬ عدد چهارم فصل در مͬ�شود. ارائه

مشخص را آن محدوده و معرفͬ همسایه پراکندگͬ عدد آخر فصل در و شده محاسبه تورن گراف و

مͬ�نماییم.

١



١ فصل

نمادگذاری�ها و اصطلاحات

تاریخچه ١-١

این بار اولین برای ٣ جانگ اما شد. معرفͬ ٢ ویلیام نش توسط ١ پراکندگͬ عدد اولیه تصور و مفهوم

همیلتنͬ گراف�های در مطالعاتͬ پارامتر این ͷکم به ادامه در رساند. چاپ به مجله ͷی در را پارامتر

گرفت. صورت ۵ هندری توسط ناهمیلتنͬ گراف�های در مطالعاتͬ همچنین و ۴ ͷجامروزی توسط

دو این ارتباط به توجه با دارد. ۶ محͺمͬ پارامتر به ͬͺنزدی بسیار ارتباط پراکندگͬ عدد مفهوم

کرد. اندازه�گیری را گراف�ها در آسیب�پذیری میزان مͬ�توان راحتͬ به پارامترها دیͽر همچنین و پارامتر

اندازه�گیری برای پارامتر این از که کرد پیشنهاد ٧ اویانگ بار اولین برای ،١٩٨٩ سال در نهایت در

محاسبه برای الͽوریتمͬ همچنین و پایه�ای اصول از بسیاری و شود استفاده شبͺه�ها در آسیب�پذیری

داد. ارائه درخت�ها در پراکندگͬ عدد

١Scattering number
٢Nash Williams
٣Jung
۴Jamrozik
۵Hendry
۶Toughness
٧Ouyang

٢



اصطلاحات و تعاریف ١-٢

یال�های مجموعه و V (G)راس�های مجموعه شامل استکه �تایی گرافGیͷسه هر تعریف١.٢.١.

نقاط را راس دو آن که مͬ�دهد نسبت متمایز) لزوماً راس(نه دو یال، هر به که است رابطه ͷی E(G)و

مͬ�نامند. یال انتهایی

مجاورند. راس دو این مͬ�گوییم باشند یال ͷی انتهایی نقاط υ و uراس دو وقتͬ .٢.٢.١ تعریف

.E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) اگر مͬ�نامیم G زیرگراف را H گراف .٣.٢.١ تعریف

را H آن�گاه V (H) = V (G) باشیم داشته اگر مͬ�دهیم. نشان H ⊆ G صورت به را H زیرگراف

مͬ�نامیم. فراگیر زیرگراف ͷی

Gگرافͬ Gیعنͬ مͺمل باشد، V (G) راس�های مجموعه با گراف ͷیG فرضکنیم تعریف٢.١.۴.

راس دو آن اگر مجاورند G در راس دو هر آن در به�طوری�که V (G) راس�های مجموعه همان با است

نباشند. مجاور Gگراف در

تمام V (H) راس�ها میان و V (H) ⊆ V (G) اگر مͬ�نامند G القایی زیرگراف Hرا .۵.٢.١ تعریف

شͺل(١-١). باشد. داشته وجود نیز G در راس�ها همین بین موجود یال�های

آن زیرگراف�های و Gگراف :١-١ شͺل

راس�های مجموعه� روی القایی زیرگراف هرگاه مͬ�گوییم Gگراف خوشه�ی ͷی را C .۶.٢.١ تعریف

باشد. G روی القایی زیرگراف بزرگترین ،C

برابر υ راس همسایͽͬ�های مجموعه باشد، گراف راس ͷی υ ∈ V (G) کنیم فرض .٧.٢.١ تعریف

با، است

.NG(υ) = {u ∈ V (G) | uυ ∈ E(G)}

٣



یعنͬ مͬ�باشد υ بر واقع یال�های تعداد برابر ،dG(υ) ،G گراف در υ راس درجه .٨.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان ∆(G) و δ(G) با را G راس�های درجه�ی بیشترین و کمترین .dG(υ) = |NG(υ)|

باشد. k آن راس�های تمام درجه اگر است -منتظم k ،Gگراف مͬ�گوییم .٩.٢.١ تعریف

باشند، شده متصل یͺدیͽر به یال ͷی با متمایز، راس دو هر آن در که G گراف .١٠.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. Knنشان با را راس n با کامل گراف مͬ�شود. نامیده کامل گراف

گرافGباشند. از یال�هایی ei = uiui+١ ،i ∈ {١, ..., k} هر ازای به فرضکنید تعریف١١.٢.١.

گذر ͷی C = e١e٢...ek دنباله آن�گاه باشند، مجاور ei+١ و ei ،i ∈ {١, ..., k−١} هر ازای به اگر

است، زیر صورت به آن دیͽر نمایش است. uk+١ به u١ از k طول به

C : u١ −→ u٢ −→ ... −→ uk+١

مͬ�گوییم. بسته گذر ͷی را C آن�گاه u١ = uk+١ اگر

است. مسیر ͷی C آن�گاه باشد، ui ̸= uj i؛ ̸= j هر ازای به� اگر

را C آن�گاه باشد ui ̸= uj ،i ̸= j هر ازای به و u١ = uk+١ یعنͬ باشد، بسته مسیر ͷی C اگر

مͬ�گوییم. دور ͷی

ناتهͬ زیرمجموعه دو به بتوان را آن راس�های مجموعه اگر است همبند گراف ͷی .١٢.٢.١ تعریف

واقع در باشد. داشته وجود Y در انتها ͷی Xو در انتها ͷی با یال ͷی به�طوری�که، کرد افراز Y Xو

باشد. داشته وجود مسیر ͷی حداقل راس دو هر بین اگر است همبند گراف ͷی

ناتهͬ زیرمجموعه دو به بتوان را آن راس�های مجموعه اگر است ناهمبند گراف ͷی .١٣.٢.١ تعریف

باشد. نداشته وجود Y در انتها ͷی و X در انتها ͷی با یال هیچ به�طوری�که، کرد افراز Y Xو

گویند. راسبرشͬ �شود تقسیم همبندی مؤلفه�ی چند به گراف آن حذف با که راسͬ به تعریف٢.١.١۴.

مͬ�دهیم. نشان ω(G) با را Gگراف همبندی مؤلفه�های تعداد .١۵.٢.١ تعریف

است. V \X القایی زیرگراف G−X آن�گاه Xباشد، ⊆ V (G) اگر .١۶.٢.١ تعریف

نیست، کامل گراف آن در G و مͬ�شود داده نشان k(G) با که رأسͬ همبند عدد .١٧.٢.١ تعریف

است. برشͬ رأس�های مینیمال تعداد

k حداقل آن، همبندی راس�های تعداد اگر مͬ�شود نامیده رأسͬ -همبند k یا -همبند k گراف ͷی

باشد.

۴



تعداد نیست، کامل گراف آن Gدر و مͬ�شود داده نشان λ(G) با که یالͬ همبند عدد تعریف١٨.٢.١.

است. برشͬ یال�های مینیمال

باشد. λ حداقل آن، همبندی یال تعداد اگر مͬ�شود نامیده یالͬ -همبند λ یا -همبند λگراف ͷی

صورت به پوشا و ͷی به ͷی تابعͬ اگر فقط و اگر اند یͺریخت گراف دو .١٩.٢.١ تعریف

به�طوری�که باشد داشته وجود H و G گراف دو راس�ها مجموعه بین f : V (G) −→ V (H)

.f(u)f(υ) ∈ E(G) اگر فقط و اگر uυ ∈ E(G)

مͬ�دهند. نشان G ∼= H صورت به را H و Gریختͺی گراف دو

زیر به�صورت یال�ها و راس�ها بین تناظر که شده داده نشان یͺریخت گراف دو (٢− ١) شͺل در

است،

١ 7→ b ٢ 7→ d

٣ 7→ f ۴ 7→ c

۵ 7→ e ۶ 7→ a

١۴ 7→ bc ١۶ 7→ ba ١۵ 7→ be

۵٣ 7→ ef ٢۶ 7→ da ٢۵ 7→ de

۴٣ 7→ cf ۴٢ 7→ cd ٣۶ 7→ fa

یͺریخت گراف دو :١-٢ شͺل

۵



باشند. یͺریخت G و G اگر گویند خودمͺمل را Gگراف .٢٠.٢.١ تعریف

X زیرمجموعه�ی دو به را راس�هایش مجموعه بتوان اگر است دوبخشͬ گراف ͷی .٢١.٢.١ تعریف

دوبخشͬ گراف باشد. داشته Y در انتها ͷی Xو در انتها ͷی گراف یال هر به�طوری�که کرد افراز Y و

مͬ�دهیم. Ka,bنشان با را

مͬ�نامند. درخت را دور بدون و همبند گراف .٢٢.٢.١ تعریف

شامل که گرافͬ و است ٨ همیلتنͬ دور گرافGباشد راس�های همه شامل که دوری تعریف٢٣.٢.١.

است. همیلتنͬ گراف باشد همیلتنͬ دور ͷی

E Mاز زیرمجموعه�ی این�صورت در باشد. گراف ͷی G = (V,E) کنید فرض .٢۴.٢.١ تعریف

نباشند. مجاور G در آنها دوتای هیچ بوده، یال آن عضوهای اگر مͬ�شود نامیده G در ٩ تطابق ͷی

است. کامل تطابق ͷیM آن�گاه شود شامل را گراف ͷی راس�های همه�ی تطابق ͷی اگر

که باشد نداشته Mوجود ′ مثل دیͽری تطابق هیچ اگر است G از تطابق Mماکزیمم

است. G در ماکسیمم تطابق ͷی در یال�ها تعداد ،β١(G) ،Gگراف تطابق عدد .|M ′| > |M |

در انتها ͷی G یال هر اگر مͬ�شود نامیده گراف پوشش ͷی X ⊂ V زیر�مجموعه .٢۵.٢.١ تعریف

وجود X ′ مثل دیͽری پوشش هیچ هرگاه است Gپوشش کوچͺترین X پوشش ͷی باشد. داشته X

است. Gپوشش کوچͺترین در راس�ها تعداد α(G) پوششͬ عدد .|X ′| < |X| که باشد نداشته

G در راسͬ دو هیچ اگر است مستقل مجموعه�ی ͷی X ⊂ V (G) زیرمجموعه�ی .٢۶.٢.١ تعریف

که نباشد G در دیͽری مستقل مجموعه�ی هیچ اگر است ماکسیمم مستقل مجموعه و نباشند مجاور

است. مستقل مجموعه�ی ماکزیمم در راس�ها تعداد β(G) استقلال عدد .|X ′ | > |X|

دورها همه و مͬ�باشد -منتظم ٣ که است یال ٢١ راسو ١۴ با گرافͬ وود گرافهͬ تعریف٢٧.٢.١.

دارند. یال بیشتر یا ۶ آن در

القایی گراف زیر عنوان K١,٣به گراف شامل اگر مͬ�شود نامیده آزاد پنجه گراف ͷی تعریف٢٨.٢.١.

نباشد.

طول و ندهند مثلث تشͺیل آن راس سه هیچ که است گرافͬ آزاد مثلث گراف ͷی .٢٩.٢.١ تعریف

است. ۴ حداقل آن در دور کوچͺترین

٨Hamiltonian cycle
٩Maching

۶



درجه�ی از راس�های از ͬͺی و n ≥ ۴ و باشد راس n دارای که را G گراف هر .٣٠.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. چرخ گراف ͷی را باشند، سه درجه�ی از بقیه و n− ١

دور راس�های همه به که است شده تشͺیل u اضافه راس ͷی و Cn -دور n ͷی از گراف این

است. وصل

است. شده داده نشان ω۶ گراف (٣− ١) شͺل در

ω۶ چرخ گراف :١-٣ شͺل

ͷی دور، بیرونͬ متصل راس دو هر بین که است چرخ گراف ͷی دنده چرخ گراف .٣١.٢.١ تعریف

باشد. شده اضافه راس

٣n آن یال�های تعداد و ٢n + ١ آن راس�های تعداد که مͬ�دهیم نشان Gn با را دنده چرخ گراف

است. شده داده نشان G۶ دنده چرخ گراف ͷی (۴− ١) شͺل در مͬ�باشد.

G۶ دنده چرخ گراف :۴-١ شͺل

G = G١ ∪G٢ به�صورت گراف دو اجتماع باشند گراف دو G٢ و G١ کنیم فرض .٣٢.٢.١ تعریف

E(G) = E(G١)∪E(G٢) تعداد به و راسدارد V (G) = V (G١)∪V (G٢) تعداد به که مͬ�باشد

دارد. یال

٧



همه که است راس V (G١) ∪ V (G٢) شامل V (G١) + V (G٢)گراف دو جمع .٣٣.٢.١ تعریف

جمع Gn, ..., G٢, G١ گراف بیشتری تعداد یا سه برای است. متصل V (G٢) به V (G١) یال�های

(G١ +G٢) ∪ (G٢ +G٣) ∪ ... ∪ (Gn−١ +Gn)به�صورت G١ +G٢ + ...+Gn گراف�های

مͬ�باشد.

ͷی G در راس هر به که است گرافͬ مͬ�شود داده نشان cor(G) با که تاج گراف .٣۴.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم. اضافه ͷی درجه�ی با جدید راس

داشته را {p١, ..., pn} نامنفͬ و صحیح اعداد و {υ١, ..., υn}راس�های گرافGبا اگر کلͬ بطور

ͷی درجه�ی از جدید راس تا pi کردن اضافه با i هر برای G∗(p١, ..., pn) تورن گراف آن�گاه باشیم،

تاج گراف ͷی تورن گراف آن�گاه باشد، pi = ١ راس�ها همه�ی برای اگر مͬ�آید. به�دست υi راس به

ͷی درجه�ی راس ͷی فقط راس هر به که است تورن گراف از خاصͬ حالت تاج گراف واقع در است.

شͺل(١-۵) مͬ�شود. اضافه

Gگراف تورن گراف و تاج گراف :۵-١ شͺل

آن راس�های مجموعه استکه گرافͬ ،G٢ G١و G٢×G١گراف�های ضربدکارتͬ تعریف٢.١.٣۵.

مجاور (ν١, ν٢) و (υ١, υحاصل�ضرب(٢ راسگراف، دو و V (G١)×V (G٢) دکارتͬ حاصل�ضرب

شͺل(١-۶) باشد. متصل ν١ به υ١ و υ٢ = ν٢ یا باشد متصل ν٢ به υ٢ و υ١ = ν١ هرگاه هستند

٨



گراف دو دکارتͬ حاصل�ضرب :۶-١ شͺل

H = (V (H), E(H)) و G = (V (G), E(G))گراف دو بین تانسوری ضرب .٣۶.٢.١ تعریف

راس دو که V (G)× V (H) راس�های مجموعه با گرافͬ از عبارتند مͬ�شود داده G⊗Hنشان با که

{y, ν} ∈ E(H) و {x, υ} ∈ E(G) اگر فقط و اگر مجاورند (υ, ν) و (x, y)

از -تایی k تکراری غیر دنباله�های آن راس�های که است گرافͬ مͺعب - k گراف .٣٧.٢.١ تعریف

گراف باشند. متفاوت جایͽاه ͷی در دقیقا که مͬ�شوند رسم راس�هایی میان یال�ها و است ͷی و صفر

Q٣ ،Q٢ ،Q١ ،Q٠ گراف�های راست به چپ از (٧− ١) شͺل مͬ�دهیم. نمایش Qk با را مͺعب k

مͬ�دهد. نشان را Q۴ و

مͺعب -k گراف :١-٧ شͺل

به پراکندگͬ عدد معرفͬ برای ادامه در که پرداختیم اصطلاحاتͬ و تعاریف بیان به فصل این در

داریم. نیاز آن�ها

٩


