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 همقدم

 

 

 و نانیاطم تیقابلبه عنوان مدل مناسب در مطالعات  1939در سال  بلیوا يوالدتوسط  بلیوا عیتوز     
شناخته  ،واحد خاص ایمحصول و  کیطول عمر  ای شکستزمان  لیقباز  اتیحمسائل مربوط به آزمون 

 عیتوز .دان شده دهینام »مرکب« ای »ختهیآم« شتر،یب ای عیتوزدو  يها مؤلفه بیترکحاصل از  يها عیتوز .دش
 ریاخ يها سالدر  .تپارامتر نسبت اس کیو  شکلو دو پارامتر  اسیمقاز دو پارامتر  یبیترک بلیوا ختهیآم

 نیااز  یکی .تشده اس ختهیآم عیتوزاز  کارا يبرآوردگرهامحاسبه  يها روشاز  یبرخبه  یاجمالنگاه 
استفاده از روش  ،شود یمگرفته  کاربه  بلیوا ختهیآم عیتوز يپارامترهابرآورد  يبرا که ها روش

دو  ،پوآسن عیتوز بیترکاو  .ت) به آن پرداخته اس1961( دیراپاول آر  کهنمونه است  يگشتاورها
برآورد  يبرا یکیگرافروش  .دقرار دا یبررسرا مورد  بلیوا ختهیآم عیتوزاز  یخاصو حالت  يا جمله

 چتوسط ا کهاست  يگریدروش  ،یکیالکترون يها لامپطول عمر  شیآزمادر  ختهیآم عیتوز يپارامترها
 .ت) انجام گرفته اس1959( کاو یک

و  نیبهتر افتنیبه منظور  بلیوا ختهیآم عیتوز يپارامترهابرآورد  يها روش سهیمقانامه به  انیپا نیا
 )زیبو  ییدرستنما ممیماکس ،نمونه يگشتاورها(سه روش برآورد پارامتر  نیببرآوردگر از  نیتر قیدق
 بلیوا عیتوزشده از  دیتول يها داده يرو یمارکف کارلو مونت يساز هیشباز  کار نیاانجام  يبرا .دپرداز یم



2 
 

استفاده  بل،یوا ختهیآم عیتوز يبراسه روش برآورد پارامتر  يریکارگو به  7.1مطلبافزار با استفاده از نرم 
  .تشده اس

آن  شیدایپو منشاء  بلیوا عیتوزو مفهوم  خچهیتارنامه به  انیپا نیا کیفصل  زا 3.1و  2.1بخش 
ابع ت ،شکست یچگالابع ت(مربوط به توابع طول عمر  یاضیرشش تابع  4.1در بخش  .داختصاص دار

عمر  نیانگیمو تابع  یتجمعتابع نرخ مخاطره  ،تابع نرخ مخاطره نان،یاطم تیقابلتابع  شکست، عیتوز
 عیتوز نیااستفاده از  يایمزاو  بلیوا زیآنالبر  يمرور ک،یفصل  انیپادر  .تشده اس یمعرف )هماند یباق
 .تشده اس انیب

 جادیاو  بلیوا عیتوزدو  بیترکو نحوه  یمعرفرا  ختهیآم عیتوزو  یمتناه ختهیآم يها مدلدر فصل دوم 
پس س. تشده اس انیب ،) استw( یختگیآمشامل پارامتر  کهبا پنج پارامتر  بلیوا ختهیآم عیتوز کی

فصل به آماره  انیپاشده است و در  یبررسو نرخ مخاطره آن  یچگالتابع  نیامختلف نمودار  يها حالت
  .تاثبات شده اس زینمربوطه  هیقضاشاره و  عیتوز نیا یبیترت يها

شامل دو بخش  ،دهد یمرا شرح  بلیوا ختهیآم عیتوز کیکلاس يبرآورگرها کهنامه  انیپا نیافصل سوم 
و بخش دوم در خصوص  ،نمونه يگشتاورهابخش اول آن مربوط به برآورد پارامترها به روش  کهاست 

  .تاس ییدرستنما ممیماکسبه روش  عیتوز يپارامترهابرآورد 

فصل با در  نیادر  .تپرداخته اس ز،یببه روش  بلیوا ختهیآم عیتوزبه برآورد پنج پارامتر  ،فصل چهارم
 .تانجام گرفته اس عیتوز يپارامترهابرآورد  ،مربوطه نیشیپ يها عیتوزن نظر گرفت

ده شده برآوردگرها استفا نیا سهیمقا) جهت MSEمربعات خطا ( نیانگیمحداقل  اریمعاز  ،در فصل پنج
 يبرامختلف  ریمقادابتدا با در نظر  رمنظو نیا يبرا .دان شدهارائه  )2-5) و (1-5در جداول ( که .تاس

پرداخته  یمارکف کارلو مونت يساز هیشببه  7٫1مطلبو استفاده از نرم افزار  نیشیپ يها عیتوز يپارامترها
  .تشده اس



 

 

 

 1صل  ف

 توزیع وایبل  

 

 مقدمه 1.1  

هاي احتمالاتی پیوسته است. اگر چه این توزیع اولین بار توسط دانشمند  یکی از توزیع 1بلیواتوزیع 
از آن براي توصیف  1933شناخته شد و سپس رزین و راملر در سال  1927فرانسوي فرچه در سال 

که آن را با جزئیات در  است بلیواوالدي اما نام آن برگرفته از نام  ،توزیع اندازه ذرات بهره بردند
 توصیف کرد. 1951سال 

زمینه آمار کاربردي متنوع در  يها روشبیش از نیم قرن است که توزیع وایبل توجه آمار دانان را به 
روز در  . صدها و حتی هزاران مقاله در زمینه این توزیع نوشته شده است که روز بهجلب کرده است

 ها مدل  نیتر جذابو  نیتر محبوب. بدون شک توزیع وایبل یکی از حال افزایش و پیشرفت است
خاص زیادي که دارد بوده  يها یژگیوبراي آمارشناسان امروزي است و این به خاطر کاربردها و 

 يها دادهطول عمر گرفته تا  يها دادهاز  ،را داراست يا نهیزمدر هر  ها دادهچون توانایی برازش به 
یست شناسی و ، دانش ز)یبحث آب شناس(م، هیدرولوژي مربوط به آب و هوا، اقتصاد، کسب و کار

 .استفاده کرد توان یمزیع ، از این تومهندسی
، زمانی که رسید 1951تا  1920 يها سالبه ردپاي ایجاد این توزیع در بین  توان یمبا این مقدمه 

 .وایبل براي مردم آن عصر ارائه شدتوسط 

                                                
١ Waloddi Weibull 
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 2تاریخچه و مفهوم توزیع وایبل 2.1 
، نام یابنده واقعی و یا یک نظریه و یا یک فرمولیک دستورالعمل، ، به طور کلی، یک روش علمی

گاوس  اش ابندهیکه به نام ، است 3مربوط به توزیع گاوس مثال معروف. یک برداردر را د اش سندهینو
 يا جملهه در آن شکل توزیع احتمال دو (کشده  منتشراثر  نیتر یمیقد .باشد یم
   ( =  ) =       (1 − → معین می شود و  pبراي     (  مربوط به رساله  است ) ∞
. ه استبه زبان لاتین چاپ شد 1733نوامبر سال  12) است که در 1667-1754. موایور (م. دراهااب

 مشهورشکتاب  ) در1738آن ( اضافات را می توان در چاپ دوم برخیترجمه انگلیسی این رساله با 
پیرسون د.  .یافتمی توان  ،»محاسبه احتمال پیشامدها در بازي وشر«یا  »شانس صولا«م به نا

ه صورت تقریبی از توزیع فوق هندسی ب توزیع نرمال را به 1774در سال )  1827-1749( 4لاپلاس
 دست آورد و همچنین چهار سال بعد او جدول احتمال انتگرال

)1-1(                                                             Φ( ) = ∫ ( √2 ) 1 exp  −  2

2                                               
 1809در  )یآسمان رامحرکت اج ظریه(ن 5سرانجام در قضیه کولسنیکم کورپوروم موتوس .را ارائه داد

توزیعی  1816در سال  ت)عیین دقیق مشاهدا(ت» 6بستی مانگ در جنا اوکیت ون دیو باچتونگن«و در 
 .به دست آورد ،به صورت نوعی حکم قانونی اندازه خطاهاي به وجود آمده در فاصله نجومیرا 

 7علمیء نشام 1.2.1
 DF(8(وایبل با تابع چگالی  عیتوز

)1-2        (                              ( | , , ) =   (    )  1    −(    )  1 ,  ≥  ;    
 CDF(9(تابع توزیع تجمعی 

)1-3             (                        ( | , ,  ) = ∫  ( | , ,  )  = 1 −     −(    )     
 HR(10نرخ مخاطره ( 

)1-4     (                                                      ℎ( | , ,  ) =  ( | , , )
1  ( | , , ) =   (    )  1 

                                                
 ) ١٩٩٥) و رینھ (١٩٩٣مطالب بیشتر در ھالفان ( ٢
٣ Gauss distribution 

Pierre simon de laplace٤ 
Theoria Motus Corporum  Coelesticum٥ 

Bestimmung Der Genauigkeit Von Beobachtungen٦ 
 ) ١٩٧٦)، تیلر و تووسیھ (١٩٧٤)، لیدبتر (١٩٥٨-١٩٥٤)، گامبل (١٩٦٠مطالب بیشتر در اپتین ( ٧
 توضیحات بیشتر در بخش ھاي بعد ارائھ و در مورد آنھا بحث خواھد شد.  ٨
٩ Cumulative distribution function 
١٠ Hazard  rate 
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به  12حدي يها عیتوز به صورت  ها عیتوز. این است 11کرانگینمقدار  يها عیتوزعضوي از خانواده 
→ ، در یک نمونه با اندازه مقدار نیتر بزرگیا  نیتر کوچکبا ترتیب   د.باشن یم ∞

= ( ،     با هر متغیر نمونه n براي یک نمونه متناهی به اندازه …و1 و یکسان توزیع  مستقل ) و
 : میکن یمدو آماره را تعریف   F(x)و تابع توزیع تجمعی  f(x) شده با تابع چگالی

)1-5(                                                                                                 = min{  } 

       1≤  ≤         
)1-6(                                                                                               = max{  }           ١ ≤  ≤              

 : شود یم، به صورت زیر پیدا 13مینیمم نمونه ،  توزیع 
   (  >  ) =   (  >        ∀ ) 

=pr( 1 >  , 2 >  , … ,  >  ) 
(7-1) =[1−  ( )] . 
 به صورت زیر است    تابع توزیع تجمعی  بنابراین

)1-8(                                                           ( ) =   (  ≤  ) = 1 − [1−  ( )]   
  : آن عبارت است ازو تابع چگالی 

)1-9(                                                                            ( ) = nf(y)[1−  ( )]  1 
 : دیآ یم، به صورت زیر بدست نمونه ماکزیمم ،  تابع توزیع تجمعی 

                                            ( ) = pr(  ≤  ) = pr(  ≤    ∀ ) 
=pr( 1 ≤  , 2 ≤  , … ,  ≤  ) 

 (10-1) =[ ( )] . 
 چگالی متناظرش برابر است باتابع 

)1-11(    ( ) = nf(z)[ ( )]  1 
→ ها وقتی که    و    تعیین تابع توزیع هر دو  طبیعی ؛ بنابراین رود یماست به بی نهایت  ∞

. خواهد داشت داست که بررسی کنیم تحت چه شرایطی یک توزیع مقدار حدي غیر بدیهی وجو
با همکاري  1922. اولین مقاله در سال شروع شد 1920سوال در سال به این براي پاسخ  ها پژوهش

                                                
١١ Extreme value distribution 

Limit distribution١٤ 
١٣ Sample maximum 
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از  ها نمونهبر روي برد و میانگین برد در  )،1931-1868( 14بنیادي لادسیلاس ون بورت کایوکس
 .صورت تابعی از اندازه، نوشته شدتوزیع نرمال به 

 
 عملیمنشاء  2.2.1

توزیع وایبل شد را براي ریشه دانش مهندسی که منجر به پیدایش  دو رهیافت در 1930در سال 
 .در میان خودشان مستقل هستند ها افتیره. این معرفی کرد توان یمعلمی این توزیع 

  15معانی فیزیکی و تفسیر توزیع وایبل 3.1
 که بتوان کند یممدل فیزیکی کمک . این داردوجود هر توزیع آماري براي فیزیکی  حداقل یک مدل
و یا توزیع مناسبی را براي یک مجموعه داده ارائه شده به آن اختصاص  ، تشخیصتوزیع را تفسیر

 .16داد
. تعیین می باشدبالایی  بسیار داراي قدمت ،اشته در پیدایش توزیع وایبل نقش دمدل فیزیکی کاولین 

فیزیکی مجموعه یک فرض کنید . دنباله ها واحد یا آیتم یکسان مربوط به nیک مجموعه مرکب از 
واحد فعال باشند به کار خود ادامه  nسیستم تا زمانی که همه  د.واحد برابر وجود دار nمتشکل از 

 بی یکی از واحدها از کار می افتد. خواهد داد و با خرا
= )فرض کنید  1, … ,  باشد و فرض پیوند یافته مرتبیک طول عمر تصادفی از واحدهاي    ,( 

نشان دهنده طول    . باشند F(x)ها داراي توزیع مستقل و یکسان با تابع توزیع تجمعی    کنید 
 ت. است که به صورت زیر نشان داده شده اس ییها دنبالهعمر مجموعه 

)1-12                (                                                                              =    {  } 
           1 ≤ i ≤ n      

 به صورت زیر است   تابع توزیع تجمعی 
)1-13(                                                       ( ) = pr(  ≤  ) = 1− [1−  ( )]  1 

                                                
history.mcs.st-http://www- زندگینامه و فهرست کتابهاي این شخص را در سایت اینترنتی 14

and.ac.uk/history/. ت. می توان یاف 
 ) 1979(ر ) و استاف1975() و مالک 1985(ر ) و لیموفید ونکو1960مطالب بیشتردر اپتین ( 15
در گذشته پژوهش هایی وجود داشتند که امکان وجود مفهوم فیزیکی یا تفسیر را براي توزیع وایبل انکار می کردند  16

 ).1968مانند گرسکی (
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در این  .است مشکلکمی  آنار با ک )13-1در فرمول ( F(y)-1 يها توانبه دلیل وجود  ،به طور کلی
هاي بزرگ از آن  nبه ازاي استفاده کرد و )  371ص  ،1971( 17از تکنیک کرامر توان یمصورت 
  شود یمبه صورت زیر تعریف    متغیر تصادفی ، کرد نظر صرف

)1-14(                                                                                               =   (  ) 

 داریم :[n,0]ه معین در فاصل uهر  به ازاي
                                                                               (  ≤  ) =   [  (  ) ≤  ] 

= pr[  ≤   1(  )]                                                                           ( 15-1) 

 به صورت زیر به دست می آید   ، تابع توزیع )13-1(با یک جابه جایی در حال 
)1-16(                                                                                   ( ) = 1− (1−   )  

→ وقتی که  زیرا دنباله  کند یممیل  Uدر توزیع به متغیر تصادفی    دنباله متغیرهاي تصادفی  ،∞
  کند یمبه تابع توزیع تجمعی زیر میل  uبه ازاي هر  ( )  توابع توزیع تجمعی 

)1-17(                                                          ( ) = lim →   ( ) = 1−    ,u≥ 0 
 با تابع چگالی متناظرش

)1-18(                                                              ( ) = lim →   ( ) =    , ≥ 0 
میل می کند  Yدر توزیع به متغیر تصادفی    دنباله متغیرهاي تصادفی که  معلوم است (1-14)از 

 وقتی که 
 )1-19(                                                                                               =   1(  ) 

.)1  بنابراین اگر   م.را تعیین کنی Uتوزیع  میتوان یم، آنگاه را محاسبه کنیم (
 
 
 
 
 
 
 

1  : تابع چگالی احتمال براي دو توزیع وایبل با) 1 -1( نمودار = 1, 2 = 2, 1 = 3, 2 = 2  
                                                

١٧  technique Cramer 
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 : تابع توزیع تجمعی براي دو توزیع وایبل  )2-1(ر نمودا
1 با  = 1, 2 = 2, 1 = 3, 2 = 2 

صعودي است و مقدار اکیدا که تابع توزیع تجمعی  شود یممشاهده  )2 -1(با مراجعه به نمودار 
 ت.اس 0و مینیمم آن  1آن  ماکسیمم

 توزیع وایبل يها یژگیوتعریف و  4.1 
 یک متغیر تصادفیوصیف توابع طول عمر به صورت ت 1.4.1 

قطعه  18دچار شکست شود طول عمر يا قطعهتا  کشد یمدر آنالیز بقا به مدت زمانی که طول 
البته فرض مثبت بودن در حالت  م.یده یمپیوسته مثبت نشان  یو آن را با یک متغیر تصادف مییگو یم

 ت.کلی لازم نیس
واحد فنی در حال کار یا دایر به طور کلی تعیین زمانی که یک واحد طبیعی زنده است و یا اینکه یک 

نام متغیر  به  Xیک متغیر تصادفی عنوان، ولی به تعیین شده یا ثابت و ماندنی نیست، از قبل است
کامل  ها عیتوز این .ی این متغیر پیوسته و نامنفی استآن پرداخته شده است. به طور کل طول عمر به
 د.و خاص هستن
. در کنند یممتغیر تصادفی را به طور کامل تشریح  وضعیت، چندین تابع وجود دارند که در این رابطه

 : وجود دارند هم ارز، شش تابع ریاضی زمینه طول عمر
 چگالی شکست •

 توزیع شکست •

 تابع قابلیت اعتماد •

                                                
١٨ Lifetime 
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 تابع نرخ مخاطره •

 تابع نرخ مخاطره تجمعی و •

 تابع میانگین عمر باقی مانده  •
  در روابط زیر که f(x) تابع چگالی -1
)1-20(                                                                   ( ) ≥ 0 ∀   ,∫  ( )  = 1        

واحد  یک یا مردن از کار افتادگیاحتمال  که شود یمنامیده  19چگالی شکستصدق می کند و تابع 
تولید شده را براي محصول تازه متولد شده یا  فرد. احتمال غیر شرطی دهد یمرا نشان  Xسن  در

 داریم کوچک   ∆ازاي  بهرا  xحول سن ت مردن یا شکس
 )1-21(                                                          ( − ∆ 

2 <  <  + ∆ /2) ≈  ( )∆  
 

   
 
 

         
 
          − ∆ 

2
          + ∆ 

2
 

    

)1-22(                                               − ∆ 
2 <  <  + ∆ 

2  = ∫  ( )    ∆ 
2  ∆ 

2
≅  ( )∆  

   به طوري که 
طول                                                                                                          =  ( ) 

عرض                                                                   = ( + ∆ 2 ) −   − ∆ 2  = ∆  
ℓ  که    و ℓ  يها زمانبین خاص براي رسیدن به سن  20احتمال غیر شرطی < به صورت زیر     

 است
)1-23(                                                                     ( ℓ <  <   ) = ∫  ( )     ℓ 

 ت.چگالی شکست چوله به راست اس تابعمعمولا 
 : شود یمیز نامیده ن 22تیا توزیع شکس 21) توزیع زندگیCDF. تابع توزیع تجمعی ( 2

                                                
١٩ Failure density 
٢٠ Unconditional  probability 
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 )1-24(                                                                  ( ) =   ( ≤  ) = ∫  ( )   
0 

F(x)  احتمال خرابی تا حد زمانx  یا داشتن عمر معین تا حدx  دهد یمرا نشان .F(x)  اکیدا تابعی
 است که xاز  صعودي

)1-25         (                                                 lim →   ( ) = 0 , lim →   ( ) = 1 
 نام دارد : 23تابع بقا یا تابع قابلیت اطمینان) CCDFمتمم تابع توزیع تجمعی (. 3
)1-26    (                                                              ( ) =   ( >  ) = ∫  ( )     

R(x)  احتمال بقا تا سنx  دهد یمرا نشان .R(x) تابعی نزولی از 
)1-27             (                                             lim →   ( ) = 1 , lim →   ( ) = 0 
 ت.اس
 
 
 
 
 
 
 

 : تابع قابلیت اطمینان براي دو توزیع وایبل با) 3-1(ر نمودا
  1 = 1, 2 = 2, 1 = 3, 2 = 2 

 .به نزولی بودن تابع قابلیت اطمینان پی برد توان یم) 3 -1از نمودار (
) به صورت زیر تعریف 25تمچنین تابع نرخ یا تابع شد(ه 24تابع نرخ مخاطره یا نرخ شکست آنی. 4
 .شود یم
)1-28        (                                                ℎ( ) = lim∆ →0

  (      ∆ |   )∆ =  ( ) ( ) 
 روابط زیر صدق می کند. و در

)1-29(                                                              ℎ( ) ≥ 0    ∀     ,   ∫ ℎ( )  = ∞ 
0 

                                                                                                                                          
٢١ Life distribution 
٢٢ Failure distribution 
٢٣ Reliability function 
٢٤ Instantaneous failure rate 
٢٥ Intensity function 


