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چ΋یده

وزن�دار مجموعهای برای بزرگ اعداد ضعیف قانون�های

وابسته ͳتصادف متغیرهای

لش΋ریان ͳشافع کبری

ͳرایΎهم قضیه�های شرطها، ͳبعض تخصیص و ی΋نواخت انتΎرال�گیری شرایط ͳبرخ تحت پایان�نامه این در
م�ͳشود. حاصل وابسته ͳتصادف متغیرهای از وزن�دار مجموعهای برای بزرگ اعداد ضعیف قانون�های و ͳینΎمیان

واژه کلید
.ͳخط�ͳوابسته�رب΄�منف ،ͳوابسته�رب΄�منف ی΋نواخت، انتΎرال�گیری بزرگ، قانون�هایضعیفاعداد ،ͳینΎمیان ͳرایΎهم
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Abstract

Weak lows of large numbers for weighted sums

of dependent random variables.

Cobra shafeie Lashkariyan.

In this dissertation, Under some conditions of uniform integrability and appro-
priate conditions, mean convergence theorems and weak laws of large numbers for
weighted sums of random variables are obtained.

Key words
Mean convergence, Weak laws of large numbers, Uniform integrability, Negative quad-
rant dependent, Linearly negative quadrant dependent.
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١

پیشΎفتار

بیان تاکنون آن از ͳگوناگون صورت�های است. احتمال نظریه در مهم مفاهیم از ͳ΋ی بزرگ اعداد قوی قانون

حالت است. هم�توزی΄ و مستقل ͳتصادف متغیرهای برای آن حالت ساده�ترین است. گرفته قرار ͳبررس مورد و

را قضیه این او شد. اثبات ١«ͳبرنول «ژاکوب بارتوسط اولین برای ͳبرنول متغیرهای برای قانون این از ͳخاص

نام به را قانون ٢این پواسن» » ۱۸۳۵ سال در شد. مشهور بزرگ اعداد قانون نام به بعدها ͳول نامید، ͳطلای قضیه

پواسن، و ͳبرنول از بعد م�ͳشود. شناخته شده ذکر نام دو هر با قضیه این اکنون هم داد. ΀توضی بزرگ اعداد قانون

تلاش آن اثبات و تعریف این بهبود برای کلموگروف۶ و بورل۵ چبیشف۴، ، مارکوف٣ مانند دیΎری ریاض�ͳدانان

کرد. ثابت را آن دلخواه ͳتصادف متغیر هر برای خنچین٧ ال΋ساندر نهایت در کردند.

قوی. و ضعیف قانون از عبارتند حالت دو این شد. قانون این مختلف حالت دو پیدایش به منجر تلاش�ها این

متفاوت دیدگاه دو از قانون دو این بل΋ه نیستند. متفاوت قانون دو بزرگ اعداد قوی قانون و ضعیف قانون

΀توضی است، زیاد آزمایش دفعات تعداد ͳوقت را جامعه میانΎین به نمونه میانΎین احتمال ͳرایΎهم موضوع

م�ͳشود. نتیجه قوی قانون از ضعیف قانون همچنین م�ͳدهند.

اختصاص ͳحقیق آنالیز قضایای و مفاهیم از ͳبرخ به اول فصل است. شده تنظیم فصل چهار در پایان�نامه این

لم�های و تعاریف ͳبرخ سوم فصل در است. شده اشاره احتمال نظریه مفاهیم از ͳبعض به دوم فصل در است. یافته

شود. ͳم اثبات و بیان نظر مورد ͳاصل نتای; چهارم، فصل در بالاخره و م�ͳآوریم را پایان�نامه به مربوط ͳمقدمات

Bernolli Jacob١
Poisson٢
Marcov٣

Chebishev۴
Borel۵

Kolmogorov۶
Khenchen Alexandre٧
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ͳحقیق آنالیز .١ ٣فصل

رادون- قضیه و ͳمنف غیر تواب΄ انتΎرال اندازه�پذیر، تاب΄�های اندازه، مفاهیم به به�طور�خلاصه فصل این در

است. [٧] از گرفته بر فصل این مطالب بیشتر م�ͳپردازیم. همΎرای�ͳها انواع و ١ نی΋ودیم

اندازه ١-١

باشد. آن مجموعه�های زیر از ͳته نا دسته�ای C و ͳته نا مجموعه�ای X کنیم فرض تعریف١-١-١.

تفاضل و باشد بسته ͳمتناه �های اشتراک تحت C چنانچه گوییم X مجموعه�های زیر از نیم�حلقه Έی �را C •

باشد. C مجزای دوبدو اعضای از ͳمتناه ͳاجتماع برابر C عضو دو هر

باشد. بسته تفاضل و ͳمتناه اجتماع تحت هرگاه گوییم حلقه Έی را C •

ͳاجتماع با برابر C عضو هر م΋مل و باشد بسته ͳمتناه اشتراک تحت هرگاه گوییم نیم�میدان Έی را C •

باشد. C مجزای دوبدو اعضای از ͳمتناه

باشد. بسته م΋مل و ͳمتناه اجتماع تحت هرگاه گوییم میدان Έی را C •

باشد. بسته تفاضل و شمارش�پذیر اجتماع تحت اگر گوییم σ-حلقه Έی را C •

باشد. بسته م΋مل و شمارش�پذیر اجتماع تحت اگر گوییم σ-جبر را C •

م�ͳشود. نامیده بورل σ-جبر ،Rn در جعبه�ها محتوی Rو در بازه�ها محتوی σ-جبر کوچ΋ترین تعریف١-١-٢.

م�ͳشود. داده نشان Bnبا Rn در و B با R در که

توسطمجموعه�های σ-جبرتولیدشده درحالتکلͳدریΈفضایتوپولوژیͳ΋دلخواه ملاحظه١-١-٣.

دارد. نام بورل σ-جبر باز

دامنه�ی با µ مانند ͳتابع C روی اندازه Έی باشد مجموعه�ها از ͳناته دسته�ای C کنیم فرض .۴-١-١ تعریف

n ≥ ۱ ،An اگر ͳیعن است σ-جم΄�پذیر و بوده ͳنا�منف µ به�طوری�که است یافته تعمیم ͳحقیق مقدار�های و C

آنΎاه
∪

n≥۱ An ∈ C به�طوری�که باشد C هم از جدا اعضای از دنباله�ای

µ(
∪
n≥۱

An) =
∑
n≥۱

µ(An).

Radon-Nikodym Theorem١



ͳحقیق آنالیز .١ ۴فصل

صورت به را µ(A) ،A مجموعه�ی زیر هر برای باشد ͳنا�ته و دلخواه یΈمجموعه X فرضکنیم مثال١-١-۵.

کنیم تعریف ذیل

µ(A) = Aاعضای .تعداد

نامند. X روی شمارنده اندازه را µ

فضای Έی (X , C) زوج باشد، σ-جبر Έی C ⊂ P(X ) و مجموعه Έی X کنیم فرض .۶-١-١ تعریف

دارد. نام اندازه فضای Έی (X ,C, µ) آنΎاه باشد، (X , C) روی اندازه Έی µ اگر م�ͳشود. نامیده اندازه�پذیر

نامیده ͳمتناه اندازه µ ،µ(X ) ≨ ∞ و باشد اندازه فضای Έی (X , C, µ) اگر .١ تعریف١-١-٧.

م�ͳشود.

دارد. نام ͳمتناه-σ اندازه µ ،µ(Ej) ≨ ∞ و Ej ∈ C ،j هر برای به�طوری���که X =
∪∞

۱ Ej اگر .٢

وجود ۰ ≨ µ(F ) ≨ ∞ و F ⊂ E شرایط با F ∈ C عضو ،µ(E) = ∞ شرط با E ∈ C هر برای اگر .٣

دارد. نام ͳنیمه�متناه اندازه µ باشد، داشته

ͳخارج اندازه ١-١-١

تعداد به�طوری�که باشد X زیر���مجموعه�های از Hنیم�حلقه�ای ،ͳناته مجموعه�ای X کنیم فرض تعریف١-١-٨.

،A ⊆ X دلخواه زیر�مجموعه برای باشد، H روی اندازه Έی µ و بپوشاند را X ،H اعضای از شمارش�پذیری

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به بالا، داده�های حسب بر را A ͳخارج اندازه

µ∗(A) = inf

{
Σn≥۱µ(In) : In ∈ H, n ≥ ۱, A ⊆

∪
n≥۱

In

}
.

نیست. یΈاندازه لزوما ͳخارج اندازه .١-١-٩ ملاحظه

۰ ≨ µ(X ) = α ≨ ∞ ، H = {X , ϕ} و باشد شمارش�پذیر مجموعه�ای X کنیم فرض .١-١-١٠ مثال



ͳحقیق آنالیز .١ ۵فصل

باشند. نداشته ͳاشتراک B و A کنیم فرض همچنین .µ(∅) = ۰ و B ̸= ∅ ، A ̸= ∅ ،B ⊆ X ، A ⊆ X

صورت این در

µ∗(A) = α , µ∗(B) = α , µ∗(A) = α.

پس

µ∗(A ∪B) ̸= µ∗(A) + µ∗(B).

دارد مهم ͳویژگ دو ͳخارج اندازه .١-١-١١ ملاحظه

است. آن[∞,۰] مقادیر Xو ͳتوان مجموعه آن دامنه�ی استکه ͳتابع .١

.µ∗(
∪

n⩾۱ An) ⩽ Σµ∗(An) آنΎاه Xباشد هم از جدا زیر�مجموعه�هایدوبدو Anدنباله�ایاز اگر .٢

اندازه�پذیر تاب΄�های ١-٢

به نسبت f .f : X −→ Y و باشند اندازه�پذیر فضا�های ،(Y,B) و (X,A) کنیم فرض .١-٢-١ تعریف

باشد. A از عضوی ،B از عضوی هر ع΋س تصویر اگر است، اندازه�پذیر B و A σ-جبر�های

تذکر

گویند. اندازه�پذیر بورل یا بورل تاب΄ را f ،B = B۱ ،Y = R اگر بالا تعریف در

و X زیر�مجموعه�های از نیم�حلقه�ای H ،ͳنا�ته مجموعه�ای X کنیم فرض تعریف١-٢-٢.

µ∗ : P(X) → [۰,∞],

در� م�ͳشود نامیده اندازه�پذیر مجموعه�ی Έی A .A ⊂ X کنیم فرض همچنین و باشد ͳخارج اندازه�ی Έی

باشیم داشته B ⊆ X هر برای صورت�ͳکه

µ∗(B) = µ∗(B ∩ A) + µ∗(B ∩ Ac).

که -جبری σ تعریف١-٢-٣.

م�ͳشود. داده نمایش M۱ با و م�ͳنامند ١ Ίلب σ-جبر م�ͳآید پدید R۱ در اندازه�پذیر مجموعه�های از

را f : X → Y اندازه�پذیر تاب΄ باشند اندازه�پذیر فضاهای (Y,M۱) و (X,A) کنیم فرض .۴-١-٢ تعریف

گویند. لب�Ί-اندازه�پذیر یا Ίلب تاب΄
Lebesgue١



ͳحقیق آنالیز .١ ۶فصل

X به X از ͳهمان تاب΄ ،X به X از ثابت تاب΄ هر باشند، اندازه�پذیر فضای Έی (X ,A) اگر .۵-١-٢ مثال

اندازه�پذیرند. تواب΄ از ساده ͳمثالها�ی

اندازه�پذیر ͳتابع �f : X −→ Y و باشند ͳناته مجموعه�های Y و X کنیم فرض .۶-١-٢ ملاحظه

زیر از σ-جبر Έی {f−۱(B) : B ∈ B} آنΎاه باشد، Y زیر�مجموعه�های از σ-جبر Έی B اگر باشد.

است. Xمجموعه�های

زیرا

f−۱(Bc) = (f−۱(B))c,

f−۱(
∪
B∈B

B) =
∪
B∈B

f−۱(B),

است. کامل اثبات نتیجه در

f : X → Y پیوسته�ی نΎاشت هر باشند، ( توپولوژی (یا متری فضای دو Y اگرXو .١-٢-٧ ملاحظه

م�ͳباشد. بورل-�اندازه�پذیر

شود. مراجعه [٧] به

هم�ارز زیر شرایط باشد، تاب΄ Έی f : X → R و �اندازه�پذیر فضای Έی (X, C) اگر .١-٢-٨ قضیه

هستند

.f−۱((a,∞)) ∈ C ،a ∈ R هر برای ١

.f−۱([a,∞)) ∈ C ،a ∈ R هر برای ٢

.f−۱((−∞, a)) ∈ C ،a ∈ R هر برای ٣

.f−۱((−∞, a]) ∈ C ،a ∈ R هر برای ۴

.[٧] برهان.

اندازه�پذیر�اند. نیز f.g و f + g آنΎاه باشند، اندازه�پذیر f, g : X → C اگر .١-٢-٩ قضیه

.[٧] برهان.



ͳحقیق آنالیز .١ ٧فصل

مقداری ( توسه�یافته ͳحقیق (اعداد R اندازه�پذیر تابعهای از دنباله Έی {fi} اگر .١-٢-١٠ ملاحظه

زیر تاب΄�های n هر برای آنΎاه باشند، (X, C)روی

gn(x) = supj≥nfj(x) , g = limj→∞supfj(x),

hn = infj≥nfj(x) , h = limj→∞inffj(x).

تاب΄ Έی f آنΎاه باشد، موجود x ∈ X, f(x) = limj→∞fj(x) هر برای اگر اندازه�پذیرند. تاب΄�های

است. اندازه�پذیر

.[٧] به شود رجوع بیشتر اطلاعات برای

تاب΄�هایͳاندازه�پذیرند. ,min{fنیز g}وmax{f, g} آنΎاه باشند، gتواب΄اندازه�پذیر fو اگر .١-٢-١١ قضیه

.[٧] برهان.

،f(x) = limj→∞fj(x)باشندو مقدار تواب΄اندازه�پذیرمختلط� از ۱∞{fj}یΈدنباله اگر .١-٢-١٢ قضیه

است. اندازه�پذیر نیز f آنΎاه باشد موجود x هر برای

.[٧] برهان.

م�ͳشود تعریف زیر صورت به f ͳمنف و مثبت قسمت�های باشد، تاب΄ Έی f : X → R اگر تعریف١-٢-١٣.

f+(x) = max{f(x), ۰} , f−(x) = max{−f(x), ۰}.

و

f = f+ − f−.

است. اندازه�پذیر نیز f+, f− باشد، اندازه�پذیر f اگر .١۴-١-٢ ملاحظه

است. ΀واض ١-٢-١١ به توجه با برهان.
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ذیل صورت به که χE تاب΄ ،E ⊂ X اگر است. اندازه�پذیر فضای Έی (X,C) کنیم فرض تعریف١-٢-١۵.

م�ͳشود. داده نشان ۱E با نیز ͳگاه م�ͳنامند، E مشخصه�ی تاب΄ را م�ͳشود تعریف

.χE(x) =

{
۱ x ∈ Eاگر
۰ x ∈ Ecاگر

Έی آن مقادیر حوزه و باشد اندازه�پذیر f اگر گوییم ساده تاب΄ را f : X → C تاب΄ .١۶-١-٢ تعریف

استاندارد نمایش باشد، {z۱, z۲, ..., zn}صورت به f مقادیر حوزه�ی اگر واق΄ در باشد. C از ͳمتناه زیر�مجموعه�ی

است. f =
∑n

۱ zjχEj صورت به f

باشد. اندازه یΈفضای (X, C) فرضکنیم .١-٢-١٧ قضیه

به�طوری�که دارد وجود ساده تواب΄ از ϕn دنباله�ی آنΎاه باشد، اندازه�پذیر f : X → [۰,∞] اگر •

۰ ≤ ϕ۱ ≤ ϕ۲ ≤ ... ≤ f,

ی΋نواخت طور به ϕnها باشد، رویآنکراندار f مجموعه�ایکه رویهر نقطه�ایϕnاستو حد f و

همΎراست. f به

به�طوری�که دارد وجود ساده تواب΄ از {ϕn} دنباله� آنΎاه باشد، اندازه�پذیر f : X → C اگر •

۰ ≤| ϕ۱ |≤| ϕ۲ |≤ ... ≤| f |,

ی΋نواخت طور به ϕnها باشد، رویآنکراندار f مجموعه�ایکه رویهر نقطه�ایϕnاستو حد f و

همΎراست. f به

ͳمنف غیر تواب΄ انتΎرال�گیری ١-٣

تعریف١-٣-١.

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را L+ و م�ͳگیریم ثابت را (X,C, µ) اندازه فضای •

.L+ = [۰,∞] به X از اندازه�پذیر تواب΄ همه�ی فضای

تعریف زیر صورت به را µ به نسبت Φ انتΎرال ،Φ =
∑n

۱ ajχEj استاندارد نمایش با L+در Φ ساده تاب΄ برای •

∫م�ͳکنیم
Φ =

∫
Φdµ =

n∑
۱

ajµ(Ej).

باشند، L+ در ساده تاب΄ Ψدو Φو فرضکنیم .١-٣-٢ قضیه
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.
∫
cΦ = c

∫
Φ آنΎاه ،c ≥ اگر۰ .١

.
∫
(Φ + Ψ) =

∫
Φ +

∫
Ψ .٢

.
∫
Φ ≤

∫
Ψ آنΎاه ،Φ ≤ Ψ اگر .٣

رویCاست. AیΈاندازه →
∫
A
Φdµ تاب΄ .۴

.[٧] برهان.

م�ͳدهیم تعمیم زیر تعریف با f ∈ L+ تواب΄ همه�ی برای را انتΎرال اکنون

∫تعریف١-٣-٣.
fdµ = sup

{∫
ϕdµ : ۰ ≤ ϕ ≤ f, است ساده ϕ

}
.

fj ≤ ،j هر برای به�طوری�که باشد L+ در یΈدنباله {fn} اگر ی΋نوا) ͳرایΎهم (قضیه .۴-١-٣ قضیه

.
∫
f = limn→∞

∫
fn آنΎاه ،f = limn→∞ fn و fj+۱

[٧] برهان.

است آن در قضیه این بردن کار به ͳاصل دلیل اما است، موارد بیشتر در ͳاصل ابزار Έی ی΋نوا ͳرایΎهم قضیه

مم΋ن لذا دارد. کار سرو ساده تواب΄ از ناشمارا) (معمولا ͳبزرگ خانواده روی سوپریمم گرفتن با
∫
f تعریف که

محاسبه برای که م�ͳدهد اطمینان ما به ی΋نوا ͳرایΎهم قضیه باشد. مش΋ل تعریف، از
∫
f مستقیم محاسبه�ی است

به�طور که است ساده تواب΄ از دلخواه دنباله Έی {ϕn} آن در که کنیم محاسبه را limn→∞
∫
ϕn است ͳکاف

∫
f

م�ͳکند. تضمین را دنباله�ای چنین وجود ١-٢-١٧ قضیه و همΎراست f به ͳافزایش

∫
f = آنΎاه ،f =

∑
n fn و باشد L+ در ͳنامتناه یا ͳمتناه دنباله Έی {fn} اگر .۵-١-٣ قضیه

.
∑

n

∫
fn

[٧] برهان.

آنΎاه باشد، L+ در دلخواه یΈدنباله {fn} اگر ( فتو١ (لم .۶-١-٣ ∫قضیه
(lim inf fn) ≤ lim inf

∫
fn.

Fatou١
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[٧] برهان.

Xباشند روی ͳنامنف و اندازه�پذیر ͳتابع f اندازه، یΈفضای (X,A, µ) فرضم�ͳکنیم .١-٣-٧ قضیه

داشت Aخواهیم =
∪∞

i=۱ Ai فرض با مجزایAباشد. دوبدو اعضای از دنباله�ای ..., A۲, A۱ ∫و
A

fdµ =
∞∑
i=۱

∫
Ai

fdµ.

[۴] برهان.

نی΋ودیم رادون قضیه ۴-١

{x} ∈ A هرگاه م�ͳگوییم یΈاتم را x ∈ X باشد، اندازه یΈفضای (X,A, µ) فرضکنیم تعریف١-۴-١.

م�ͳنامیم. {x} اتم اندازه را µ({x}) همچنین .µ({x}) > ۰ و

اتم�هایش مجموعه�ی توسط و باشد داشته اتم شمارش�پذیر تعدادی اگر گوییم ͳاتم گسسته را µ تعریف١-۴-٢.

باشیم داشته صورت این در باشد، µ اتم�های مجموعه�ی A اگر ͳیعن شود حمل

µ(X − A) = ۰.

م�ͳگوییم باشند. A روی اندازه دو ν و µ و باشد اندازه فضای Έی (X,A, µ) کنیم فرض .٣-۴-١ تعریف

باشیم داشته µ(A) = ۰ که اندازه�پذیر Aی هر برای اگر ،ν ≪ µ م�ͳنویسیم و است مطلق پیوسته µ به نسبت ν

.ν(A) = ۰

ͳمتناه−σاندازه�هایµوν و یΈفضایاندازه�پذیر (X,A)ودیم)کنیم΋رادون-نی (قضیه .۴-۴-١ قضیه

به�طوری�که دارد وجود f۰ ͳنامنف و اندازه�پذیر تاب΄ اینصورت در .ν ≪ µ و ∫رویAباشند
A

f۰dµ = ν(A), A در A برایهر

آنΎاه باشد خاصیتمذکور با دیΎری ͳنامنف و اندازه�پذیر ͳتابع g اگر

g = f, a.e.

[٧] برهان.

گوییم. µ به نسبت ν نی΋ودیم رادون- یΈمشتق را بالا قضیه�ی در f۰ مانند تاب΄ هر .۵-۴-١ ملاحظه
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ͳرایΎهم انواع ۵-١

f و اندازه�پذیر ͳحقیق تابعهای از دنباله�ای ..., f۲, f۱ ، اندازه فضای Έی (X, C, µ) م�ͳکنیم فرض بخش این در

باشند. شده داده فضای روی اندازه�پذیر و ͳحقیق ͳتابع

{fn} دنباله�ی م�ͳگوییم ،µ{x : fn ↛ f} = ۰ باشیم داشته ،{fn, n ≥ ۱} دنباله�ی در اگر تعریف١-۵-١.

م�ͳنویسیم و م�ͳکند میل f به جا همه تقریبا

fn → f, a.e.

دنباله م�ͳگوییم ،µ{x : | fn − f |> δ} → ۰ باشیم داشته ،{fn, n ≥ ۱} دنباله�ی در اگر تعریف١-۵-٢.

م�ͳکند. میل f به اندازه در {fn}

باشیم داشته ،{fn, n ≥ ۱} دنباله�ی در و باشد ͳطبیع عدد Έی kاگر ∫تعریف١-۵-٣.
X

| fn − f |k dµ → ۰,

م�ͳشود. داده نشان Lk با ͳرایΎهم این و م�ͳکند میل f به k−ام میانΎین در دنباله م�ͳگوییم

میانΎین. در fn → f م�ͳگوییم اختصار به ،k = ۱ اگر

است. اندازه در همΎرا fn → f آنΎاه باشد، L۱ در همΎرا fn → f اگر .۴-۵-١ قضیه

آنΎاه E = {x : | fn(x)− f(x) |≥ ε} کنیم فرض ∫برهان.
| fn − f |≥

∫
E

| fn − f |≥ εµ(E).

نتیجه در

µ(E) ≤ ε−۱
∫

| fn − f |→ ۰.

م�ͳدهد. نتیجه را اندازه در ͳرایΎهم میانΎین�ها یΈاز هر در ͳرایΎهم .۵-۵-١ قضیه

داریم دلخواه n برای و δ > ۰ برای ∫برهان.
X

| fn − f |k dµ︸ ︷︷ ︸
→۰

=

∫
{|fn−f |>δ}

| fn − f |k dµ+

∫
{|fn−f |≤δ}

| fn − f |k dµ
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≥
∫
{|fn−f |>δ}

| fn − f |k dµ ≥
∫
{|fn−f |>δ}

δkdµ

= δkµ{| fn − f |> δ} ≥ ۰.

است. کامل برهان نتیجه در
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احتمال نظریه


