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 پیشگفتار 

 Jounمیلادی  8711ی اول را مورد بررسی قرار داد. سپس در سال مفهوم مدول ها Joun Daunsمیلادی   8791در سال  

Dauns  به بررسی ارتباط ایده ال های اول یک حلقه و زیر مدول های اول یک مدول بر آن حلقه پرداخت. بعد از ویChin pilu 

قضایای اساسی زیر مدول های اول را اثبات نمود و بعضی از مفاهیم که قبلا برای حلقه ها بررسی شده بود را به  ،8711در سال 

 مدول ها تعمیم داد.

را بیان می کنیم. در فصل دوم به معرفی مدول این پایان نامه شامل سه فصل است. در فصل اول مفاهیم و قضایای اساسی مورد نیاز 

در تدوین این  خواهیم پرداخت. در فصل سوم نیز ویژگی های طیف اول یک مدول تاپ را بررسی می کنیم. آن های تاپ و خواص

          استفاده شده است. [15]و  [2]پایان نامه از مفاهیم
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 فصل اول . پیش نیاز 

در  .شوند می هآورد قضایا ف وتعاری رتصو نامه به پایانر د شده رای موضوعات مطرحز بمورد نیاب فصل برخی از مطال این در

گردایه تمام ایده ال های چنین هم. هستند ینبه جایی با یکه می باشد و تمام مدول ها یکا جا هیک حلق Rسراسر این پایان نامه 

به علاوه جهت تعریف توپولوژی  نشان می دهیم. Max(R)را با  آنو مجموعه تمام ایده ال های ماکسیمال  Spec(R)را با  Rاول 

 ( استفاده می نماییم.[16]و  [15]و  [14]زاریسکی از نمادهای به کار رفته در مقاله های )

 

آن را برابر اشتراک نمایش داده می شود و  𝐼√با نماد  Rاز  Iرادیکال ایده آل  .باشد Rیک ایده آل از  Iفرض کنید  .1-1تعریف 

 تعریف می کنیم. از جبر پیشرفته می دانیم: Iتمام ایده ال های اول شامل 

√𝐼 = { x ∈ R | xn ∈ I , n ∈ ℕ  برای یک } 

 

 :یک زیر مدول از آن باشد. در این صورت Nو مدول  -Rیک  Mفرض کنید  .2-1ف تعری

 

𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑀) = (𝑂 :𝑅 𝑀) = { 𝑟 ∈ 𝑅 | 𝑟𝑀 = 𝑂𝑀} 

 

(𝑁  :𝑅 𝑀) = { 𝑟 ∈ 𝑅 | 𝑟𝑀 ⊆ 𝑁}                           

 

   :اول گوییم هرگاهیک زیر مدول  را M از Nزیر مدول  .مدول باشد - Rیک Mفرض کنید  .3-1تعریف 

1) . 𝑁 ≠ 𝑀    

𝑟 برای هر  (2 ∈ 𝑅   و 𝑚 ∈ 𝑀    از𝑟𝑚 ∈ 𝑁    کهنتیجه شود 𝑟 ∈ (𝑁 :𝑅 𝑀)   یا 𝑚 ∈ 𝑁 . 

 

𝑁  :𝑅)آنگاه  ،باشد Mیک زیر مدول اول از  Nاگر . 4-1نکته  𝑀) گر ا .اول استایده آل  یک𝑝 = (𝑁 :𝑅 𝑀)  در این صورت باشد

N  را یک زیر مدولp- اول از M .گوییم 

𝑁 :𝑅) است، Mیک زیر مدول سره از  Nچون : اثبات 𝑀)  سره از  یک ایده آلنیزR  .فرض کنید می باشد𝑥𝑦 ∈ (𝑁 :𝑅 𝑀) 

 :نشان می دهیم

                                                                      .(𝑁 :𝑅 𝑀)  y 𝑁 :𝑅)  ای ∋ 𝑀)  𝑥 ∈  

xy ∈(N :𝑅چون  M)  بنابراین xyM ⊆ N. فرض کنید    𝑦 ∉ (𝑁 :𝑅 𝑀)وجود دارد پس 𝑚 ∈ 𝑀   به طوری𝑦𝑚 ∉ 𝑁 اما  که 

𝑥𝑦𝑚 ∈ 𝑥𝑦𝑀 ⊆ 𝑁  .حال چون  𝑦𝑚 ∉ 𝑁 و  𝑥(𝑦𝑚) ∈ 𝑁 به تعریف زیر مدول اول اپس بن𝑥 ∈ (𝑁 :𝑅  𝑀) . 

                                                                                                                                                                                  □ 
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𝑀اگر  .5-1 مثال ≠ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)مدول ساده باشد آنگاه  – R یک 0 = {{0}}. 

0اگر   ≠ 𝑥 ∈ 𝑀  وrx=0  چونM  یکR-  0مدول ساده است و ≠ 𝑥 ∈ 𝑀 ،M=Rx.  اماrx=0 . بنابراینrM=0. لذا 

𝑟 ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑀) = (0 :𝑅 𝑀). 

𝑟𝑥یعنی اگر  ∈ 𝑥و  {0} ∉ 𝑟آنگاه  {0} ∈ (0 :𝑅 𝑀) یک زیر مدول اول از  {0}. این نشان می دهد کهM  است. چونM  یکR- 

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)است. بنابراین  {0}مدول ساده است پس تنها زیر مدول سره آن  = {{0}}. 

 

 .نشان می دهیم  spec(M)و آن را با نماد  وییمگ M طیف را Mمدول  R–مجموعه تمام زیر مدول های اول  .6-1 تبصره

𝑝برای هر چنینهم ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)  تمام زیر مدول های  هگردای–p اول،–R   مدولM  را با نماد𝑆𝑝𝑒𝑐𝑝(𝑀) نمایش می دهیم. 

 

 داریم: Zمدول  -Zبرای  .7-1 مثال

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑍) = {{0}} ∪ {𝑝𝑍 │ یک عدد اول است 𝑝 } 

 

 

𝑁0ثابت باشد و صحیح اول یک عدد  pفرض کنیم  .8-1مثال  = 𝕫+⋃{0} صورت  در این 

 

     𝑍(𝑝∞) = {
𝑟

𝑝𝑛 + ℤ |𝑟 ∈ ℤ , 𝑛 ∈ 𝑁0}        

 

𝑄یک زیر مدول اول از 

ℤ
𝑍(𝑝∞)زیرا بدیهی است  .تاس  ⊊

𝑄

ℤ
𝑡. همچنین اگر برای  ∈ ℤ  و

𝑎

𝑏
+ ℤ ∈

𝑄

ℤ
 داشته باشیم: 

𝑡 (
𝑎

𝑏
+ ℤ) =

𝑡𝑎

𝑏
+ ℤ ∈ 𝑍(𝑝∞)                                                                           

 

𝑍(𝑝∞) :ℤ )   {0}=(با توجه به آنگاه 𝑄/ℤ می بینیم که اگر𝑡 ≠ 𝑏باید  0 = 𝑝𝑛   به ازای یک𝑛 ∈ 𝑁 و در نتیجه 

                                                                           
𝑎

𝑏
+ ℤ ∈ 𝑍(𝑝∞)  

یک زیر مدول اول از  𝑍(𝑝∞)پس 
 𝑄

ℤ
 به صورت𝑍(𝑝∞)  از طرف دیگر زیر مدول های  است. 

𝐻𝑛 = {
𝑎

𝑝𝑛
+ ℤ │ 𝑎 ∈ ℤ} 

𝑛به ازای  ≥ 𝑛ها به ازای  𝐻𝑛می باشند. اما هیچ کدام از  1 ≥ 𝑛زیر مدول اول نمی باشند. زیرا به ازای   1 ≥  می توان یک  1

1

𝑝𝑘 + ℤ ∈ 𝑍(𝑝∞) که 𝑘 > 𝑛 چنان یافت که برای 𝑡 = 𝑝𝑘−𝑛 :داریم 

𝑡 (
1

𝑝𝑘
+ ℤ) =

𝑝𝑘−𝑛

𝑝𝑘
+ ℤ =

1

𝑝𝑛
+ ℤ ∈ 𝐻𝑛 



 5                فصل اول . پیش نیاز

𝑡در حالیکه  ∉ (𝐻𝑛:𝑅 𝑍(𝑝∞))   1و

𝑝𝑘 + ℤ ∉ 𝐻𝑛 این نشان می دهد که به ازای هر .𝑛 ≥ 1،𝐻𝑛  یک زیر مدول اول از𝑍(𝑝∞) 

𝑆𝑝𝑒𝑐( 𝑍(𝑝∞))نمی باشد و لذا  = ∅. 

 

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)مدولی است ک R–همواره ، Mمدول  R–از این پس منظور از یک  .9-1 قرار داد ≠ ∅ . 

 

 نشان دهیم. در این صورت  Max(M)را با  Mمجموعه تمام زیر مدول های ماکسیمال فرض کنید  .11-1تبصره 

   Max(M) ⊆ Spec(M).        

 

𝑟𝑚باشد و فرض کنید  Mمال از یک زیر مدول ماکسی Nفرض کنید  اثبات: ∈ 𝑁  برای یک𝑟 ∈ 𝑅  و  . 𝑚 ∈ 𝑀  نشان می دهیم

𝑚 ∈ 𝑁 ا ی. 𝑟 ∈ (𝑁 :𝑅 𝑀)  فرض کنید𝑚 ∉ 𝑁  پس𝑀 = 𝑁 + 𝑅𝑚 چون .𝑟𝑚 ∈ 𝑁  پس با توجه به𝑀 = 𝑁 + 𝑅𝑚  داریم

 :که

𝑟𝑀 = 𝑟𝑁 + 𝑟𝑅𝑚 ⊆ 𝑁 + 𝑅(𝑟𝑚) ⊆ 𝑁 

𝑟𝑀 ⊆ 𝑁  یا. 𝑟 ∈ (𝑁 :𝑅 𝑀) 

                                                                                                                                                             □      

 باشد. در این صورت  Mیک زیر مدول از  Nمدول و  -Rیک  Mفرض کنید . 11-1نکته 

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀/𝑁) = { 𝑃/𝑁 │ 𝑃 ∈ 𝑉(𝑁)} 

𝑃فرض کنید اثبات:  ∈ 𝑉(𝑁) نشان می دهیم . 𝑃/𝑁 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀/𝑁) . فرض کنید𝑚 + 𝑁 ∈ 𝑀/𝑁  و𝑟(𝑚 + 𝑁) ∈ 𝑃/𝑁 

𝑚 نشان می دهیم + 𝑁 ∈ 𝑃/𝑁  یا𝑟 ∈ (𝑃/𝑁 :𝑅  𝑀/𝑁) فرض کنید .𝑚 + 𝑁 ∉ 𝑃/𝑁  پس𝑚 ∉ 𝑃. 

𝑟(𝑚 + 𝑁) = 𝑟𝑚 + 𝑁 ∈ 𝑃/𝑁 

𝑟𝑚 در نتیجه ∈ 𝑃 چون .𝑃 ∈ 𝑉(𝑁)  پسP  یک زیر مدول اول ازM  شاملN  است. لذا از𝑟𝑚 ∈ 𝑃  و𝑚 ∉ 𝑃 نتیجه می گیریم 

 𝑟 ∈ (𝑃:𝑅 𝑀) بدیهی است .𝑟 ∈ (𝑃/𝑁 :𝑅  𝑀/𝑁) این نشان می دهد که .P/N  یک زیر مدول اول ازM/N .است 

𝑃فرض کنید بر عکس:  = 𝑃/𝑁 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀/𝑁)  نشان می دهیم𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) فرض کنید .𝑟𝜆 ∈ 𝑃  برای𝜆 ∈ 𝑀 و 𝑟 ∈ 𝑅 .

𝜆فرض کنید  ∉ 𝑃  پس𝜆 + 𝑁 ∉ 𝑃/𝑁  اما از اینکه𝑟𝜆 ∈ 𝑃 نتیجه می گیریم𝑟𝜆 + 𝑁 ∈ 𝑃/𝑁    پس𝑟(𝜆 + 𝑁) ∈ 𝑃/𝑁  . 

𝜆چون  + 𝑁 ∈ 𝑀/𝑁 در حالیکه 𝜆 + 𝑁 ∉ 𝑃/𝑁  و𝑃 = 𝑃/𝑁 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀/𝑁)بنابر تعریف زیر مدول اول از . 

 𝑟(𝜆 + 𝑁) ∈ 𝑃/𝑁 و 𝜆 + 𝑁 ∉ 𝑃/𝑁   نتیجه می گیریم که𝑟 ∈ (𝑃/𝑁 :𝑅  𝑀/𝑁) اکنون نشان می دهیم که .𝑟 ∈ (𝑃:𝑅 𝑀) .

𝑚برای این کار فرض کنید  ∈ 𝑀  دلخوااه باشد. پس𝑚 + 𝑁 ∈ 𝑀/𝑁  چون𝑟 ∈ (𝑃/𝑁 :𝑅  𝑀/𝑁)  لذا 

𝑟𝑚 + 𝑁 = 𝑟(𝑚 + 𝑁) ∈ 𝑃/𝑁 

𝑎بنابراین وجود دارد  ∈ 𝑃  به طوریکه𝑟𝑚 + 𝑁 = 𝑎 + 𝑁  پس𝑟𝑚 − 𝑎 ∈ 𝑁  و در نتیجه وجود دارد𝑛 ∈ ℕ  به طوریکه 

𝑟𝑚 = 𝑎 + 𝑛 ∈ 𝑃 
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𝑚پس می بینیم به ازای هر  ∈ 𝑀  داریم𝑟𝑚 ∈ 𝑃  یعنی𝑟 ∈ (𝑃:𝑅 𝑀) یعنی .P  یک زیر مدول اول ازM ت. چوناس 𝑁 ≤ 𝑝  پس

𝑃/𝑁 ∈ 𝑉(𝑁)                                                                                                     .و این حکم را نشان می دهد             □                                                                                                       

 

 تعریف می کنیم. Mو آن را برابر اشتراک تمام زیر مدول های اول نشان داده  rad(M)را با  Mمدول  -R رادیکال .12-1تبصره 

 

 .متناهی غیرتهی باشد هیک مجموع Max(M)اگر  گوییمیک مدول نیم موضعی را  Mمدول  .13-1تعریف 

 

 نگاشت  Mمدول  R–برای هر  .14-1 تبصره

𝜓 ∶ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) → 𝑆𝑝𝑒𝑐( 𝑅/𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑀))                                                                               

   ف:با تعری 

  ∀ 𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)                                 𝜓 (𝑃) =
(𝑃 :𝑅  𝑀)

𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑀)
 

 .را نگاشت طبیعی می گوییم

 

𝑀یا M=0  هرگاه، فول نامیده می شود پرایم  Mمدول  -R .15-1تعریف  ≠  .گاشت پوشا باشدن  𝜓 یکو برای آن نگاشت  0

 

نسبت به  Mدر  𝑁𝑝صورت انقباض  . در اینباشد Mیک زیر مدول از   NوR یک ایده آل اول از حلقه  pفرض کنید  .16-1تعریف 

𝑀نگاشت کانونی  → 𝑀𝑝  با تعریف𝑚 →
𝑚

1
نشان داده و آن را یک اشباع  𝑆𝑝(𝑁)این زیر مدول را با  .است Mیک زیر مدول از  

  :، یعنیگوییم pنسبت به  Nاز 

         

𝑆𝑝(𝑁) = {𝑚 ∈ 𝑀 | 
𝑚
1 ∈ 𝑁 𝑝 } = {𝑚 ∈ 𝑀 | ∃𝑠 ∈ 𝑅\𝑝 ;  𝑠𝑚 ∈ 𝑁} 

 

𝑁بدیهی است   ≤ 𝑆𝑝(𝑁) .    

 

 هاز حلق Iایده آلی مانند  Nرا یک مدول ضربی گوییم هرگاه برای هر زیر مدول از آن مانند  M مدول (.[10]ک. .)ر .17-1تعریف 

R  چنان موجود باشد که .N=IM می دانیم که اگر  [10]ازM  یکR- و  مدول ضربیN یک زیر مدول از آن باشد آنگاه همواره 

𝑁 = (𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑀/𝑁))𝑀 = (𝑁 :𝑅 𝑀)𝑀. 

 

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)اگر گوییم ضعیف را یک مدول ضربی Mمدول  R– .([4]و  [1]ک. .)ر .18-1تعریف  = 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)یا   ∅ ≠ و  ∅

   P=IM.چنان موجود باشد که  R هاز حلق Iایده آلی مانند  Pاز آن مانند  اول رای هر زیر مدولب
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که  Mتمام زیر مدول های اول  هرا مجموع M  ،V(N)از  Nمدول باشد. برای هر زیر مدول  R– یک Mفرض کنید  .19-1تعریف 

  : یاست تعریف می کنیم یعن Nشامل 

𝑉(𝑁) = {𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) ∶ 𝑃 ⊇ 𝑁} . 

 

 فرض کنید. باشد X=Spec(M) و مدول R–یک  Mفرض کنید  .([18] .ک.ر) 21-1نکته 

𝜁(𝑀) = {𝑉(𝑁)│𝑁 ≤ 𝑀}      

   بدیهی است 

 𝑉(0) = 𝑋 = 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)   ,   𝑉(𝑀) = 𝜙. 

𝑁𝑖⃓ 𝑖}چنین برای هر خانوادههم ∈ 𝐼 }   از زیر مدول هایM داریم: 

 

⋂ 𝑉(𝑁𝑖)

𝑖∈𝐼

= 𝑉 (∑ 𝑁𝑖

𝑖∈𝐼

).        

                                                    

𝑃 زیرا اگراثبات:  ∈ ⋂ 𝑉(𝑁𝑖)𝑖∈𝐼 هر ازای به آنگاه باشدواه دلخ . 𝑃 ∈ 𝑉(𝑁𝑖) ،𝑖 ∈ 𝐼درنتیجه 𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) و  𝑁𝑖 ⊆ P   به 

𝑖هر ازای  ∈ 𝐼. سپ .𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) و ∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 ⊆ P  بنابراین𝑃 ∈ 𝑉(∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼                                             در نتیجهو  (

                                               

 ⋂ 𝑉(𝑁𝑖)𝑖∈𝐼 ⊆ 𝑉(∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 ).            (𝑖) 

 

𝑃 اکنون اگر ∈ 𝑉(∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 ∋Pباشد دلخواه  ( 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) و ∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 ⊆ P بدیهی است به ازای هر .𝑖 ∈ 𝐼، 

 

     𝑁𝑖 ≤  ∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 ⊆ 𝑃                                                                                    

 

𝑃س پ ∈ 𝑉(𝑁𝑖)  به ازای هر𝑖 ∈ 𝐼  بنا براین .𝑃 ∈ ⋂ 𝑉(𝑁𝑖)𝑖∈𝐼  و در نتیجه   

 

                                                        (𝑖𝑖)                             𝑉(∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 ) ⊆ ⋂ 𝑉(𝑁𝑖)𝑖∈𝐼   

 :داریم (𝑖) و(𝑖𝑖)با بکار بردن  

    

  ⋂ 𝑉(𝑁𝑖)𝑖∈𝐼 = 𝑉(∑ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 ).                                                                                                                         

                                                                                                                                                             □ 

 M ز ا 𝑁2  و  𝑁1از طرفی برای زیر مدول های .خانواده دلخواه بسته استر نسبت به اشتراک ه ζ(𝑀) نشان می دهد که نکته بالا

 داریم:
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V(𝑁1) ∪ V(𝑁2 ) ⊆ V(𝑁1 ∩ 𝑁2 ) 

 

 کهباشدچنان موجود  Mاز  𝐾  زیر مدول یک Mاز  L و Nتحت اجتماع متناهی بسته باشد یعنی برای هر دو زیر مدول  ζ(𝑀)اگر 

 

                                                                        𝑉(𝑁) ∪ 𝑉(𝐿) = 𝑉(𝐾)       

 

را  توپولوژیین االقا می نماید.  X=Spec(M) یک توپولوژی بر ζ(𝑀)مدول تاپ گوییم و در این صورت  -Rرا یک  Mه آنگا

 .یک زیر مجموعه بسته می باشد ζ(𝑀) ازدر این توپولوژی هر عضو م. گویی X=Spec(M) توپولوژی زاریسکی بر

 

یک زیر مدول اول مینیمال از را   ⊇نسبت به V(N) عضو مینیمال هر .باشد Mیک زیر مدول اول از  Nکنید  فرض .21-1تعریف 

N یک زیر مدول اول مینیمال از  ،(0)زیر مدول اول مینیمال از  هر. گوییمM نامیده می شود. 

 

ه آل های فقط یک تعداد متناهی از اید Rاگر  گوییمشبه نیم موضعی  هیک حلقرا  Rجابه جایی غیرنوتری  هحلق .22-1تعریف 

یمال سیک ایده آل ماک اگر فقط گوییمشبه موضعی  هیک حلقرا  Rجابه جایی غیرنوتری  هحلق یمال را داشته باشد. همچنینسماک

 .داشته باشد

 

زیر مجموعه اجتماع خانواده ای از  Nگوییم اگر زیر مدول  فشرده به طور کامل را Mاز  Nزیر مدول  (.[9] .ک.ر) 23-1تعریف 

 .آن خانواده باشد از ای اولیکی از زیر مدول ه هزیر مجموع Nباشد آنگاه  Mزیر مدول های اول 

 

 ،Mاز 𝑁1 و 𝑁2  به طور قوی تحویل ناپذیر نامیده می شود اگر برای دو زیر مدول  Mاز  Nزیر مدول  .24-1تعریف 

𝑁1 ∩ 𝑁2 ⊆ 𝑁 

𝑁1نتیجه دهد    ⊆ 𝑁  یا 𝑁2 ⊆ 𝑁 . 

 

 .دتحویل ناپذیر قوی می باش ،یمدول ضرب یک مدول اول از زیرهر  (.[Le. 4.11 ,6] .ک.ر) 25-1مثال 

 

 .ول با تولید متناهی آن دوری باشدرا یک مدول بزوت گوییم اگر هر زیر مد Mمدول  (.[21]و  [20] .ک.ر) 26-1تعریف 
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برای  د. یعنیپذیر باشتوزیع آن صل از تمام زیر مدول های احه بکمشاگر  گوییمتوزیع پذیر  را Mمدول  (.[5] .ک.ر) 27-1تعریف 

 داشته باشیم: Mاز  Cو  Bو  Aهر زیر مدول 

                                                         𝐴 ∩ (𝐵 + 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) + (𝐴 ∩ 𝐶) 

 و 

  𝐴 + (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 + 𝐵) ∩ (𝐴 + 𝐶) 

 

 . پذیر می باشد زیعومدول بزوت ت R–هر  (.[cor. 2 ,20] .ک.ر) 28-1 لم

 

بی است اگر مدول ضر ،مدول R–صورت یک  . در اینموضعی باشد نیم هیک حلق Rفرض کنید  (.[[pro. 4  ,5 .ک.ر) 29-1قضیه 

 .و تنها اگر دوری باشد

 

 .ول با تولید متناهی آن ضربی باشدیک مدول توزیع پذیر است اگر و تنها اگر هر زیر مد .([pro. 7 ,5] .ک.ر) 31-1قضیه 

 

 است.دوری  ،ضربی آرتینی مدول -Rهر  (.[cor. 2.9  ,10] .ک.ر) 31-1نتیجه 

 

تعداد متناهی زیر مدول ماکسیمال داشته یک مدول ضربی باشد که تنها  R–یک  M اگر. ([ [Th. 2.8 ,10ک..ر) 32-1نتیجه 

 .دوری است M آنگاهباشد 

 

 نشان می دهیم.X را با  M ،Spec(M)مدول  R–از این پس برای  .33-1 قرار داد

 

 Uکه از آن فضا در نظر بگیریم یک مجموعه باز  yو  xفضا گوییم هرگاه به ازای هر دو نقطه  – 𝑇0را  Xفضای  .34-1تعریف 

𝑥وجود داشته باشد به طوریکه  ∈ 𝑈  و𝑦 ∉ 𝑈  و یا 𝑥 ∉ 𝑈  و𝑦 ∈ 𝑈. 

 

 :صورت گزاره های زیر معادل اند در این. مدول باشد R–یک  Mفرض کنید (. [ Th. 6.1 ,15] .ک.ر) 35-1قضیه 

1 )X یک 𝑇0 –  استفضا. 

𝜓ی( نگاشت طبیع 2 ∶ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) → 𝑆𝑝𝑒𝑐( 𝑅/𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑀))  در آن که 𝜓  می 11-1کانونی تعریف شده در تبصره نگاشت ،

 .ک به یک استیباشد 

𝑄  و 𝑃 برای هر P=Qصورت  در این V(P)=V(Q)( اگر 3 ∈ 𝑋. 

1) │𝑆𝑝𝑒𝑐𝑝(M)│ ≤ 𝑝برای هر  1 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅). 
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 را به صورت: 𝑉∗(𝑁)باشد.  Mنیز یک زیر مدول از  Nمدول،  -Rیک  Mفرض کنید . 36-1تعریف 

𝑉∗(𝑁) = {𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) | (𝑃 :𝑅 𝑀) ⊇ (𝑁 :𝑅 𝑀)} 

 

𝑉∗(𝑀)تعریف می کنیم. بدیهی است  = 𝑁𝑖⃓ 𝑖}. همچنین اگر 𝑉∗(0)=Spec(M)و  ∅ ∈ 𝐼 }  خانواده ای از زیر مدول هایM 

 باشد آنگاه:

                                                                  ∩ 𝑉∗(𝑁𝑖) = 𝑉∗(∑ (𝑁𝑖  :𝑅 𝑀)𝑖∈𝐼 𝑀) 

 داریم: Mاز  N و Lهمچنین برای دو زیر مدول 

𝑉∗(N) ∪ 𝑉∗(L) = 𝑉∗(N ∩ L) 

𝜁 بنابراین
∗
(𝑀) = {𝑉∗(𝑁)│𝑁 ≤ 𝑀} ، شامل مجموعه𝜙  وSpec(M) .به علاوه عناصر  می باشد𝜁

∗
(𝑀)  تحت اشتراک دلخواه و

𝜁اجتماع متناهی بسته می باشد. لذا در نظر گرفتن عناصر 
∗
(𝑀)  به عنوان زیر مجموعه های بسته ازSpec(M)  یک توپولوژی بر

Spec(M)  القا می نماید. این توپولوژی را توپولوژی شبه زاریسکی برSpec(M) .می گوییم 

 

هر دو توپولوژی زاریسکی نسبت به  Spec(M)صورت  در این باشدیک مدول تاپ  Mاگر  (.[cor. 6.2 ,15] .ک.ر) 37-1 هنتیج

𝒯  و توپولوژی شبه زاریسکی𝒯∗  یک𝑇0 –  استفضا. 

 

𝑝و  Mمدول  R–برای هر  (.[cor. 3.7 ,16] .ک.ر) 38-1تبصره  ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) گزاره های زیر هم ارزند: 

1) 𝑆𝑝(𝑝𝑀) ≠ 𝑀. 

2)    𝑆𝑝(𝑝𝑀)  یک زیر مدول اول ازM است. 

3)  𝑆𝑝𝑒𝑐𝑝(𝑀) ≠ 𝜙 . 

1) (𝑝𝑀 :𝑅 𝑀) = (𝑆𝑝(𝑝𝑀) ∶𝑅 𝑀) = 𝑝  . 

 

 𝑆−1𝑀 ،مدول -𝑆−1𝑅یک زیر مدول از  ˊNمدول و  -Rیک  Mفرض کنید   (. [Page. 68, Pro 10 ,8]ک..ر) 39-1 قضیه

𝑀تحت نگاشت  ˊ𝑁تصویر معکوس از  φ(𝑁ˊ)باشد. فرض کنید  ⟶ 𝑆−1𝑀  باشد. در این صورت𝑆−1𝜑(𝑁ˊ) = 𝑁ˊ. 

 

 اند:ای زیرمعادل گزاره ه M مدول R–ر برای ه (.[Th. 4.1 ,17] .ک.ر) 41-1قضیه 

1)  M .یک مدول پرایم فول غیرصفراست 

𝑀𝑝 ،pبرای هر (2 ∈ V(Ann(M))  یک-R𝑝 .مدول پرایم فول غیرصفراست 
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یک R ، 𝑀𝑝ز  𝑝  اایده آل اول صورت برای هر در این. تاپ باشدمدول  -R یک M فرض کنید (.[Le. 3.3 ,18] ک..ر) 41 -1 قضیه

R𝑝- .مدول تاپ می باشد 

 

 گزاره های زیر هم ارزند: در این صورت X=Spec(M).و  مدول -Rیک  M فرض کنید (.[Th. 2.1 ,17] ک..ر) 42-1قضیه 

:𝜓 گاشت طبیعین( 1  Spec(M) → Spec(R/Ann𝑅(M)) :با تعریف 

𝜓 (𝑃) =
(𝑃 :𝑅   𝑀)

𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑀)
               ∀ 𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) 

 ست.پوشا ا

p برای هر( 2 ∈ V(Ann𝑅(M))  وجود دارد𝑃 ∈ X ه به طوریک(P :𝑅 M) = p.     

pبرای هر ( 3 ∈ V(Ann𝑅(M))، pMp ≠ Mp. 

p   وبرای هر ( 1 ∈ V(Ann𝑅(M))  𝑆𝑝(pM)   یک زیر مدول-p .اول می باشد 

pهربرای ( 5 ∈ V(Ann𝑅(M))  ،Specp(M) ≠ ϕ. 

 

که به  Mاشتراک تمام زیر مدول های اول  دراینصورت باشد. Spec(M) از دلخواه هزیر مجموع یک Yفرض کنید  .43-1قرارداد 

Y  را با  تعلق دارندℑ(𝑌)  :نشان می دهیم یعنی 

ℑ(𝑌) = ⋂ 𝑃

𝑃∈𝑌

 

 

,8] .رک[) 44-1تعریف   Xدو زیرمجموعه باز غیر تهی هر را تحویل ناپذیر گوییم اگر اشتراک  X فضای توپولوژیک .(4.1 §

می دانیم  [8]از .  که شامل یک نقطه منفرد باشد تحویل ناپذیر است هر زیر مجموعه از فضای توپولوژیکهمچنین  .غیرتهی باشد

زیر مجموعه  هر تحویل ناپذیر باشد.  Cl(Y)تحویل ناپذیر است اگر و تنها اگر بستار X از فضای توپولوژیک Y که زیر مجموعه

از فضای  Eیک زیر مجموعه  نامیده می شود و همیشه بسته است. Xتحویل ناپذیر از  هفولیک م  Xاز Yویل ناپذیر ماکسیمال تح

یک زیر مجموعه  Eتحویل ناپذیر باشد. به عبارت دیگر  Xاز  Eرا یک مجموعه تحویل ناپذیر گوییم اگر زیر فضای  Xتوپولوژیک 

𝑈می باشند مجموعه  Eکه شامل عضوی از  Xاز  Vو  Uاست اگر و تنها اگر برای هر دو زیر مجموعه باز  Xتحویل ناپدیر از  ∩ 𝑉 

 باشد. Eنیز شامل عضوی از 

 

Yمدول و  R–یک  M فرض کنید .([Th. 3.4 ,7] .ک.ر) 45 -1 قضیه ⊆ Spec(𝑀) باشد. 

    یک زیرمدول اول است. ℑ(Y)آنگاه تحویل ناپذیر باشد  Yاگر  (1

ℑ(Y)یک زیرمدول اول و   ℑ(Y) اگر (2 ∈ Y̅ ه آنگاY .تحویل ناپذیراست 
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  ولوژی زاریسکی پیوسته است. توپ نسبت به Xاز   𝜓نگاشت طبیعی Mمدول  R–ر برای ه. ([Pro. 3.1 ,15] .ک.ر) 46-1 قضیه

 

P هر صورت برای این رد .مدول باشد R– یک Mکنید  فرض(. [[Lem. 3.3 ,7 .ک.ر) 47-1 قضیه ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀) ،𝑉(𝑃) 

 .است تحویل ناپذیر

 :صورت مدول پرایم فول باشد در این R–یک  Mاگر  (.Pro. 3.4 ,17]]. ک.ر) 48-1 قضیه

Supp(M) = V(Ann𝑅(M)). 

 

𝑁اگر . 49-1تذکر  ≤ 𝐿  آنگاه𝑉(𝑁) ⊇ 𝑉(𝐿)  و𝑉∗(𝑁) ⊇ 𝑉∗(𝐿) علاوه بر این برای هر زیر مدول .N  ازM :داریم 

𝑉(𝑁) ⊆ 𝑉∗(𝑁) 

 

 باشد. در این صورت Mیک زیر مدول از  Nمدول و  -Rیک  Mفرض کنید . ([res. 3 ,15] ر.ک.) 51-1 قضیه

        V(N) = V((N :𝑅 M)M) = V∗((N :𝑅 M)M )) 

V(IM) = V∗(IM)برای هر ایده آل به خصوص Iز اR. 

 

 درنظربگیرید: Mمدول  R–گزاره های زیر را برای یک  (.[Th. 3.5 ,18] .ک.ر) 51 -1 قضیه

1) M  است.یک مدول ضربی 

V(N)وجود دارد به طوریکه  R از Aیک ایده آل  Mاز  Nبرای هر زیر مدول   (2 = V(AM). 

3) M       .یک مدول تاپ است 

 مدول تاپ است. Rp−یک   R ،Mpاز  pبرای هر ایده آل اول  (4

|R ،|𝑆pecp(M)از  pبرای هر ایده آل اول  (5 < 1.  

 دوری است. R ،M/pM از  pبرای هر ایده آل ماکسیمال   (6

1در این صورت  ⟹ 2 ⟹ 3 ⟹ 4 ⟹ 5 ⟹ 6با تولید متناهی باشد آنگاه  M. به علاوه اگر 6 ⟹ 1. 

 

 :است به طوری که Xگردایه ای از زیر مجموعه های  Xتوپولوژیکی در  هیک مجموعه باشد یک پای Xفرض کنید  .52-1تعریف 

xبرای هر  (1 ∈ X  دست کم یک عضو پایه مانندB  شامل xوجود دارد. 

 وجود دارد به طوریکه: 𝐵3آنگاه عضوی از پایه مانند  باشد 2Bو  1Bمتعلق به اشتراک دو عضو پایه مانند  xاگر  (2

B3 ⊆ B1 ∩ B2 , x ∈ B3. 
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را بدین صورت  βصورت توپولوژی تولید شده به وسیله  باشد در این Xیک پایه توپولوژیکی در  βفرض کنید  .53-1تعریف 

xاگر برای هر  استباز  Xاز  Uتعریف می کنیم که زیر مجموعه  ∈ U  عضوی از پایه مانندB وجود داشته باشد به طوریکه: 

 x ∈ B , B ⊆ U  

βبنابرایناست  باز  Xدر  βبدیهی است هر عضو  با این تعریف   ⊆ 𝒯 . 

 

 Xمجموعه های باز  هگردای C همچنین فرض کنید .یک فضای توپولوژیک باشد Xض کنید فر(. [Le. 13.2 ,19] .کر.) 54-1لم 

xو هر عنصر  Xاز  Uباز  هباشد به طوری که برای هر مجموع ∈ 𝑈  عنصرc  ازC  چنان وجود داشته باشد که𝑥 ∈ 𝑐 ⊆ 𝑈 ،در این 

 .است Xپایه ای برای توپولوژی روی  Cصورت 

 

مدول  -Aیک  M و Aیک ایده ال ماکسیمال از  mیک حلقه و  Aفرض کنید  (.[page 87, pro. 8 ,8]ک. .)ر 55-1قضیه 

 در این صورت  aM=0باشد و aشامل  Aاز  تنها ایده ال ماکسیمال mکه باشد  چنان موجود Aاز  aاگر یک ایده ال  باشد.

𝑀کانونی ریختی هم ⟶ 𝑀𝑚 .دوسویی است 

 

𝑋از  Y. یک زیر مجموعه یک حلقه باشد Rفرض کنید  (.[Pro. 14 ,8] .ک.ر) 56-1 قضیه = 𝑠𝑝𝑒𝑐(𝑅)  تحویل ناپذیر است اگر

  .ایده آل اول باشدℑ (𝑌)  یک  و تنها اگر ایده آل 

 

جدا  yو  xباشند. می گوییم  Xنقاطی در  y  و xیک فضای توپولوژیک باشد. همچنین فرض کنید  Xفرض کنید . 57-1تعریف 

 از هم هستند اگر هر کدام در یک مجموعه باز که شامل دیگری نمی باشد قرار بگیرند.

 

فضا  – X، 𝑇1فضای توپولوژیک جدا از هم باشند. همچنین  Xاست اگر هر دو نقطه در فضا  – X، 𝑇1فضای توپولوژیک . 58-1ریف تع

    یک مجموعه بسته باشد. {x}مجموعه  Xدر  xسته باشند یعنی برای هر ب X  در  X است اگر و فقط اگر تمام نقاط 

 

𝜑  فرض کنید (.[Ex. 21 ,3] .ک.ر) 59-1تبصره  ∶ 𝐴 → 𝐵    فرض کنیدباشد حلقه مهمومورفیسیک . 

𝑌 = 𝑆𝑝𝑒𝑐 (𝐴)   ,   𝑋 = 𝑆𝑝𝑒𝑐 (𝐵) 

𝑞اگر  ∈ 𝑌 آنگاه 𝜑−1(𝑞)   از  ایده آل اول  یک  A  همریختی .است 𝜑  نگاشت یک𝜑
∗

∶ 𝑌 → 𝑋 :با تعریف 

𝜑
∗
(𝑞) = 𝜑−1(𝑞)  

𝜑آنگاهپوشا باشد  𝜑اگر به طوریکه می کند.  القارا 
∗

 است.  Xاز  𝑉(𝐾𝑒𝑟(𝜑)) مجموعه بسته ربه توی زی Yهمئومورفیسم از  
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صورت برای هر  پرایم فول باشد در این M. اگر مدول غیرصفر باشدR–یک  Mفرض کنید  .([Cor. 3.3 ,17]  .ک.ر) 61-1لم

،𝑝 ∈ 𝑉(𝐴𝑛𝑛(𝑀)) . (pM :𝑅 M) = p درست نیست ولی عکس آن لزوما. 

 

𝑁 :𝑅)اگر . ([res. 1 , 15] .ک.ر) 61-1 نتیجه 𝑀) = (𝐿 :𝑅 𝑀)  پسV(N)=V(L). اگر چنین همN  وL دو اول باشند  هر

 .عکسش نیز درست است

 

Yمدول و  -Rیک  Mفرض کنید  (.[Pro. 5.1 , 15]  .ک.)ر 62-1قضیه  ⊆ X  در این صورتV(ℑ(Y)) = Cl(Y) بنابر این .Y 

V(ℑ(Y))بسته است اگر و تنها اگر  = 𝑌. 

 

Pمدول و فرض کنید  -Rیک  M(. فرض کنید [Pro. 5.2 , 15]  ک..ر) 63-1قضیه  ∈ X = Spec(M)در این صورت . 

1 )Cl({P})=V(P). 

𝑄( برای هر 2 ∈ X = Spec(M) ،(𝑄 :𝑅 𝑀) ⊇ (𝑃 :𝑅 𝑀)  اگر و تنها اگرV(Q) ⊆ V(P). 

 است اگر و تنها اگر  Xیک زیر مجموعه بسته از  {P}( مجموعه 3

a )P  یک زیر مدول ماکزیمال ازM  باشد و 

b )𝑆𝑝𝑒𝑐𝑝(𝑀) = {𝑃} ه ک𝑝 = (𝑃 :𝑅 𝑀)  یعنی│𝑆𝑝𝑒𝑐𝑝(M)│ = 1. 

 

 :یک زیر مدول از آن باشد. در این صورت Nمدول و  -Rیک  Mفرض کنید (. [15]ک. .)ر 64-1تبصره 

 

V(N) = ⋃ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝑝(𝑀)

𝑃∈𝑉(𝑁 :𝑅𝑀)

 

 که در آن 

  𝑆𝑝𝑒𝑐𝑝(𝑀) = {𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑀)|(𝑃 :𝑅 𝑀) = 𝑝}. 

 


