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مقدمه

ساده بررسͬ ͷی با کرد. تعریف را مجموعه باید ابتدا ریاضیات در بحثͬ هر به ورود برای

که معنͬ این به شد، خواهد دور به منجر مجموعه تعریف برای تلاشͬ هر که دریافت مͬ�توان

مفاهیم همواره و است انتزاعͬ مفهوم ͷی مجموعه حقیقت در ایم. نداده ارائه جدیدی تعریف

سال در ١ کانتور جرج بار نخستین برای است. دشواری کار ... و خط نقطه، مانند انتزاعͬ

باید که گرفت نظر در متمایز و معین کاملا اشیای از گردآیه�ای عنوان به را مجموعه ،١٨٩۵

نظریه در پارادکس ٢ راسل ١٩٠٢ بهار در باشند. مشخص کامل بطور آن دهنده تشͺیل اعضای

با کردند سعͬ دانان ریاضͬ که شدند موجب عوامل قبیل این کرد. مطرح را کانتور مجموعه

هر از دور به که کنند پایه�ریزی گونه�ای به را مجموعه�ها نظریه مجموعه، اصلͬ ویژگͬ حفظ

سال در ٣ پاولاک توسط بار اولین برای ناهموار مجموعه�های نظریه اساس این بر باشد. تناقض

قطعیت عدم آن�ها در که مسائلͬ بررسͬ و بیان برای ریاضͬ قدرتمند ابزار ͷی عنوان به ١٩٨٠

شد. ارائه دارد، وجود ابهام و

نام به معروفش رساله در او که زمانͬ مͬ�گردد، بر ارسطو زمان به ارزشͬ چند منطق�های ریشه

بررسͬ مورد گرفت”را خواهد در دریایͬ جن ”فردا مانند آینده در نامعلوم جملات ۴ تعبیر

١ George Cantor

٢Russell

٣Pawlak

۴De Interpretatinc

١



مقدمه٢

۵ دانزاسͺات توسط و وسطͬ منطق قرون در ارزشͬ چند منطق�های تاریخ پیش مͬ�داد. قرار

طور به ٨ پست و ٧ لوکاسیویچ توسط ارزشͬ” چند ”عصر اما شد. ایجاد ۶ اکهام ویلیام و

نمودن اضافه با را منطقͬ ارزش�های مجموعه لوکاسیویچ شد. افتتاح ١٩٢٠ سال در رسمͬ

موازات به نمود. پیاده را ارزشͬ سه گزاره�ای حساب ͷی اصول و ساخت غنͬ میانͬ ارزش ͷی

تعریف را ”متناهͬ” ارزشͬ چند منطقͬ” ”جبر�های پست آمریͺایͬ ریاضͬ�دان لوکاسیویچ، نظریه

تمامیت اصل درباره ١٠ رز با مشترکش کار پایه بر سمینار ͷی ٩ راسر ١٩۵۵ سال در کرد.

مدرس ͷی عنوان به ١١ چان که کرد برگزار نهایت-ارزشͬ بͬ گزاره�ای منطق از لوکاسیویچ

اثبات متوجه لهستانͬ گذاری�های نماد با آشنایͬ نا دلیل به ولͬ داشت حضور جلسه در جوان

تمامیت اثبات که رسید ذهنش به بود شده ناامید سمینار درک از کاملا که لحظه�ای در و نشد

دادند انجام راسر و رز چه آن برای دیͽری راه مͬ�تواند جبر طریق از ارزشͬ دو گزاره�ای منطق

آمد. بوجود MV-جبر این��ͽونه و باشد

MV-جبرها اصل، در شد. معرفͬ [٧] در ١٩۵۶ سال در چان بوسیله -جبر، MV مفهوم

شد. تعریف لوکاسیویچ ارزشͬ - ℵ۰ منطق در گزاره�ای حساب تمامیت قضیه جبری اثبات برای

MV-جبرها میان ͷی به ͷی تناظری داد نشان اسͺات دانزا پیشنهاد بر بنا چان ١٩۵٩ سال در

اثبات ١٢ موندیسͬ دانیل ١٩٨۶ سال در تا شد وسیله�ای ایده این و دارد وجود آبلͬ گروه�های و

معادلند. یͺدیͽر با قوی (واحد) یͺه با آبلͬ -گروه�های ℓ و MV-جبرها دسته که کند

گرفته قرار ریاضͬ�دانان مطالعه مورد همواره که است جبری دستͽاه�های مهمترین از مشبͺه

۵Duns Scott

۶ William Ockham

٧ Lukasiewicz

٨ Post

٩ Barkley Rosser

١٠Alan Rose

١١Chen Chung Chang

١٢Daniel mundici



مقدمه٣

به منجر گزاره�ها کردن رسمͬ برای بول جرج تلاش�های نوزدهم، قرن اول نیمه در است.

اواخر در سپس است. بول جبر مطالعه خاستͽاه ارزشͬ دو منطق واقع در شد. بول جبر پیدایش

انجام حال در بولͬ جبر کردن موضوعه اصل روی بر تحقیقات که زمانͬ در یعنͬ نوزدهم، قرن

مفهوم ͷی تعریف برای را اصول این که بردند پͬ ١۴ اسͺرودر ارنست و ١٣ پیرس چارلز بود،

ریچارد مطالعات و تحقیقات دیͽر، طرف از برد. کار به مͬ�توان مشبͺه نام به کلͬ و جدید

شد. مشبͺه�ها کشف به منجر اعداد جبری آل�های ایده برروی ددکیند

موجب بیستم قرن سوم دهه در که بود ١۵ بیرخوف گرت بͬ�نظیر کارهای این حقیقت، در

تشریح را مشبͺه�ها اهمیت مقالات از سری ͷی در او شد. مشبͺه�ها نظریه عمومͬ گسترش

ریاضͬ شاخه�های از بسیاری کردن متحد برای مناسب قالبͬ نظریه این که داد نشان و کرد

اول ویرایش هم�چنین مͬ�آورد. فراهم بودند کرده پیدا گسترش زمان آن تا که هم با نامرتبط

١۶ گراتزر جرج بیرخوف از بعد شد. روبرو گیر چشم� موفقیتͬ با بیرخوف مشبͺه نظریه کتاب

بخشید. غنا را مشبͺه�ها نظریه بͬ�نظیری کتاب�های سلسله با

مشبͺه�های هم�چنین شد. معرفͬ ١٧ کرول توسط ١٩٢۴ سال در بار اولین برای مانده مشبͺه�های

در ٢٠ دوینͽر و ١٩ بالبس ،[٢١] در ١٨ ایدزیاک ،[٢٢] در وارد قبیل از محققانͬ توسط مانده

گرفته�اند. قرار بررسͬ و مطالعه مورد دیͽران و [٢]

١٣Charls S. Peirce

١۴Ernest Schroder

١۵Garret Birkhoff

١۶ George Gratzer

١٧Krull

١٨Idziak

١٩Balbes

٢٠Dwinger



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف



اولیه۵ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

پایان در که قضایایͬ و احͺام تعاریف، بیان به فشرده و مختصر طور به ابتدا فصل این در

ساختار رابطه، انواع رابطه، مانند ریاضͬ بنیادین مفاهیم مͬ�پردازیم. است استفاده مورد نامه

مشبͺه�های مورد در اولیه مفاهیم هم�چنین، مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را مشبͺه�ها و جبری های

مورد را ناهموار مجموعه�های ادامه در مͬ�دهیم. ارائه را آن خواص و ویژگͬ�ها برخͬ و مانده

،[١۵] ،[١٢] ،[١١] ،[۶] ،[٨]،[۴] ،[٢] مراجع از فصل این در ضمن در مͬ�دهیم قرار مطالعه

است. شده استفاده [٢١] ،[١٧]

رابطه ١.١

عبارت Y در X مجموعه�ی از ℜ رابطه باشند. مجموعه دو Y و X کنید فرض .١.١.١ تعریف

با را (x, y) ∈ ℜ نامه، پایان این در .X × Y دکارتͬ ضرب حاصل از مجموعه�ای زیر از است

دارد. رابطه y با x مͬ�گو�ییم و مͬ�دهیم نشان xℜy نماد

℘ و X در X مجموعه از رابطه�ای ℜ و باشند مجموعه دو Y و X کنید فرض .٢.١.١ تعریف

رابطه ℜ صورت این در باشد. Y در X از رابطه�ای

،xℜx باشیم داشته x ∈ X هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده انعͺاسͬ (۱)

،yℜx دهد نتیجه xℜy ،x, y ∈ X هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده تقارنͬ (۲)

،xℜz کنند ایجاب yℜz و xℜy ،x, y ∈ X هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده تعدی (۳)

باشد، تعدی و تقارنͬ انعͺاسͬ، رابطه ℜ هرگاه مͬ�شود نامیده X مجموعه بر هم�ارزی (۴)

برای x = z آنͽاه ،z℘y و x℘y اگر نامیم ͷی به ͷرابطه�ی ͷی را ℘ :ͷی به ͷرابطه�ی (۵)

.y ∈ Y و x, z ∈ X

نمایش P(X) با را X توانͬ مجموعه باشد. مجموعه ͷی Xکنید فرض .٣.١.١ تعریف

T ̸= S که T, S ∈ A هر برای هرگاه مͬ�نامیم افراز ͷی را ∅ ≠ A ⊆ P(X) مجموعه مͬ�دهیم.

.∪T∈AT = X و S ∩ T = ∅ باشیم داشته



اولیه۶ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

این در باشد. X بر هم�ارزی رابطه ͷی ℜ و ناتهͬ مجموعه ͷی X کنید فرض .۴.١.١ تعریف

[x] با و شده نامیده x هم�ارزی کلاس {y ∈ X : xℜy} مجموعه ،x ∈ X هر برای صورت،

نمایش X
ℜ
با x ∈ X عناصر هم�ارزی کلاس�های همه مجموعه هم�چنین، مͬ�شود. داده نمایش

مͬ�شود. داده

جبری های ساختار ٢.١

n-تایͬ عمل ͷی f : Xn → X نͽاشت باشد. مجموعه ͷی X کنید فرض .١.٢.١ تعریف

۲-تایͬ عمل این n = ۲ ازای به و ۱-تایͬ عمل این n = ۱ ازای به مͬ�شود. نامیده X روی

مͬ�شود. نامیده

و مͬ�باشد A بر عمل�ها از گردآیه�ای و A ناتهͬ مجموعه ͷی جبری ساختار .٢.٢.١ تعریف

A روی i-تایͬ عملͬ (i ∈ I) fi آن در که مͬ�شود داده نشان
(
A; {fi}i∈I

)
صورت به معمولا

،fi هرگاه مͬ�دهیم. نشان (A; f۱, f۲, ..., fn) با را جبری ساختار I = {۱, ۲, ..., n} برای است.

(m۱,m۲, ...,mn) نوع از (A; f۱, f۲, ..., fn) جبری ساختار مͬ�گو�ییم ،i ∈ I برای باشد تایͬ -mi

مͬ�گوییم. جبر ͷی اختصار به را جبری ساختار ͷی است.

به نسبت S هرگاه .S ⊆ A و باشد جبر ͷی (A; f۱, f۲, ..., fn) کنید فرض .٣.٢.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده A جبر زیر ͷی S آنͽاه باشد، بسته fi اعمال

ͷی ℜ و باشد (m۱,m۲, ...,mn) نوع از جبر ͷی (A, f۱, f۲, ..., fn) کنید فرض .۴.٢.١ تعریف

برای هرگاه مͬ�شود نامیده A روی همنهشتͬ رابطه ℜصورت این در باشد. A بر هم�ارزی رابطه

.fi(x۱, ..., xmi
)ℜfi(y۱, ..., ymi

) آنͽاه ،x۱ℜy۱, ..., xmi
ℜymi

اگر i ∈ {۱, ۲, ..., n} هر

مͬ�دهیم. نشان Con(A) را با A روی همنهشتͬ روابط تمام مجموعه

باشند. نوع ͷی از جبر دو
(
B; g۱, g۲, ..., gn

)
و
(
A; f۱, f۲, ..., fn

)
کنید فرض .۵.٢.١ تعریف



اولیه٧ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

باشیم داشته i ∈ {۱, ۲, ..., n} هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده همریختͬ ͷی φ : A → B نͽاشت

φ
(
fi(x۱, ..., xni

)
)
= gi

(
φ(x۱), ..., φ(xni

)
)
.

مشبͺه�ها ٣.١

ترتیب ͷی A مجموعه روی ≤ رابطه باشد. ناتهͬ مجموعه�ای A کنید فرض .١.٣.١ تعریف

باشیم داشته ،x, y, z ∈ A هر ازای به هرگاه مͬ�شود نامیده جزئͬ

،x ≤ x انعͺاسͬ: خاصیت

،x ≤ y, y ≤ x ⇒ x = y تقارنͬ: پاد خاصیت

.x ≤ y, y ≤ z ⇒ x ≤ z تعدی: خاصیت

مͬ�گو�ییم جزئͬ مرتب مجموعه ͷی را باشد خواصفوق دارای که ≤ رابطه با همراه A مجموعه

مͬ�دهیم. نمایش (A;≤) نماد با و

(≥;A)که جزئͬ مرتب مجموعه ͷی جزئͬ) مرتب مجموعه عنوان به (مشبͺه .٢.٣.١ تعریف

مشبͺه ͷی باشد پایین کران بزرگترین و بالا کران کوچͺترین دارای آن عناصر از جفت هر

مͬ�شود. نامیده

مشبͺه ͷی (٢،٢) نوع از (L;∧,∨) جبر جبری) ساختار عنوان به (مشبͺه .٣.٣.١ تعریف

باشند: برقرار زیر شرایط ،x, y, z ∈ L هر ازای به هرگاه مͬ�شود نامیده

،x ∧ x = x و x ∨ x = x توانͬ: خود خاصیت (L۱)

،x ∧ y = y ∧ x و x ∨ y = y ∨ x پذیری: تعویض خاصیت (L۲)

،x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z و x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z پذیری: شرکت خاصیت (L۳)

.x ∧ (x ∨ y) = x و x ∨ (x ∧ y) = x جذب: خاصیت (L۴)



اولیه٨ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

دهیم قرار و باشد مشبͺه ͷی (L;≤) اگر که است ذکر به لازم

a ∨ b = sup{a, b}, a ∧ b = inf{a, b}

است. مشبͺه ͷی (L;∨,∧) آنͽاه

این در ،a ≤ b ⇔ a ∨ b = b کنیم تعریف و باشد مشبͺه ͷی (L;∨,∧) کنید فرض عͺس، بر

است. مشبͺه ͷوی بوده جزئͬ مرتب مجموعه ͷی (L;≤) صورت

∨ عمل دو با همراه N هم�چنین است. جزئͬ مرتب مجموعه�ی ͷی (N;≤) .۴.٣.١ مثال

است. مشبͺه ͷی مشترک) علیه مقسوم (بزرگترین ∧ و مشترک) مضرب (کوچͺترین

مانده مشبͺه�های ۴.١

است. شده استخراج [٧] مرجع از بخش این مطالب تمامͬ که مͬ�شویم متذکر ابتدا

مانده مشبͺه�ی ͷی (۲, ۲, ۲, ۲, ۲, ۰, ۰) نوع از (M ;∨,∧,⊙,→,⇝, ۰, ۱) جبر .١.۴.١ تعریف

باشیم داشته ،x, y, z ∈ M برای هرگاه مͬ�شود نامیده

باشد، کراندار مشبͺه�ی ͷی (M ;∨,∧, ۰, ۱) (L۱)

باشد، تͺواره ͷی (M ;⊙, ۱) (L۲)

.y ≤ x⇝ z اگر وتنها اگر x ≤ y → z اگر وتنها اگر x⊙ y ≤ z (L۳)

نظر در را زیر جدول�های .۰ < a < b < c < ۱ Mکه = {۰, a, b, c, ۱} کنید فرض .٢.۴.١ مثال

بͽیرید.



اولیه٩ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

⇝ ۰ a b c ۱

۰ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱

a b ۱ ۱ ۱ ۱

b ۰ c ۱ c ۱

c b b b ۱ ۱

۱ ۰ a b c ۱

→ ۰ a b c ۱

۰ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱

a c ۱ ۱ ۱ ۱

b c c ۱ c ۱

c ۰ b b ۱ ۱

۱ ۰ a b c ۱

⊙ ۰ a b c ۱

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰

a ۰ ۰ ۰ a a

b ۰ a b a b

c ۰ ۰ ۰ c c

۱ ۰ a b c ۱

است. مانده مشبͺه ͷی (M ;∧,∨,⊙,→, ۰, ۱) صورت این در

: است برقرار زیر خواص مانده مشبͺه�ی هر در .٣.۴.١ لم

،x → x = x⇝ x = ۱ (R۱)

،x → ۱ = x⇝ ۱ = x (R۲)

،۰ → x = ۰⇝ x = ۱ (R۳)

،x⇝ y = ۱ اگر فقط و اگر و x → y = ۱ اگر فقط و اگر x ≤ y (R۴)

،x⊙ z ≤ y ⊙ z و z ⊙ x ≤ z ⊙ y آنͽاه ،x ≤ y اگر (R۵)

،(x → y)⊙ x ≤ x ∧ y (R۶)

،(x → y)⊙ x ≤ y ≤ x → (x⊙ y) و (x → y)⊙ x ≤ y ≤ x → (y ⊙ x) (R۷)

،(x⊙ y) → z = x → (y → z) (R۸)

،(x ∨ y) → z = (x → z) ∨ (y → z) (R۹)

،(x → y) ≤ (x⊙ z) → (y ⊙ z) (R۱۰)

،x⊙ (y → z) ≤ y → (x⊙ z) (R۱۱)

،(y → z)⊙ (x → y) ≤ x → z (R۱۲)

،x → (y ∧ z) = (x → y) ∧ (x → z) (R۱۳)

،x → (y → x) = ۱ (R۱۴)

،x∼ = x⇝ ۰ و x− = x → ۰ که x̄ ⊙ x = ۰ و x⊙ x∼ = ۰ (R۱۵)

،x → y∼ = (x⊙ y)∼ و x⇝ y∼ = (y ⊙ x)∼ (R۱۶)



اولیه١٠ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

،x⊙ y = ۰ اگر فقط و اگر x ≤ y ¯ (R۱۷)

،x ≤ x∼ ¯ و x ≤ x ¯ ∼ (R۱۸)

،x∼ ¯ ∼ = x∼ و x ¯ ∼ ¯ = x ¯ (R۱۹)

،y∼ ≤ x∼ اگر فقط و اگر x ≤ y (R۲۰)

،x → y = x → (x ∧ y) (R۲۱)

باشد. مانده مشبͺه ͷی M کنید فرض .۴.۴.١ تعریف

باشیم داشته x ∈ M هر برای هرگاه مͬ�گو�ییم پیچشͬ را M مانده مشبͺه�ی (a)

x−∼ = x∼− = x.

این در باشد. پذیر تعویض ⊙ عمل هرگاه مͬ�شود نامیده پذیر تعویض M مانده مشبͺه�ی (b)

.→=⇝ حالت

شرایط اگر مͬ�شود نامیده فیلتر ͷیM مانده مشبͺه از F ناتهͬ مجموعه�ی زیر .۵.۴.١ تعریف

شود. برآورده زیر

.x⊙ y ∈ F دهد نتیجه x, y ∈ F (F۱)

.y ∈ F آنͽاه ،x ∈ F و x ≤ y هرگاه (F۲)

کند. صدق زیر شرط در هرگاه مͬ�شود گفته نرمال M مانده مشبͺه از F فیلتر .۶.۴.١ تعریف

x → y ∈ F ⇔ x⇝ y ∈ F, ∀x, y ∈ M

است فیلتر F صورت این در باشد. M از ناتهͬ زیرمجموعه�ای F کنید فرض .٧.۴.١ قضیه

باشد. برقرار زیر شرایط اگر فقط و اگر

یا ،y ∈ F دهند نتیجه x ∈ F و x → y ∈ F ،۱ ∈ F (F۳)

.y ∈ F دهند نتیجه x ∈ F و x⇝ y ∈ F ،۱ ∈ F (F۴)

دهد نتیجه x ∨ y ∈ P هرگاه مͬ�شود گفته اول M مانده مشبͺه از P فیلتر .٨.۴.١ تعریف



اولیه١١ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

.y ∈ P یا x ∈ P

نمایشمͬ�دهیم. FILTER(M) با Mرا مانده مشبͺه از فیلترها تمام مجموعه�ی نمادگذاری:

مͬ�کند القا زیر صورت به ≡F همنهشتͬ رابطه�ی ͷی F Mمانند مانده مشبͺه از نرمال فیلتر هر

x ≡F y ⇔ x → y ∈ F, y → x ∈ F.

این در F≡باشد. همنهشتͬ رابطه به نسبت x هم�ارزی کلاس [x]F فرضکنید ،x ∈ M هر برای

مͬ�شوند القا طبیعͬ بطور که عمل�هایͬ با ≡F رابطه هم�ارزی کلاس�های مجموعه M

F
صورت

است. مانده مشبͺه�ی ͷی

ͷی f : A → B نͽاشت باشند. مانده مشبͺه�ی دو B و A کنید فرض .٩.۴.١ تعریف

باشیم داشته ،x, y ∈ A هر برای اگر فقط و اگر مͬ�شود نامیده مانده مشبͺه�های همریختͬ

،f(۰) = ۰ (١)

،f(x⊙ y) = f(x)⊙ f(y) (٢)

،f(x → y) = f(x) → f(y) (٣)

،f(x⇝ y) = f(x)⇝ f(y) (۴)

،f(x ∧ y) = f(x) ∧ f(y) (۵)

.f(x ∨ y) = f(x) ∨ f(y) (۶)

هسته هم�چنین مͬ�نامیم. یͺریختͬ را f آنͽاه باشد، پوشا و ͷی به ͷی f نͽاشت اگر

مͬ�شود تعریف kerf = {x ∈ A : f(x) = ۱} صورت به که f : A −→ B همریختͬ

است. A از فیلتری

صورت این در باشد. مانده مشبͺه همریختͬ f : A → B کنید فرض .١٠.۴.١ قضیه

است، A از فیلتری f−۱(F ) آنͽاه باشد، B از فیلتری F اگر (١)

است. A از نرمال فیلتری f−۱(P ) آنͽاه باشد، B از نرمال فیلتری P اگر (٢)



اولیه١٢ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است. همریختͬ ͷی هسته مانده مشبͺه ͷی نرمال فیلتر هر .١١.۴.١ لم

مانده مشبͺه دو M۲ و M۱ کنید فرض مانده) مشبͺه�های یͺریختͬ اول (قضیه .١٢.۴.١ قضیه

. M۱
ker(f)

∼= M۲ صورت این در باشد. مانده مشبͺه �ریختͬ برو ͷی f : M۱ −→ M۲ و

بولͬ های جبر ۵.١

مͬ�شود نامیده بولͬ جبر ͷی (۲, ۲, ۱, ۰, ۰) نوع از (A; +, ·,∗ , ۰, ۱) جبری ساختار .١.۵.١ تعریف

باشد. برقرار زیر شرایط ،x, y, z ∈ A هر برای هرگاه

x · y = y · x (C ′
۱) x+ y = y + x (C۱)

x+ y · z = (x+ y) · (x+ z) (C ′
۲) x · (y + z) = x · y + x · z (C۲)

x · ۱ = x (C ′
۳) x+ ۰ = x (C۳)

x · x∗ = ۰ (C ′
۴) x+ x∗ = ۱ (C۴)

برای آن در که است بولͬ جبر ͷی A = P(X) باشد، متناهͬ مجموعه�ای X اگر .٢.۵.١ مثال

.۱ = X و ۰ = ∅ و A∗ = X − A ،A ·B = A ∩B ،A+B = A ∪B داریم ،A,B ⊆ X

داریم ،x, y, z ∈ A هر برای صورت این در باشد. بولͬ جبر ͷی A کنید فرض .٣.۵.١ قضیه

،x+ x = x و x · x = x (١)

،x+ ۱ = ۱ و x · ۰ = ۰ (٢)

،x+ (x · y) = x و x · (x+ y) = x (٣)

.x · (y · z) = (x · y) · z و x+ (y + z) = (x+ y) + z (۴)

�جبرهاMV ۶.١

است. شده استخراج [٨] مرجع از بخش این مطالب تمامͬ که مͬ�شویم متذکر ابتدا



اولیه١٣ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده MV-جبر ͷی (۲, ۱, ۰) نوع از (A;⊕,∗ , ۰) جبر .١.۶.١ تعریف

باشیم داشته ،x, y, z ∈ A

،x⊕ y = y ⊕ x (MV۱)

،x⊕ (y ⊕ z) = (z ⊕ y)⊕ z (MV۲)

،x⊕ ۰ = x (MV۳)

،x⊕ ۰∗ = ۰∗ (MV۴)

،(x∗)∗ = x (MV۵)

.(x∗ ⊕ y)∗ ⊕ y = (x⊕ y∗)∗ ⊕ x (MV۶)

مͬ�کنیم تعریف x, y ∈ A هر برای ،A MV-جبر در

،۱ := ۰∗ (١)

،x⊙ y := (x∗ ⊕ y∗)∗ (٢)

،x⊖ y := x⊙ y∗ (٣)

،x ∨ y := x⊕ (y ⊙ x∗) (۴)

.x ∧ y := (x∗ ∨ y∗)∗ = x⊙ (y ⊕ x∗) (۵)

مͬ�کنیم تعریف x, y ∈ A هر ازای به ،A MV-جبر در

x ≤ y ⇔ x ∨ y = y ⇔ x ∧ y = x.

و پذیر توزیع مشبͺه�ی ͷی (A;∨,∧, ۰, ۱) جبری ساختار با A جبر -MV هر .٢.۶.١ نتیجه

است. کراندار

در و بوده پذیر تعویض هرگاه مͬ�شود نامیده -جبر MV ͷی Mمانده مشبͺه�ی .٣.۶.١ تذکر

کند. صدق زیر شرایط

.(x → y)⊙ x = x ∧ y و (x → y) ∨ (y → x) = ۱ (۱)

.x−− = x (۲)

مͬ�پردازیم. MV-جبرها از مثال چند به اکنون



اولیه١۴ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

نیست. برقرار آن برعͺس اما است MV-جبر ͷی بولͬ جبر هر .۴.۶.١ مثال

شده تعریف اعمال با همراه A صورت این در .A = {۰, x۱, x۲, ۱} کنید فرض .۵.۶.١ مثال

است. MV-جبر ͷی زیر جدول�های طبق
⊕ ۰ x۱ x۲ ۱

۰ ۰ x۱ x۲ ۱

x۱ x۱ x۱ ۱ ۱

x۲ x۲ ۱ x۲ ۱

۱ ۱ ۱ ۱ ۱

∗ ۰ x۱ x۲ ۱

۰ x۱ x۲ ۱

باشیم داشته ،x, y ∈ A برای اگر فقط و اگر گوییم خطͬ مرتب را A MV-جبر تعریف١.۶.۶.

.y ≤ x یا x ≤ y

x, y, z ∈ هر ازای به زیر احͺام صورت این در باشد. MV-جبر ͷی A کنید فرض .٧.۶.١ لم

برقرارهستند. ،A

،x⊕ ۱ = ۱ و x⊕ x∗ = ۱ (١)

،x⊙ x∗ = ۰ و x⊙ ۱ = x (٢)

،x⊕ y = (x∗ ⊙ y∗)∗ و (٣)

،x⊙ ۰ = ۰ و x⊕ ۰ = x (۴)

،(x⊙ y)∗ = x∗ ⊕ y∗ و (x⊕ y)∗ = x∗ ⊙ y∗ (۵)

(y = ۱, x = ۱) x = y = ۰ آنͽاه ،(x⊙ y = ۱) x⊕ y = ۰ اگر (۶)

،x = y آنͽاه ،x⊕ y∗ = ۱ و x∗ ⊕ y = ۱ اگر (٧)

،x = y آنͽاه ، y ≤ z∗ و x ≤ z∗ و x⊕ z = y ⊕ z اگر (٨)

.x = y آنͽاه ،x⊕ z = y ⊕ z و x⊕ z ̸= ۱ و خطͬ مرتب A اگر (٩)

،x ∧ (x ∨ y) = x = x ∨ (x ∧ y) (١٠)

،(x = y = ۱) x = y = ۰ آنͽاه ،(x ∧ y = ۱) x ∨ y = ۰ اگر (١١)

،(x ∨ y)∗ = x∗ ∧ y∗ و (x ∧ y)∗ = x∗ ∨ y∗ (١٢)



اولیه١۵ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

،x⊙ (y ∨ z) = (x⊙ y) ∨ (x⊙ z) و x⊕ (y ∧ z) = (x⊕ y) ∧ (x⊕ z) (١٣)

،x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z و x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z (١۴)

،x⊕ (y ⊙ z) = y ⊙ (x⊕ z) آنͽاه ،x ∧ y∗ = ۰ اگر (١۵)

،(x⊙ x) ∨ (y ⊙ y) = ۱ آنͽاه ،x ∨ y = ۱ اگر (١۶)

.(x⊕ y∗) ∨ (y ⊕ x∗) = ۱ (١٧)

معادلند. هم با زیر احͺام A MV-جبر هر در .٨.۶.١ قضیه

،x ≤ y (١)

،y ⊕ x∗ = ۱ (٢)

،x⊙ y∗ = ۰ (٣)

.y∗ ≤ x∗ (۴)

معادلند. هم با زیر احͺام A MV-جبر هر در .٩.۶.١ قضیه
،x⊕ x = x (١)

،x⊕ y = x (٢)

،y ∨ x∗ = ۱ (٣)

،x ∧ y∗ = ۰ (۴)

،x⊙ x = x (۵)

،x ∨ x∗ = ۱ (۶)

.x ∧ x∗ = ۰ (٧)

nx = ۱ که مͬ�کنیم تعریف n طبیعͬ عدد کوچͺترین با برابر را x عنصر مرتبه تعریف١.۶.١٠.

.ord(x) = ∞ مͬ�کنیم تعریف صورت این غیر در .nx = x⊕ x⊕ x⊕ ...⊕ x که طوری به

دارای A از ناصفر عضو هر اگر گوییم متناهͬ موضعا طور به را A MV-جبر .١١.۶.١ تعریف

باشد. متناهͬ مرتبه



اولیه١۶ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است. خطͬ مرتب متناهͬ، موضعا MV-جبر هر .١٢.۶.١ قضیه

صورت به را d : A× A → A نͽاشت باشد. MV-جبر ͷی A کنید فرض .١٣.۶.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر

d(x, y) = (x∗ ⊙ y)⊕ (y∗ ⊙ x).

برقرارند: زیر گزاره�های A MV-جبر هر در .١۴.۶.١ لم

،d(x, y) = d(y, x) و d(x, x) = ۰ (١)

،d(x, ۱) = x∗ و d(x, ۰) = x (٢)

،d(x, y) = d(x∗, y∗) (٣)

،x = y اگر فقط و اگر d(x, y) = ۰ (۴)

،d(x, z) ≤ d(x, y)⊕ d(y, z) (۵)

،d(x⊕ z, y ⊕ t) ≤ d(x, y)⊕ d(z, t) (۶)

،x⊖ x = ۰ (٧)

.(x⊖ y)⊕ y = (y ⊖ x)⊕ x (٨)

ایده�آل را A از I ناتهͬ مجموعه زیر باشد. MV-جبر ͷی A کنید فرض .١۵.۶.١ تعریف

هرگاه گوییم

،۰ ∈ I (١)

،x⊕ y ∈ I ،x, y ∈ A هر ازای به (٢)

.y ∈ I آنͽاه ،y ≤ x و x ∈ I اگر ،x, y ∈ I هر ازای به (٣)

اگر است سره ال Iایده که است واضح .I ̸= A هرگاه مͬ�نامیم محض(سره) ال ایده ͷی Iرا

.۱ /∈ I اگر فقط و

مͬ�دهیم. نشان IDEAL(A) با Aرا ایده�آل�های همه مجموعه .١۶.۶.١ قرارداد

،x, y ∈ A هر ازای به اگر مͬ�شود گفته اول A MV-جبر از P ایده�آل .١٧.۶.١ تعریف


