
������ �� ��	
 � � ��
 ������ ����� ��
� ����� ���� �

���� !" #�$�%" �& '( �)*�� �+
,-./0

12345 678 9:24;< 15 =>? :@A3 B
CD EFG

�H��I JK�L

EM/N -D OEPQ -
R���S� T��K�KU T����V �W��

DX EYZ OEPQ -
�[�\� �]^� �W��
_̀ a_ bcdefd





�� ��� �H
��� ��� �� ��	
 ���	
� �� �
� � ����� ���� � �� ��	��� ����

�� �� �� � �� � �	
 �� ! "#$� �� �� ��	� 	� ���%�%& 	'�� (�)� *�+, -� �.���� ��'� � �� ����� /&
�.,� -�0
 �� 12 3#�� �� 	� �� � � �� �� � (� �� ��	'0� �� � ��� �#4 �� �'5� 6� �) 7�08� � 9�5� �

���.� �� �� ��4	
�	2 ��'�� "*�� ��:$ �� � ��.0$ (� ��;� ���
	�:
 ��4#+04�� � 7�0&� ��2 �� "(� �5< 	'�� (�)� *�+, -�� �:� ��'� �� � �+�� �� -�� �.= 	�

��� �0$ �$ ��� #)�

�#$�.� �� �� �� � ��	0> ���� � �� �� � �� (���� ��?8� �$ �= -���! ��� �� � ��� �	@ ���� �� �

�-� �'� �.= ��+� #$� �#= � � �� ��:� � ��?@.� � (#+8�	�

	� �A ��	�



� �� �����

� 	
��
 ���� ���� ��� �
 ��� ����� ��
��� � � ! �	��" 
 � �" #�� ���$! %& '� �"�() %�*�+ � �
,���- 	. /0� 
�12 	�3
) 4�5
�6 7�036 � ��83 7�- %"�9: ;��:

�

,;���- �4���" 
�) � � 4�<��� =�>? �4�5
�6 =
�@� �



b����
��. 
 �0$ �� �& �� � � � �#$.4 �� ��	 � 
 � � $ �'��� (�> ��	 � �� $ (�	 � �:�� 2 −` � (�>	 %,
��$ � � (� ���.$ �= ��.0$ �	:� �� �> �� �� �'�� �� (�> ��	� ��$ 
�& 	 � �>	%, (	��2 ��;$ ���
�> ��%4 ��$ "�#��	� �	:� 6��� �.A �� �> �� �:��2 −` � (�>	%, (	��2 ��;$ ��� �� �> ��	�

	��2 ��;$ ��� AS

�+�� �� �:��2 −` �	%, ��� �� "#4 �� �>�+'� ��%4 ��$ �� S 	� � 
) �� � � �#+'�>
����$ 	��2 ��;$ ��� AS

" #4 �� �>�+'� �$ S 	� � �� � "�� �

L 	� � �� ��>� �� ��:$ �� �$ ��� �2 �� �� � ��� � ��#+@ ��4� � "(	��2 ��;$ ��� � � (	
 ���� -.
5�

�#4 �� �= �.+�� �>�+'� ���.� �.A �� L �� �� � �#+@ ��4� � �$ ��� AL
��� �� "#4 �� ��%4 ��$ ��

�� ��.+! �� ��� �� "#4 �� �#+@ ��4� �AL
	� � �� #+>� �� ��:$ �� �$ ��� �2 �� �� � 7�%� � (�> ��+�


` �(L)
�8� ���& � � ��� � �	�	�� ��?$ �� ��?$ *	� �� ��	0> ` �(L) ��$ �� (��@ �� ��$ �� 	 %,

��� � ��#+@ ��4� �� �	
 (.) ��.
5� �� �� � (	�.�
� �

� �� � � � �� �� � � �  �� � ! � " #$ % &� ' ()* � �� �+ , -)* .�$ � / 0 1� #23)

45*6+7�/0 8)�# 9�� � :';( 9�� � ��#�;�<-+(

Shützenberger =
Clifford semigroup>



�d��d
�> �� �� 	� �+'� �8'	� ��$ �� (�>	%, � G #+$ �� ���.� ��	:@ (�> ��	� ���	� �� ��$.�� �> ��� �$�

#�� �� ���� ��� � � ��$ �� (�>	%, (	��2 ��;$ ��� �.�.� �� ��� ��	 2 �� L �(G)
�>�	� 	%, #+$ ��

�� �� �.,� � �.�$ �, � � (�.
:� ���) #4 �� ���.� ��	:@ ��	� �� G 	� � ��� � �#4 (� ���� �,.

�#4 �� 	��2 ��;$ ��� ��	� �� G 	� � �
+
 � 	� � �� �	��2 ��;$ ��� L �(G)

�:��2 	%, #+� �� ���� ��

��.
 �0$ �� �& �� �� � �#$.4 ��	�
 ��$ �'��� (�> ��	� ��$ (�	� #+$ �.
 �� �:��2 �` � (�>	%,
���.$ �= ��.0$ �	:� ��� #+$ �0> �� �> �� �� �'�� �� (�> ��	� ��$ 
�& 	� �>	%, (	��2 ��;$ ���
�` �	 %, ��� �� "#4 �� �>�+'� ��%4 ��$ �� S 	 � � �#+'�> �> ��%4 ��$ �> ��	 � ��$ � � (	;��
��%4 ��$ �� S 	� � �� #$��� ��:$ �?	 � � 
 ����.$ � ��$ �� ��� �	��2 ��;$ ��� AS

�+�� �� �:��2
����$ 	��2 ��;$ ��� AS

"#4 �� �>�+'� �$
(	��2 ��;$ ��� �� �.0$ �>	%, ����.�.0> ��.= (	%, 
	'�� �� ��	4 � ���08> ���� ��0> � �
��#+@ ��4� � -.
5� �� �#�#4 � ��. � *.�� �� �� �	 � /%�+ � �� �� �#4 ��� � �?	 � � �� �
�.� ��

��� � ��%
� �� �
��. 
 � �� �� �� � (�	 � (	 �.� 
� � ��$ �� (�>	 %, ��� � (	 �.� 
� � ���08> (�. � 
 	 ;�� -.
5�
���	 � �?	 � �	':�� 7����, �� �� ��$ �� (�>	%, (	�.�
� � �>#�� � � �#$#4 �@	�� �

?	 � � ���08>
(�� @ �� K 	 � � �#4 �� ��	 : @ G 	 � � �
+ 
�	 � � �� � (	 �.� 
� � L �(G) �� ��� ��: $ � � ��. 0 $

�� �� � �
?	� #4�� �'��� K 	� � �
+
�	� � �� � (	 �.�
� �C�(K) ��� �� #4�� �

 �$ ���.� ��	:@

���.�.� ���'$ �?	� ���$ (	�.�
� � C(K) #4�� �>�+'� �$ ��	:@ (��@ �� K 	� � �� � ���.�.��
��� � (	�.�
� �E⊗̂E∗ 	%, E ��$ �� (��@ 	> (�	� �� �� � ���� ��:$ �?	 � �  !.$ �.�8�

��� �	 
 ���� (	�.�
� � � (	��2 ��;$ ��� � � �� �� � ��#+@ ��4� � ���08> (�.�
 	;�� -.
5�
� (	 �.� 
� � �

?	 � � ��� � ��. 0 $ ���	 � �?	 � � �� �>�	 � �� $ (�>	 %, ��#+ @ ��4� � " �#� � ��
�� 	 � #� #� ��$ �� (�>	%, ��#+@ ��4� �� (	�.�
� � � $ �#$�� ��.
 ��� .@ (�>	%, ��#+@ ��4� �

B. E. Johnson%
Duncan, Namioka&
A. Y a. Helemskii'

Selivanov(
Ramsden)
V.Runde*



��� � �'@	� � �	) ���	� ��.� �
?	 � � � ���%�%& � �%$�	� ��.
 ��%4 ��$

	%, "#4 �� �= �.+�� �>�+'� ���.� �.A �� ��%4 ��$ �� L 	� � �� ��>� �� ��:$ �� �$ ��� �2 �� �� �

� �� � �#+@ ��4� ����2 *	� �� ��	0> ` �(L) ��$ ��
� � �� �� �� ���'= � �
 ��#?� � ��� ��
 ���� �� �� � 6�@ ��� � 6�@ � �
� 6��4 �� �$ ��� �2 �� �

`p(N) ��$ �� 	 %, (	�.�
� � ���	 � �� -� � 6�@ � � �#$	 �� �� � �	 ) ���5'� � ��.� (#�� (�> 6�@

��� � �#4 #�		'� � �?	 
,	� � � 6�@ �� �
� ��� ���� ��	2 �� ��?$ �� ��?$ *	� �� ��	0>
�	� � �
� 6��4 �.= �� �� � �'= ��	 2 ` �(L) (� ��%4 ��$ �` �	%, ��#+@ ��4� � �� -.� 6�@ � �
�	� � � ��� � �#4 ����� �> ��%4 ��$ �� �.�	 � 7��#?� � ��� ��
 6�@ �� � �� ��	� � � ��� �
6��4 -.� �	� ��� � ���� � �	 ) ���	 � ��.� �� �>	%, ��#+@ ��4� �� (	��2 ��;$ ��� ��� ��%
� � -� �
�� 	�	%$�
.4 �� �0$ -� �
� �	� � � �	=��� � �� � �>�+'� #�� �� (�>	%, 	�) -	$ �� ��� � �
 �#> �:�

��� � �'= ��	2 �8� � �� �'$ � �� ��) 7�%� � �� �� � � ���5'� � �� � ��	� �@	�� �� ��%4 ��$
(�> ��	� ��$ �:��2 �` � (�>	%, (�	 � �� -.� 6�@ � � �#�� ��#� �� �'$ � �� ��) 	=� 6�@ � �

��� � ��	� 7�%� � �� .5�8�

�#4 �� �� �
?	 
,	� � � �� ��.� (�>� �� � � �'@	�	� 6�@ � � �� �
� ���

N. Grøndæk, F. Habibian�
Choi =�



�:<� =>� ��4�?

�� %�!� � 4�- ��) � �3
 ��: 	

�� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���� � ��> �5� ���

�
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��$ �� (�>	%, 
��

�� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��$ �� (�> ��#� ���

�
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (�.�$ �
 (�> *	� ���


� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��$ �� (�>	%, (	��2 ��;$ ��� � �> /':� ���


� ��� �" 7�-�0� '5
>+ �8*� � � 7�3��:� � �







�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���� � ��> �5� � ��� ��
 ��


�� '-��5 4�� 7�-�0� '5
>+ �8*� � �

�� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �> ��	� ��$ ���

�� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
�>�	� ��$ (�>	%, 
��

�� . . . . . . . . . . . . . . ULF ��� �� ��	� ��$ �� (�	� ` �(S) ��$ �� 	%, ���

�� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 	�	%$�
.4 �� �0$ ���

�� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
�8� � �� �'$ ���

�� S ��:�: �

�� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S

�
	
 ���



����

�7�3 � 672 :�� 3 �	� :
�

�� #4 �� �� �	� �+2 6� �4 6�@ �� � �#4 ��> �.= �+4� � ��$ ��.� (�� ��) � ��� ��
 �� 6�@ �� �� �
�� �� �� �.�	� 
� ��� � ��$ �� (�> ��#� -� ��	� � � � �'= ��	2 ��$ �� (�>	%, �� �� �� ��	� � �
	%, (	��2 ��;$ ��� � �> /':� -� �
� �	� � � " (�.�$ �
 (�> *	� -.� �	� � � ��� � ��.0$ ����

�#$ � �#4 ���� ��$ �� (�>	%, ��#+@ ��4� � � (	�.�
� � 	=� �	� � � � ��$ �� (�>

J��� � 
�S ��� ���
) "�� ���� /�� ���- �� �� � ��� & �$%(� � �� �� � ��� & )*

E,F
9�%0 ��& 	,	,	�����

49��* "! �����
B(E,F )

�� 36 F :�
E�3 63$�3�0

)
E′ = B(E,C)

�� 36 E 1�#)* 6+! ��36 * $(�� ����� ���& "�
E
$�%0 ��& �,	,	�����

49�%0 "! #��$- 〈x, λ〉  6+! :� 36 x ∈ E �!�%� �)6 λ ∈ E′ �%3
8)�# 9�� "� 36 (S, τ) 4$(�� S �)6 �2+&+�+- "�

τ
) 8)�# 9�� "�

S
$�%0 ��& �,	,	�����

(s, t) −→ st
:� ��'� �

S × S −→ S
"��' ((� � ) 8*+� )6)$*�� τ 8�#�� �9��+# "�2+&+�+-

4$(�� :+*+��
"� 36 X 4$(� � X �)6 �2+ &+ �+- "�

τ
) �63*� � ��� & "�

X
$� %0 �� & �,	,	�����

8�# �� �9��+# (T.V.S)
"'�2+&+�+- �63*�� ���&



�� :�&)3 9���7! ) #�6�$- � �)3 �,&

�$%(�� :+�� �� �3 :��� "- �#&3
4$(�� :+*+�� �63*�� ���& ����3 ��

:���' ��
x̂ : X ′ −→ C

�
x ∈ X �� �3�� ) X 1�#)*

X ′ �T.V.S "�
X

$�%0 ��& �,	,	�����
$�%0 ��& 4(*3 "�� x̂ :0 (*3 "��$� 4$(�� 8$( #��$- x̂(Λ) = Λ(x)

X̂ = {x̂ ; x ∈ X}.

36 X ′ ���� X̂ 	� 4x̂(Λ �) 6= x̂(Λ5) "%$� Λ �(x) 6= Λ5(x) :0 (�� �3 x ∈ X 	�
Λ � 6= Λ5 �#

3

4$%0 "! 3$

�� 86�+* #�$' �2+&+�+- 36 (*3 :+*+�� 1� �)6 X̂ ����3 :�� :0

X ′ �)6 �2+&+�+- ���+'�+0
49��* "! �����

σ(X ′,X)
�� ) 9��+#

X ′ �)6 �2+&+�+- −w∗ 6�,+�3 :�

−E
�$(� � :+*+� � 1� :� (;� �

f ∈ E �� :0 36 S �)6 τ �2+ &+�+- ��� +'�+0 
,	,	�����
49��* "! �����

τE
�� ) 8$�!��

S
�)6 �2+&+�+-

�+/#�� � ������ �,	,	 '���

K = {Λ ∈ X ′ ; ∀x ∈ V |Λ(x)| ≤ �} 8�# 1� �$(�� �7! �3 " ����� "�
V
)
T.V.S

"�
X �#3

4(*3 8*��& �2+&+�+- �w∗ ��
�#�+� �.,� �

?	 
,	� � � ������ ���) �� �*����
��3+- ���- ��� & 4$(� � "$'+! 8*�� & ) )6)$*�� ��� & "�

X
$�%0 ��& �,	,	�����

Cb(X)
�� 36 X �)6 63$�3�0 :+*+�� 63$�! �/+�! ��3+- ���- ���& ) CX �� 36 C

:�
X �3 63$�! �/+�!
49��* "! �����



��� �\ R�S�K� ���

A
�)6 "��' 8�#�� 9��+# �;
 "� 36 A $(��

F
13$�! �� �63*�� ���& "�

A �#3 	,�,	�����
��3)6 6 * :0 $(�� *+
+!
�
x(yz) = (xy)z

�#&3
�
x(y + z) = xy + xz

��

�
(x+ y)z = xz + yz

��

4(αx)y = α(xy) = x(αy)
�*

4$%0 �$! α ∈ F �� ) x, y, z ∈ A�� �3��
�)��!�� 6 * ) 8*+� ����� ���& "�

(A, ||.||)
:0 ��� "� �� 83��� �;
 "�

A �#3 �,�,	�����
"��'

∀a, b ∈ A ; ||ab|| ≤ ||a||||b||,

:0 �6+� :� $(��
e
"���� �,%� �!�(

A
) $%0 �$!

xe = ex = x , ||e|| = �,

4(*3 ����� �;
 "�
A
8� ��

*+
) "���� *+
) ���� ��3 � � *+( "! )�� �� �� � �;
 #��$- �3 :' � *+
) �/�3 �,�,	�&	�
4$%0 "! "%$! �� 36 �� 
+'$!

�8$( #��$- ����3 �� A× F
���& 4$(�� �;
 "�

A
$�%0 ��& �,�,	�����

(x, α) + (y, β) = (x+ y, α+ β),

β(x, α) = (βx, βα),

(x, α).(y, β) = (xy + αy + βx, αβ). (x, y ∈ A, α, β ∈ F)



�� :�&)3 9���7! ) #�6�$- � �)3 �,&

F
13$�! �)6 63$!�� �;
 "� ��& ��3 �

||(x, α)|| = ||x|| + |α|
#��$- �� 4(*3 �63*�� ���& "�

4 9��* "! �����
A[ �� 36 1� :0 (*3 (�, �) "������

.9�%0 "! #��$- ���  6+! :� 36 A# �,�,	�����
4A# = A[ $(�;� 63$'� A �#3 ) A# = A

$(�� 63$'� A �#3

�)6 :� A �3 ��&+� "+���'�"�
a → (a, �) ((� � :0 *3* 1��� 13+- "! "+�36 :� 
,�,	 '��)

A# $�3) �,%� 4(&�# �� � 6 *A# �3 "&3 8$�3 13+%� :� 13+- "! 36 A 3�& 4(*3 A# �3 ��;
���
49��* "! 1��� eA �� 36 (�, �) "%$�

4*+( "! 8*3* 1��� x+ αeA
 6+! :�

A# = A[ �;
 �3 (x, α) �,%� $(�;� 63$'� A :0 "+&�� 6 *
� �* 6�;� :�

(x, α) = (x, �) + (�, α) = (x, �) + α(�, �) = (x, �) + αeA = x+ αeA.

. 9�%0 "! #��$- r > ��3�� �$(�� ����� ���& "�
E

$�%0 ��& �,�,	�����
E[r] = {x ∈ E : ||x|| ≤ r}.

�� � 63$�3�0 ) "�� ((� � "�
f : E −→ F

) ���� � �����&
E,F

$�%0 ��& �,�,	�����
4*+( "! #��$- f ′ : F ′ −→ E′  6+! :�

f ′
"���&3 ((� �  6+! ��3 6 * 4$(�� ����� �����&

4(*3 C
:�
A �3 "+��6 )�� "�

A
�)6 :,��!"� 4$(�� �;
 "�

A
$�%0 ��& �,�,	�����

:0 �6+� :� (*3 A �)6 �7!�� "�� "$��- "� �
ϕ
:,��! ��3)6 *

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) (a, b ∈ A).

49��* "! �����
ΦA

�� 36 A �)6 ��� :,��! ���- :�+��!
4$(�� C(Ω)

�+��! ) 63$'� ����� �;
 "�
A
) 8*��& :�+��! "�

Ω
9�%0 ��& 		,�,	�����

4Ω = ΦA
8�#�� �9��+# "$�;� 36 A



�� :�&)3 9���7! ) #�6�$- � �)3 �,&

"�
(A, τ)

:0 �6+� :� (*3 A �)6 �2+&+�+- "�
τ
) �;
 "�

A
$�%0 ��& 		,�,	�����

9�� "�
(A, .)

8)�# 9�� 8�#�� �9��+# "�2+&+�+- �;
 "� 36 (A, τ) 4$(�� "'�2+&+�+- �63*�� ���&
4$(�� "�2+&+�+- 8)�#

���& "�
(A, τ)

:0 �6+� :� (*3 �2+&+�+- "�
τ
) �;
 "�

A
$�%0 ��& 	�,�,	�����

−F
"� 8�#�� �*+( "! 8$�!�� �;
 −(F )

"�
(A, τ)

"'�2+&+�+- �;
 4$(�� "'�2+&+�+- �63*��
4τd = τ

:0 �6+� :� $(�� *+
+! ��& ��3 �)6 d �!�0 ����� �+! :0 "%$! ��$� 4$(�� ��&

�3 �;
 ��� "�
S
�)6 ��3+- �3 �;
 "� 4$(�� "�-�� :�+��! "�

S
$�%0 ��& 	�,�,	�����

4$(�� "! CS

*+
+! �3 f ∈ E
�
s 6= t

:0
s, t ∈ S �� �3�� 8�#�� �$%0 "! 3$
 36 S ���� E ⊆ CS :�+��! ���

4f(s) 6= f(t)
:0 �6+� :� $(��

�3
f ∈ E

�
s ∈ S �� �3�� 8�# �� �*+( "�� �7! S �� E �� $%0 "! 3$
 36 S ���� �+� 6+� :�

E
)

4f(s) 6= � :0 �6+� :� $(�� *+
+!

4$(�� X �)6 ��3+- �3 �;
 "�
A
) "�-�� "�2+&+�+- ���& "�

X
$�%0 ��& 	�,�,	�����

�2+&+�+-
−A

) $%0 3$
 36 X ���� �+� 6+� :�
A
8�# �� �9��+# X �)6 "$��- �;
 "� 36 A �;


4$(�� "'� X �2+&+�+- ��
X

�)6

4$(�� X �)6 ��3+- �3 �;
 "�
A
) "�-�� "�2+&+�+- ���& "�

X
$�%0 ��& 	�,�,	�����

�;
 "� ��%��� )
X

�)6 "$��- �;
 "�
A
8�#�� �9��+# X �)6 ����� "$��- �;
 "� 36 A �;


4$(�� 8$( 8*3* �2+&+�+- :� (;�� �����
)

ΦA �3 :+�� :�+��!��� "�
E
�
ΦA

�)6 ����� "$��- �;
 "�
A
$�%0 ��& 	
,�,	�����

$�%0 ��& 4$(�� ϕ ∈ ΦA

I(E) = {f ∈ A ; f(E) ⊆ {�}}



�� :�&)3 9���7! ) #�6�$- � �)3 �,&

J(E) = {f ∈ A ; suppf ∩ E = ∅}

Mϕ = I({ϕ})

4$(�� �� � Mϕ 6 * J({ϕ})
8�#�� �(*3 9�%! �+� 6+� :�

ϕ 6 *A �

4$(�� 9�%! �+� 6+� :�
ΦA �3 :��� �� 6 *A 8�#�� �(*3 9�%! �+�6+� :�

A�;
 �

4f ∈ fJ(E)
9�(�� :+(3*

f ∈ I(E) �� �3�� 8�#�� �9�!�� � ��'+� * :�+��! "� 36 E �
:+(3* 63* 13�0 ";���- $�3) "�

A �3 ����<0�! �� 8$�3 �� 8�#�� �9�!�� �+� ��'+� * �;
 "� 36 A �

4$(�� 9�%! �+� 6+� :�
A
)

#��$- :/��! :* 6 * A′′ � � <�6� �)3 ��' 4$(� � ���� � �;
 "�
A
9�%0 ��& 	�,�,	�����

:� ��-�- :� A′′ 6 * F2G
)
A′ 6 * Ff ) fa �!�%� F,G ∈ A′′ ) f ∈ A′ �a, b ∈ A

�3� � 4*+("!
4$�+("! #��$- ���  6+!

〈b, fa〉 = 〈ab, f〉,

〈a, Ff〉 = 〈fa, F 〉,

〈f, F2G〉 = 〈Gf,F 〉.

4(*3 ����� �;
 "� <�6� �)3 ��' ��
A′′

Ditkin =



��� �\ R�S ���� ���

�� �)$!
−A

"� 36 E 4$(� � �63*� � ��� & "�
E
) � ;
 "�

A
$� %0 �� & 	,�,	�����

. $%0 �$! ��� �3+� 6 * :0 (*3 $(�� *+
+! E :�
A×E �3 (a, x) −→ a.x

((� � 8�#�� 9��+#
4$(�� "�� ���+! )* �� :� (;�� �+& ((� � �#&3

∀a, b ∈ A,∀x ∈ E, a.(b.x) = (ab).x
��

4*+( "! #��$- <�� (*36 �)$! −A :���! 6+� :�
"� 9� ) (*36 �)$! −A"� 9� :0 (*3 E "�� ���& "� �)$! )*

−A
"� �,�,	�����

<�� ) 8*+� �� �)$!
−A

∀a, b ∈ A,x ∈ E a.(x.b) = (a.x).b.

x ∈ E
)
a ∈ A �� �3�3 :� �#3 4$(�� �)$!)*−A"�

E
) �;
 "�

A
$�%0 ��& �,�,	�����

49��+# 16��+! 36 E 8�# 1� �
ax = xa

9�(�� :+(3*
49��+# �)$! −A"� 36 E 4$(�� 16��+! �)$!)*−A"�

E
) "��
 :��
 A �#3 �,�,	�����

�� �)$!
−A

"� 36 E 4$(�� ����� ���& "�
E
) ����� �;
 "�

A
$�%0 ��& �,�,	�����

:0 �6+� :� $(�� *+
+! k > � 8�# �� �9��+# �����

∀a ∈ A,x ∈ E ||a.x|| ≤ k||a||||x||.

4*+( "! #��$- ����� �)$! )*−A) ����� (*36 �)$! −A :���! 6+� :�
9��+# "��'� 36 X �� �)$!

−A 4$(�� eA "���� �� 63$'� �;
 "�
A
$�%0 ��& 
,�,	�����

.8�# ��

∀x ∈ X eA.x = x.



�� :�&)3 9���7! ) #�6�$- � �)3 �,&

.8�# �� 9��+# "��'� 36 X �)$!)*
−A

∀x ∈ X x.eA = x , eA.x = x.

T : E −→ F
((� � 4$%(�� �� ��� �)$!

−A
�
F
)
E
) �;
 "�

A
$�%0 ��& �,�,	�����

8�# �� �9�!�� �� "&)$!
−A

"+����� "� 36

T (a.x) = a.T (x) (a ∈ A,x ∈ E).

4*+( "! #��$- <�� (*36 "&)$! −A "+����� :���! 6+� :�
"� 36 T : E −→ F

((� � 4$%(�� �)$!)*−A �F )
E
) �;
 "�

A
$�%0 ��& �,�,	�����

"&)$!
−A

"+����� "� ) �� "&)$!
−A

"+����� "� 8�# �� �9�!�� "&)$!)*−A "+�����
4$(�� (*36

)
a ∈ A �#3 4$(� � �� �� � �)$! )* −A "�

E
) �� �� � � ;
 "�

A
$� %0 �� & �,�,	�����

�8$( #��$- ����3�� E′ 8�# 1� �
λ ∈ E′

〈x, a.λ〉 = 〈x.a, λ〉 , 〈x, λ.a〉 = 〈a.x, λ〉

4(*3 ����� �)$!)*−A"�
"! 1�#)* �)$!)*

−A
36 1� :0 (*3 ����� �)$!)*−A"�

A′ 8�# 1� �
E = A �#3 ��� (&�� 6 *

49�!��

4(*3 ����� �)$! )*−A′ "�
A′′  6+! ��3 6 * $(�� ����� �;
 "�

A �#3 		,�,	 '��)



R���� �� R�S ��� ���

ϕ : X × Y −→ Z
((� � 4$%(�� F 13$�! �� 63$!�� �����& Z) Y ) X $�%0 ��& 	,�,	�����

. 8�# �� �9��+# "�� )* 36
4$(�� "�� x −→ ϕ(x, y)

((� � �
y ∈ Y �� �3�� �#&3

4$(�� "�� y −→ ϕ(x, y)
((� � �

x ∈ X �� �3�� ��
8�# �� �9��+# 63$�3�0 36 ϕ "�� )*((� � �,�,	�����

∃M > � s.t ∀x ∈ X,∀y ∈ Y ; ||ϕ(x, y)|| ≤M |||x|||y||.

.9�%0 "! #��$- ���  6+! :� 36 ϕ ���
||ϕ|| = sup{||ϕ(x, y)|| ; ||x|| ≤ �, ||y|| ≤ �}.

� � 36 Z �+ - : �
X × Y �3 63$�3� 0 ) "� � )* �� � + (�  � �� � - :�+ �� ! �,�,	� #	����)

49��* "! 1��� BL(X,Y ;Z)

Y ′ ) X ′ ��-�- :� ��� 1�#)* � � F
13$�! � � 63$!�� ���& )*

Y
)
X

$�%0 ��& �,�,	�����
.9�%0 "! #��$- ��� 6++** �� BL(X ′, Y ′; F) �3 �+�� 13+%� :� 36 x⊗ y

�
y ∈ Y

)
x ∈ X

�3��
(x⊗ y)(f, g) = f(x)g(y) (f ∈ X ′, g ∈ Y ′).

:/ �*+ � 8$!� $�$� "� � ��� & 36 1� ) 8*3* 1�� � X ⊗ Y
*�� � � � 36 Y )

X �3 �6+� �� - ��'
49�%0 "! #��$- BL(X ′, Y ′; F) 6 * {x⊗ y; x ∈ X, y ∈ Y }

 6+! :� 36 X ⊗ Y
���+,- 6+���- ���

p(u) = inf{
∑

i

||xi||||yi|| ; u =
∑

i

xi ⊗ yi}.

4*+( "! :+&�# u "��%+! ��� ����� :�� �)6 �+��7%�3 1� 6 * :0 9�%0 "! #��$-



�� :�&)3 9���7! ) #�6�$- � �)3 �,&

Y
)
X

���+,- �6+� ��- ��' 36 p(u) ��� :� (;� �
X ⊗ Y

���& 8$( �!�0 �,�,	�����
49��* "! 1��� X⊗̂Y

*��� �� 36 1� ) 8$�!��

"� � �� + � ! �� � : �+ � � !� ��  6+ ! ��3 6 * 4u ∈ X ⊗ Y
$ � % 0 �� & 
,�,	�

�

: 0 �6+ � : � $ �63* *+ 
) Y )
X 6 * � � -� - : � {yi ; � ≤ i ≤ n}

)
{xi ; � ≤ i ≤ n}

4u =
n∑

i= �
xi ⊗ yi

�#�+� �.,� �
?	 
,	� � � ����
� �� �� �*����

��3 6 * 4$(� � "� � �� +�! {xi ; �≤ i ≤ n}
)
u =

n∑

i= �
xi ⊗ yi = � $� %0 �� & �,�,	�

�

4yi = � 9�63* i = �, �, · · · , n �� �3��  6+!
�#�+� �.,� �

?	 
,	� � � ����
� �� �� �*����
��+�!

Y
)
X 6 *��-�- :� {yi ; �≤ j ≤ m}

)
{xi ; �≤ i ≤ n}

$�%0 ��& �,�,	�
�

4(*3 "�� ��+�! {xi ⊗ yi ; �≤ i ≤ n , �≤ j ≤ m}
 6+! ��3 6 * 4$%(�� "��

�#�+� �.,� �
?	 � � ����
� �� �� �*����

"�� )*((� � "�
ϕ : X × Y −→ Z

) 63$!�� �����&
Z
)
Y
)
X

$�%0 ��& �,�,	 '���
:0 "��� :� (*3 *+
+! σ : X ⊗ Y −→ Z

*�& :� �,�%! "�� ((� �  6+! ��3 6 * 4$(� �
4σ(X ⊗ Y ) = ϕ(X,Y )

�#�+� �.,� �
?	 
,	� � � ����
� ���) �� �*����

:�
πA : A⊗̂A −→ A

���+,- "��' ((� � 4$(�� ����� �;
 "�
A
$�%0 ��& 		,�,	�����
. *+( "! #��$- ���  6+!

πA(a⊗ b) = ab (a, b ∈ A).

.*+( "! #��$- ���  6+! :�
πA(A⊗̂A) ∼=

(A⊗̂A)
kerπA

�� "+��� �6�� ���
|||a|||π = inf{

∞∑

j= �
||aj ||||bj || ; a =

∞∑

j= �
ajbj , a ∈ πA(A⊗̂A)}.




� :�&)3 9���7! ) #�6�$- � �)3 �,&

��� 4$%(�� A 6 * "��� �� 8$�3 I �, · · · , In ) 63$!�� �;
 "�
(A, ||.||)

$�%0 ��& 		,�,	�����
.*+( "! #��$- ���  6+! :�

I �· · · In
�)6 ���+,-

||a||π = inf{
m∑

j= �
||a �,j || · · · ||an,j|| ; a =

m∑

j= �
a �,j · · · an,j , ai,j ∈ Ii}.

 6+! ��3 6 * 4$(�� 63$!�� �;
 "�
(A, ||.||)

$�%0 ��& 	�,�,	 '��)
||a|| ≤ |||a|||π ≤ ||a||π (a ∈ A5).

�#�+� �.,� �
?	 
,	� � � 
����
 ���) �� �*����


