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  :ديم بهتق

        پدر و مادر صبور و مهربانم 

  ونيز 

برادران دوست داشتني ام كه هميشه مشوقم هستند و 

  . دوستشان دارم



   تقدير و تشكر                                                    

  غرقه گشتند و خبر نيست از كسيي             ــــــدر بن اين بحر بي پايان بس                        

  لمي ذره است و ذره عالم است ا ع   در چنين بحري كه بحر اعظم است                                  

    )عطار نيشابوري (                                                                                                     

سپاس بي كران پروردگار يكتا را كه هستي مان بخشيد و به طريق علم و دانش رهنمودمان كرد وبه همنشيني 

اكنون در آستانه راهي . انش مفتخرمان نمود وخوشه چيني از علم ومعرفت را روزيمان ساخت رهروان علم و د

لازم مي دانم سپاسگزار تمام عزيزاني باشم كه در برابر سختي ها و  نو به پاس نعمات بي حد پروردگار بر خود

  .ناملايمات روزگار ياريم نمودند 

جناب آقاي دكتر علي پارسيان دارم كه با سعه صدر و صرف  ,م مراتب سپاس صميمانه خود را از استاد بزرگوار

سلامتي  ,از خداوند تبارك و تعالي . نامه ارائه نمودند  نوقت و دقت فراوان نكات اصلاحي ارزشمندي براي پايا

  .و توفيقات روز افزون براي ايشان خواهانم 

داوري خارجي و جناب آقاي دكتر  اكبري كه قبول زحمت نمودند ومحمد  همچنين از جناب آقاي دكتر

تشكر و قدرداني مي  ,اسماعيل نظري مدير محترم گروه رياضي كه داوري داخلي پايان نامه را متقبل شدند

  .نمايم 

 ,كه زبانم در بيان فضايلشان قاصر است بزرگواريبر خود واجب مي دانم كه تشكري ويژه وخاص نمايم از دو 

  .دات حسيني و دكتر مليحه دباغيان اميري سركار خانم ها دكتر مريم السا

صادقانه مي گويم هر آنچه توانسته ام به سر منزل مقصود برسانم از دانش و ياري ايشان بوده است و با قلبي 

سرشار از عشق ومحبت از پروردگاري كه علم محض و نور مطلق است مي خواهم كه معدن و مخزن علم لدني 

  .نثارشان كند  ,نمايد و هر چه خير و رحمت و بركت است  اش را بر قلب و زبانشان جاري
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  چكيده

در حاصلضرب دكارتي . يك پوشش استاندارد ناميده مي شود  ,با دو مجموعه باز غير چگال   �پوششي از مجموعه فشرده

,� �از يك شار  ,� �زوج هاي غير قطري  , � � به عنوان زوج هاي آنتروپي تعريف مي شوند اگر هر پوشش   � ��

,	 �استاندارد  
,� �بطوريكه  �از  �  �� � � �
��	�� � �
��
  .آنتروپي مثبت داشته باشد   ��

,� ��مجموعه چنين زوج هايي به شرطيكه  � � � �غير تهي و  , 0 � پايا هستند و بستارشان متعلق به خود آنها يا   -  �

,� �اگر هر پوشش استاندارد از شار . به قطر مي باشد  ,� �گويند شار  ,آنتروپي مثبت داشته باشد  � � آنتروپي  � �

  ) .زوج آنتروپي باشند  ,يا اينكه اگر همه زوج هاي غير قطري ( مثبت يكنواخت دارد 

از خواص زوج هاي آنتروپي براي نشان دادن مجزا بودن شار هاي مينيمال با آنتروپي صفر از شارهايي كه آنتروپي مثبت 

  . استفاده مي شود ,يكنواخت دارند
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 گفتارپيش

   

,� � زوج دو خاصيت مهم كه . گويند  شاراست را   �به   �همسانريختي از   �يك فضاي متري فشرده و  �كه  � �

 شاري ,مينيمال  شاريك . است مينيماليتي ديگري و آنتروپي توپولوژيكيكي  ,ها مورد مطالعه قرار مي گيرد شاردرباره 

   .بسته و غير تهي محض و پايا ندارد مجموعه زير  � ,در آن  است كه

تعريف شد كه در فصل دوم مورد مطالعه قرار   ��5در  1965بوسيله آدلر و همكارانش در سال  آنتروپي توپولوژيك      

را تعريف آنها مجزا بودن  , ��8فرستنبرگ در  1967سال مي پردازيم كه در   شارهافصل سوم به معرفي در و . دهيم مي 

  .مجزا هستند ها شار  – Fمينيمال از  شارهايكرد و ثابت نمود 

در الگوي كلي ديناميك توپولوژيك  كنيم كه چگونه آنتروپي توپولوژيكهدف پايان نامه فعلي اين است كه بهتر درك 

  .ها نزديك مي شويم  دستگاه اگرچه ما به اين هدف از طريق مفهوم مجزا بودن. ساخته مي شود 

,	 �نقطه  ,در بخش اول فصل چهارم       	
 � � �2 , 	 � 	
معرفي  �آنتروپي براي همسانريخت  زوجرا به عنوان   


 �مي كنيم بشرطيكه هر پوشش استاندارد , ,	 �بطوريكه   � � 	
 � � ���� 
�  � � ���� �� آنتروپي مثبت   � 

  .داشته باشد 

هايي يك پوشش استاندارد با آنتروپي مثبت شارچنين . با آنتروپي مثبت وجود دارند ي رشاهاي آنتروپي در هر  زوج     


 �و براي هر پوشش باز )   12 -  1 -  4قضيه . ( دارند , ,	 �آنتروپي  زوج ,با آنتروپي مثبت  � � 	
 � � 
� � �� 

,� ��بستار ) .  13 -  1 -  4قضيه ( وجود دارد  � �هاي آنتروپي در  زوجاز مجموعه اي  ,  � � � �, � � است  � �

�كه  �   ) .  1 -  2 -  4قضيه ( هاي آنتروپي و نقاط قطري است  زوجپايا ست و شامل  - �

,� �يك نگاشت فاكتور از  �فرض كنيد       ,� �بروي    � �  زوجدر اينصورت تصوير معكوس يك . باشد  � �

,	 �آنتروپي  زوجآنتروپي است و تصوير  زوجآنتروپي شامل يك  	
�	��آنتروپي است اگر  زوج , � � ��	
�  

,	 �باشد و  �يك زير مجموعه بسته و پايا از  
�و اگر )  2 -  2 -  4( قضيه  	

X �آنتروپي  زوج �, باشد آنگاه  � �

� 	, 	
,� �آنتروپي  زوج �   . ) 3 -  2 -  4قضيه (  نيز خواهد بود  � �

  . همه مطالب گفته شده در بالا در بخش هاي اول و دوم فصل چهارم به اثبات رسيده است 

مجزا )  2 -  2 -  4( و سرانجام در بخش پاياني فصل چهارم قضيه اصلي مان را بيان مي كنيم كه در آن با استفاده از قضيه 

  .پي صفر را ثابت مي كنيم هاي مينيمال با آنتروشارهاي قطري از شاربودن 



١ 

 

  فصل اول                                              

  مقدمات   

  

  

  

شامل بخش هايي از آناليز  و. فصل به بيان تعاريف و قضايايي مي پردازيم كه در فصل هاي بعد مورد استفاده قرار مي گيرد در اين 

  .جبر و توپولوژي مي باشد 

  

    مقدماتي از جبر    1 - 1

  .تحت اين عمل بسته و شركت پذير باشد   �نيم گروه نامند اگر   �را با عمل دوتايي    �مجموعه   : 1 – 1 -  1تعريف 

  

  داراي يك توپولوژي باشد بطوريكه دو نگاشت  �اگر . را در نظر بگيريد   ��,��گروه  :   2 – 1 -  1تعريف 

µ � � 	 � 
 �                  � � � 
 � 

� 
, � �  
 
 � �                
 
 
�1 

�با فرض اينكه روي  	  .را يك گروه توپولوژيك مي نامند  ��,��. پيوسته باشند  ,توپولوژي حاصلضرب وجود دارد  �

  

يا يك ترتيب جزيي  �را يك رابطه ترتيبي جزيي در   �. باشد  �رابطه اي در مجموعه  �فرض كنيد   : 3 -  1 -  1تعريف      

  .پاد تقارني و تعدي باشد  ,داراي خاصيت بازتابي   �گوييم در صورتيكه  �در 

,� � ,باشد   �يك ترتيب جزيي در   �اگر    .مي گويند  �با ترتيب جزيي   �را مجموعه مرتب جزيي  � �

  

,� �فرض كنيد  :   4 -  1 -  1تعريف  و  �كلي گويند هرگاه به ازاي هر   �را در  �رابطه . يك مجموعه مرتب جزيي باشد  � �

  .  � � �يا     � � �  , �از   �

  

,� �فرض كنيد    : 5 -  1 -  1تعريف  �باشد و   يك  مجموعه مرتب جزيي � � � را يك زنجير  �مجموعه .  �

,� �در   .كلي باشد  , �به   � نامند در صورتيكه رابطه القايي  � �

  



٢                       �����ت                                                                                                                       

 

 

 

,� �فرض كنيد  :   6 -  1 -  1تعريف       �باشد و   مجموعه مرتب جزيي  � � �  �را يك كران بالاي   �از   �عضو .  �

,� �را يك عضو ماكسيمال   �از   �عضو .   � � �  ,  �از   �گويند هرگاه به ازاي هر  نامند در صورتيكه به ازاي هر   � �


�آنگاه    
 �  �اگر   �از    �  
  .  

  

,� �فرض كنيد  )  لم زرن :  (  7 -  1 -  1گزاره       در اينصورت اگر هر زنجير در . باشد  يك مجموعه مرتب جزيي � �

� �, ,� �داراي يك كران بالا باشد آنگاه   � �   .حداقل يك عضو ماكسيمال دارد  � �

� �مي نويسيم    � � �آنگاه معمولا به جاي   ,باشد  �يك ترتيب جزيي در   �هرگاه   �  .  

3�براي مطالعه بيشتر در اين زمينه �4�و    �  . پيشنهاد مي شوند  

  

�1حاصلضرب دكارتي       	 �1هر عنصر . دو مجموعه را در نظر مي گيريم   �2 	 ,�1 �جفتي است مانند  �2 با  � �2

�� � A� , ! � ,�1 �لذا جفت .  1,2 :"تابع  � �2 $ 1,2 % 
 �1 & ��1"با تعريف   �2 � ��2"و   �1 � را  �2

:"به عكس هر تابع . معين مي كند  $ 1,2 % 
 �1 & ��1"با خاصيت  �2 � ��2"و   �1 � عنصر   �2

� �1, �2 � � � "�1�, �1از  ���2" 	 لذا به آساني مي بينيم كه تناظر يك به يك اي بين مجموعه . را معين مي كند  �2

�1تمام توابع از اين نوع و مجموعه  	 اين ما را به تعميم مفهوم حاصلضرب دكارتي به صورت زير هدايت مي . وجود دارد  �2

  .كند 

  

'� $فرض كنيم :    8 – 1 -  1تعريف         �    ! � انديس گذاري  ) خانواده اي از مجموعه ها باشد كه بوسيله مجموعه % )

:"مجموعه تمام توابع   '�مجموعه هاي ) دكارتي ( حاصلضرب . شده اند  ( 
 ) است بطوريكه به ازاي هر     *�''�

! � (  , "�!� �   . نموده مي شود   ��∏اين حاصلضرب با .  '�

∏حال فرض كنيم  A�,به ازاي هر . يك حاصلضرب دكارتي باشد   *�' � :.πنگاشت   ) ∏ �''�* 
 A/   را با

" 
 :.π ,يا با نماد ديگر . تعريف مي كنيم   �,�" $�'% 
     . ام نام دارد  ,تصوير حاصلضرب روي مولفه .  /�

  

   مقدماتي از آناليز و توپولوژي        2 - 1

,0 �فرض كنيد :   1 -  2 -  1تعريف  �يك فضاي متريك باشد و   � 1 �    :نشان مي دهيم  � � �1را با  � قطر.  0

  

1� � � � sup $ d � a1, a2 �   �    a1, a2 � A  % 
  

,0 �فرض كنيد :   2 -  2 -  1قضيه  � ,يك فضاي متريك باشد   � 1 � 7و    0 �   :آنگاه احكام زير معادل اند .    0

  .است  �يك نقطه انباشتگي   7)  الف      

    .است  �شامل تعدادي نامتناهي نقطه از   7هر همسايگي )  ب       

8
وجود دارد كه همواره  �از نقاط  8%
$دنباله اي مانند  )  پ        9 p    وليlim8
= 
8 � 7  .  

  



٣                       �����ت                                                                                                                       

 

 

 

,0 �در فضاي متريك :   3 -  2 -  1قضيه  <فشرده و   0اگر  , � 1 �   .فشرده است  <بسته باشد آنگاه   0

داراي خاصيت اشتراك متناهي است در صورتيكه اشتراك هر  0از زير مجموعه هاي  ? مي گوييم گردايه :   4 -  2 -  1تعريف 

,�1 $به عبارت ديگر هرگاه . زير گردايه متناهي از آن غير تهي باشد  … , باشد آنگاه   ?يك زير گردايه متناهي و دلخواه  % �8

A ��
8
'B1 9 C   .  

  

  : در اينصورت گزاره هاي زير دو به دو معادل اند . يك فضا باشد  0فرض كنيم :    5 -  2 -  1قضيه 

 .فشرده است  0 )1(

Aباشد بطوريكه  0خانواده اي از مجموعه هاي بسته   *�'%'<$  اگر )2( >''�* � C   زير مجموعه اي متناهي  )آنگاه

Aدارد كه   Dمانند  >EE�F � C  . 

آنگاه  ,باشد كه داراي خاصيت اشتراك متناهي است  0خانواده اي از مجموعه هاي بسته    *�'%'<$اگر  )3(

A >''�* 9 C . 

  

داراي يك نقطه انباشتگي در  0از   Gآنگاه هر زير مجموعه نامتناهي   ,فشرده باشد  0اگر فضاي متريك :    6 -  2 -  1قضيه 

  .است  0

  

خانواده شمارا از مجموعه هاي باز  I�H8 %8 $چنانچه . فضاي متريك فشرده باشد  0فرض كنيد )  1بير :  (   7 -  2 -  1قضيه 

Aو چگال باشد در اينصورت  H88�I  چگال است  0در.  

  

8%8
$هر دنباله فشرده است اگر وتنها اگر  0فضاي متريك )  فشردگي دنباله اي :  (   8 -  2 -  1قضيه �I    داراي نقطه

  .باشد  0همگرايي در 

  

  .يك فضاي هاوسدرف است  ,فضاي متريك هر :    9 -  2 -  1قضيه 
  

  

,�0 فرض اين خواهد بود كه ,در دو تعريف و قضيه زير  J�  و�K, L�  دو فضاي توپولوژيك دلخواه اند. 

  

:"فرض كنيم :    10 - 2 - 1تعريف  0 
 K   و
 � پيوسته گوييم هرگاه به ازاي هر مجموعه  
را در   "در اينصورت .   0

� H �"وجود داشته باشد بطوريكه   
شامل  Hمجموعه بازي مانند  , Mمانند  �
�"باز شامل  � M .  

  

:"فرض كنيم :    11 – 2 -  1تعريف  0 
 K    و� �  �از   
گاه در هر پيوسته گوييم هر �را بر   "در اينصورت .  0

�بالاخص در حالت . پيوسته باشد  �   .پيوسته است   "بطور خلاصه خواهيم گفت   0
  

                                                            
١
 ��!� 



٤                       �����ت                                                                                                                       

 

 

 

:"فرض كنيم :    12 – 2 -  1قضيه  0 
 K  . پيوسته است اگروتنها اگر به ازاي هر مجموعه باز )  0بر (  "در اينصورتK 

  .باشد  0يك زير مجموعه باز   ��1�M"زير مجموعه  , Mمانند 

  

  :قضيه فوق را مي توان بصورت زير نيز بيان كرد : تبصره 

,�0فرض كنيم  J�   و�K, L�   تابع . دو فضاي توپولوژيك باشند": 0 
 K  پيوسته است اگروتنها اگر به ازاي هر عضو

  .باشد  Jعضو توپولوژي   ��1�M"مجموعه  , Mمانند   Lتوپولوژي 

  

  

:"دو فضاي دلخواه باشند و  Kو  0فرض كنيم :    13 -  2 -  1قضيه  0 
 K   يك تابع باشد در اينصورت گزاره هاي زير دو

  :به دو معادل اند 

 .پيوسته است  " )1

� �N �"  ,  �مانند  0به ازاي هر زير مجموعه  )2 � "���OOOOOO  . 

  
  

,�0فرض كنيم :  14 – 2 -  1تعريف  J� يك فضاي توپولوژيك باشد وK � H$گردايه  در اينصورت. 0 P K � H � J%  

 0را زير فضاي  Kمي نامند و  Kيا توپولوژي زير فضايي در  Kبه  Jاين توپولوژي را توپولوژي القايي . است  Kيك توپولوژي در 

  .مي خوانند 

  
  

  دنباله هاي زير جمعي 

  

 , Qمتعلق به  Rو    �يك دنباله از اعداد حقيقي باشد بطوريكه به ازاي هر   Q�8%�8$فرض كنيد :    15 – 2 -  1قضيه 

�8ST U �8 V �T   ) در اينصورت   ) . يعني دنباله زير جمعي باشدlim8
= �8 n⁄ � a                           كه

� � inf $�8 n⁄  � R Z 1 %  .  

�8:  داريم   Q�8%�8$با توجه به زير جمعي بودن دنباله : اثبات       U �1 V �8�1 U [ U R�1    و در نتيجه

� U �به ازاي هر   ,با همين استدلال  �1 � Q    خواهيم داشت�.T U ,�T  . بزرگتر از صفر را در نظر گرفته  \حال, 

� ] �Tرا چنان اختيار مي كنيم كه  0 ^ ��� V Rهر  .   �_ Z Rرا مي توان بصورت   � � ,� V � ,                 

0 U � U � `   بنابراين  . نمايش داد   ١
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  و خواهيم داشت 

lim sup
8
=

�8 n⁄  ^  lim sup
.
=

 

,�T V sup
1abaT

�b

,�
 �  

�T

�
U  � V _  . 

  


lim8به اين ترتيب    = �8 n⁄ � a .                 □           
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  فصل دوم

  دستگاه هاي ديناميكي توپولوژيك  

 

 

  

كمينگي و  ,آن نظير ترايايي  و برخي از خواص توپولوژيك. ازيم در اين فصل به معرفي دستگاه هاي ديناميكي توپولوژيك مي پرد

گاه هاي ديناميكي دست ,در بخش آخر  در بخش چهارم با مفهوم آنتروپي توپولوژيك آشنا مي شويم و و. تزويج را ارائه مي دهيم 

  .را مطرح مي كنيم  ,كه بخش مهمي از دستگاه هاي ديناميكي را تشكيل مي دهند  نمادين

  

1گاه ديناميكي تتعريف دس       1  -  2
  

عمل   Xروي   � ∗,� �مي گوييم . يك مجموعه باشد  Xيك گروه يا نيم گروه و   � ∗,� �فرض كنيد :   1 - 1 -2تعريف  

ϕتابع      مي كند هرگاه  ∶ G ∗ X → X      به گونه اي موجود باشد كه  

  ϕ� �, 
 � � ϕ��
�                         

 كه به صورت زير تعريف مي شود �ϕتابع  )1

∀      � ∈ �              
   ����  ϕ� �, 
 � 

�ϕ  �. باشد   Xيك تبديل از         ∶ X → X     يعني  �   

  

,�هر براي )   2 � ∈ 
و هر   � ∈  داشته باشيم �

ϕ � �, ϕ � �, 
 � � � ϕ � � ∗ �, 
 � 

  .مي نامند  Xرا گروه يا نيم گروه عمل كننده روي    � ∗,� �در اين صورت

  

در اينصورت زوج  ,باشد   Xعمل كننده روي مجموعه گروه يا نيم گروه  �فرض كنيد :   2 – 1 – 2تعريف   � �, � ϕ���∈��    ديناميكي گويند  دستگاهرا.  
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,� �آنگاه زوج  ,باشد  �توپولوژيك عمل كننده روي فضاي توپولوژيك گروه يا نيم گروه  �در تعريف فوق اگر  � ϕ���∈��   

  .توپولوژيك مي نامند ديناميكي  دستگاهرا 

  

و يا به عبارت ديگر تبديل   �روي فضاي متري فشرده   &عمل گروه  ,آنچه در اين پايان نامه مورد مطالعه قرار مي دهيم  ': � → ��  (' ,و تركيب هاي آن   � ∈   .مي باشد   �&

ϕدر اينصورت واضح است كه     ∶ & * X → X       و براي هر� ∈ &  ,  ') � '+'+ … �مرتيه- '+. ϕ) � .  

  ϕ� �, 
 � � ')�
�                                  

  

,� �بنابراين بصورت خلاصه زوج  نگاشتي   'فضاي متري فشرده و   �مي ناميم كه  2دستگاه ديناميكي توپولوژيكرا    �'

  .پيوسته يا همسانريخت است 

  

    ترايايي     2 - 2
3
    

:'  در اين بخش به معرفي برخي ويژگي هاي اساسي نگاشت پيوسته يا همسانريخت  � → مي  �تري فشرده روي فضاي م�

  .پردازيم 

  

:'فضاي متري فشرده و   �فرض كنيد :    1 - 2 - 2تعريف  � → تحت  �از   /زير مجموعه . نگاشتي پيوسته باشد   �

�/�'پايا ناميده مي شود هرگاه     'نگاشت  ⊆ /  .  

  

  نيز پاياست زيرا   /در اينصورت .  پايا باشد    'نگاشت تحت �از   /فرض كنيد زير مجموعه :    2 - 2 - 2لم 

                                              ⟹   '2 / 3 ⊆  /    ⊆ /   '2 / 3  ⊆   '�/�  

  


براي :  3    -2 - 2تعريف  ∈   به مجموعه   �

                                                              �  ')
 ∶    � ∈ &  � �  �… , '42
 , '41
 , 
 , '
 , '2
 , … �    

                                                           
٢
 '+5+"+� !�" ����� !�" #�#$%� 
٣
 '6��# $ 7 $� 
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4مدار
   
  .نشان مي دهيم  
)O    (ناميده و با  'تحت      

  

:'همسانريختي :  4  - 2 - 2تعريف  � → ,� �يا دستگاه (   �فضاي متري فشرده  از  �  را ترايا)   �'
5

اگر نقطه  ,ناميم   


اي مانند  ∈ 
� + � چگال باشد   �چنان موجود باشد كه مدار آن در   �� � را نقطه ترايايي يا تراگذر ي  
نقطه  . ��

  .مي ناميم 

  

�:'نگاشت پيوسته :  5 -2 - 2تعريف       → 6را تراياي پيشرو  �فضاي متري فشرده  از  �
مي ناميم اگر نقطه اي مانند    
 ∈ 
('  �ر آن موجود باشد كه مدا  � ∶    � ∈ &8 ∪ �0�  � �  �
 , '
 , '2
 , … چنين . چگال باشد  �در   �

  .نقطه اي را نقطه ترايايي پيشرو مي ناميم 

  

�فرض كنيد  :    6 - 2  – 2مثال  � 
�'و   � 1,1: �� � :

در اينصورت هر    ∈   زيرا . يك نقطه ترايايي است   �

   ;�1� � � ')�1� ∶   � ∈ & � � �… , '42�1� , '41�1� ,1 , '�1� , '2�1� , … � � � :1,1 �   
 

�فرض كنيد  :    7 - 2  – 2مثال  � � �:1, :1�, �:1,1�, �1, :1�, 
�'و   � ��1,1, �� � �:�, 
در  �


�اينصورت هر , �� ∈ X  زيرا. يك نقطه ترايايي است  

           ;�1,1� � � ')�1,1� ∶   � ∈ & � � � �:1, :1�, �:1,1�, �1, :1�, �1,1� � � � 

  

�فرض كنيد :    8 - 2  – 2مثال  � < :'نگاشت پيوسته .   ⁄& � → 
�'                                 را با ضابطه   �� � 2 
 يعني . تعريف مي كنيم ��1+�� 

      

                                         ( )
1

2

1

2

2                0 x<
 = 

2x-1            x<1        

x
T x

≤


≤
           

متشكل از   2122111112211121 22221...2221111...ابتدا دنباله . حال نشان مي دهيم كه نگاشت فوق تراياي پيشرو است      

ام آن را  nرا در نظر مي گيريم و جمله ...  ,112  ,111سه تايي  ,  22  , 21  , 12  , 11دوتايي  , 2و 1كليه بلوك هاي يك تايي 
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    باA نشان مي دهيم كه
) ∈ �1 , 
حال نقطه  .  �2 ∈ D0 ,1�    را با بسط
 �  ∑ FG41

2GH1
I)J0   در نظر گرفته ادعا

                                            واضح است كه                                                                         . مي باشد  يييك نقطه ترايا 
مي كنيم كه  

 '
 � 2 -∑ FG41

2GH1
I)J0 .     ��+�1�  

 � -
0 :  1 K ∑ FGH141

2GH1
I)J0  .         ��+�1�   

 � ∑ FGH141

2GH1
I)J0  


L'بطور مشابه � ∑ MNHO41

2NH1
IAJ0       .  


 ('  �براي آنكه نشان دهيم مجموعه         ∶    � P كافيست نشان دهيم كه براي  ,چگال است   �D0,1در    �  0

"هر ∈ Q  و هر بازه به فرم  D  R
2S , RH1

2S  T     0    1:كه U 5 U  2V مي توانW P X'            را چنان يافت كه  0  
 ∈  D  R
2S , RH1

2S  T   . ابتدا , منظور    اين   براي   p   1    دودويي   نمايش   با     را …  V41   0    مي    نظر   در  آن

1   , 0}  1 {   كه     گيريم …  V41                                                 را چنان مي يابيم كه Wحال عدد طبيعي .  0    ∋

               
X �  0 K 1 , 
X81 �  1 K 1 , … , 
X8V41 �  V41 K X'يعني   1  
 ∈  D  R
2S , RH1

2S  T  .زيرا  

 

         
Y
2S � ZS[1*208ZS[2*218⋯8Z1*2S[28Z0*2S[1

2S � ∑  ZG
2GH1

]41AJ0 � ∑  FGH^41

2GH1
]41AJ0  

  و           

           'X
 �  ∑  FGH^41

2GH1
IAJ0           _           ∑  FGH^41

2GH1
]41AJ0  �  

2̀a 
  

�فضاي :    9 - 2  – 2مثال       � < αو ثابت   ⁄& ∈ D0,1�    همسانريخت . را در نظر بگيريد':� → را با ضابطه   � '�
� � 
 K b ��+�1�   بسته به اينكه  ,يي نگاشت مذكور دو حالت مختلف در مورد ترايا. تعريف مي كنيمα   گويا يا

  . گنگ باشد اتفاق مي افتد

:'در اين حالت مي توان نشان داد . گويا  نيست   αابتدا فرض مي كنيم كه : اثبات       � → 
ترايا مي باشد و  � � 0  

با توجه به اينكه اين مجموعه نامتناهي و . چگال است   &∋(� 0(' �براي اين منظور بايد نشان دهيم . نقطه ترايايي آن است     < 
مي توانيم   ,فشرده است ⁄& ∈ < .را چنان بيابيم كه    c0('و زير دنباله  ⁄& ')c0 � �Zb ��+�1�   → 
  

ϵبه ازاي هر       _ �به دلخواه كوچك   0Z _ �f  گيريم كه  را طوري در نظر مي|')c0 : 
| h i
2

j0('|          و   : 
| h i
2

c0('|بنابراين .   : ')j0| � |')c4)j0| h k   . به علاوه,  ')c0 l ')j0   چرا كه در غير
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2Am4An3o0  ,  p'پس نقاط   . خواهد بود   αاينصورت متناقص با غير گويا بودن  ∈ . را قطع مي كنند   ϵهر بازه بطول    &

  . تراياست  'را به اندازه كافي كوچك اختيار كرد و به اين ترتيب   ϵمي توان 

bحال فرض كنيد   � Yq   بطوريكهr l ,5و    0 r ∈ 
به ازاي هر نقطه مانند . نسبت بهم اول اند   & ∈ مدار    �

� ')

 �يك مجموعه متناهي بصورت   &∋(� , 
 K Yq   ��+�1 �, … , 
 K Y� q41 �q در . مي باشد   � � �1+� � 

                                                                                                          □ .نمي تواند ترايا باشد   'نتيجه نگاشت 

        

 مشخصه هاي ديگري از ترايايي   3 -  2

  .قضيه زير شرايط هم ارزي را براي ترايايي يك همسانريختي روي يك فضاي متري فشرده بيان مي كند 

  

  .گزاره هاي زير هم ارزند :    1 -  3 - 2قضيه 

:'نگاشت  )1 � →  .تراياست   �

,41'يك مجموعه باز و   sاگر  )2 s' �پايا  -  ' � s � آنگاه  ,باشدs  چگال است و يا  �درs � ∅ . 

�باشند آنگاه براي بعضي مقادير  �دو زير مجموعه باز و ناتهي از  uو sاگر  )3 ∈ s⋂u('خواهيم داشت   & l ∅ 

wمجموعه نقاط ترايايي   )4 � x 
 ∈ �  ∶     � ')
yyyyyyy� �)∈&� � �    z  را مي توان بصورت اشتراك شمارا از

 .مي نامند  }�را يك مجموعه چگال   w اصطلاحا. نشان داد   �جموعه هاي باز و چگال در م

s'همچنين فرض كنيد . باشد  �داراي مدار چگال در   
فرض كنيد  )  1( ⇒) 2: (اثبات       � s l باز  sچون .   ∅


('   چنان موجود است كه �عدد صحيح  ,است  ∈ s   
 ∈ '4)s    بعلاوه به ازاي هر .  يا� ∈ خواهيم داشت   & '}�
� ∈ '}4)�s� � s    و چون
⋃ � �داراي يك  مدار چگال است    '}
 �}∈&yyyyyyyyyyyyyyyyy � نتيجه  �   يعني    �

  .نيز چگال است  sمي گيريم كه 

,41'مجموعه ) 2(طبق . مجموعه هاي باز و غير تهي باشند  uو sفرض كنيد )  2( ⇒) 3( ⋃پاياي   -  ' '))∈& s    در ⋃ � بنابراين . چگال است  � '))∈& s � ∩ V l Wو در نتيجه وجود دارد    ∅ ∈ Xs'بطوريكه    & ∩ u l ∅   .  


 �مجموعه چگال ) 3( ⟹) 4()   ∶     � ∈ ونيز گوي هايي با شعاع    � &
1L  ,  p _ 
 ��ورت را كه بص 1), 1L � 

  :تساوي زير حكم را نتيجه مي دهد . نمايش داده مي شوند را در نظر بگيريد 

                x 
 ∈ �  ∶       �'}
� �}∈&� � �    z � ⋂ ⋂     ⋃ '}I}J4IILJ1
I)J1 �� 
), 1L � 

� ∀ � P 0, ∀ p P 1   ∃� ∈ & ∶   '}
 ∈ � - 
), 1p . 
{'�   آنگاه � �}∈&� �   � يعني اگر �
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                                                                          □  .اثبات اين قسمت از مطالب بالا نتيجه مي شود )  4( ⇒ )1(

  

     7 كمينگي   4  -  2

,��  دستگاه:  1 - 4 - 2تعريف  
است اگر هر   8نهكمي �' ∈   .باشد   �داراي مدار چگال در  �

  

  .لزوما تراياست  كمينه دستگاههر :   2 -  4 - 2قضيه 

  □                              .واضح است  كمينههاي ترايا و  دستگاهاز تعاريف : اثبات 

  


�'غير گويا باشد آنگاه  αاگر :   3 - 4 - 2مثال � � 
 K b ��+�1�   است  هكمين .  


كافي است نشان دهيم كه براي هر : اثبات  ∈ < ��و هر همسايگي مانند  ⁄& ∈ < &⁄ , k _ 0�, �� : k, � K k�   


�('چنان يافت مي شود كه  nعدد طبيعي �  ∈ �� : k, � K k� .  

�نقطه . مي باشد  0
مانند  يييعني داراي حداقل يك نقطه ترايا ,تراياست  'مي دانيم كه  ∈ < را انتخاب و آن را ثابت   ⁄&

�زير دنباله اي مانند  , 0
با توجه به ترايايي  . در نظر مي گيريم Z چنان موجود است كه                                   ')c
0 →  � : 
 K 
  پس . �+�1�� 0

                            

           ')c
 � �Zb K 
       ��+�1� 

                                           � �Zb K 
0 K �
 : 
0�         ��+�1�                                                 
                                           � ')c�
0� K �
 : 
0�           ��+�1� 
                                           → � K �
0 : 
� K �
 : 
0� � �         ��+�1� 

  

  .بيان مي كند  كمينهقضيه زير چند گزاره هم ارز با تعريف 

  

                                                           
٧
 � � ��" $� 
٨
 � � ��" 
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:'فرض كنيد :  4 - 4 - 2قضيه  � → ر معادل گزاره هاي زي. باشد   �يك همسانريختي روي فضاي متري فشرده  �

  يكديگرند

 .است  كمينه ' )1

���' يك مجموعه بسته و  �  اگر )2 � �آنگاه  ,باشد  � � �يا  ∅ � � . 

sاگر  )3 l �يك مجموعه باز باشد در اينصورت  ∅ � ⋃ '))∈& s . 

lبسته و �فرض كنيد )  1( ⟹) 2: (اثبات  ∅ '��� � 
و فرض كنيد  � ∈  شود كهنتيجه مي ) 1(با توجه به فرض .  �

      � � � ')
��)∈&�  ⊂ � ⊂ � .  

�يك مجموعه غير تهي باز باشد آنگاه  sاگر )  2( ⟹) 3( � � : �⋃ '))∈& s�   چون . بسته و پاياست� l �  

�پس خواهيم داشت  � �بنابراين  , ∅ � ⋃ '))∈& s .  


نقطه )  3( ⟹) 1( ∈ �چون به ازاي بعضي مقادير . را در نظر بگيريد   �از  sو زير مجموعه غير تهي باز  � ∈ داريم  & 
 ∈ ')s  ) (4'در نتيجه ) ) . 3(طبق فرض
 ∈ s  .   اين نشان مي دهد كه� ')
  .چگال است �در   �&∋(��

 دستگاهيا به عبارت ديگر هر . است  مينهكقضيه بعد اين نكته جالب را بيان مي كند كه هر همسانريختي شامل يك همسانريختي 

   □                         .دارد  كمينه دستگاهيك زير  ,

  

:'اگر :   5 - 4 - 2قضيه  � → باشد آنگاه يك مجموعه بسته غير تهي   �يك همسانريختي روي فضاي متري فشرده   �

wمانند  ⊂ w'موجود است كه   � � w   و': w → w  است كمينه.  

  . اين قضيه با كاربردي از لم زرن به اثبات مي رسد : اثبات 

�  زير مجموعه اي بسته و غير تهي است       �  / فرض كنيد        � � / ⊆ � ∶    '/ � خا نواده تمام زير   /

,41'مجموعه ها ي  رابطه  �روي . اشد مي ب �اين خانواده غير تهي است زيرا شامل . باشد   �بسته و غير تهي   , پايا  -  '

  ترتيب جزيي را بصورت زير تعريف مي كنيم

/1  ≼  /2    ⇔    /1  ⊆  /2 

b   :   فرض كنيم. مي باشد   εرابطه فوق يك ترتيب جزيي روي  ∈   صورتباشد در اين  �زنجيري از عناصر   �/  �   � �

/ �  ⋂ / '-                                    . مي باشد  �ز عناصر يك زير مجموعه بسته و پايا ا   ��/ � ' �⋂ /�� � � ⋂ ' /�� � ⋂ /�� � /واضح است كه . مي باشد ε لذا عنصري از        3زيرا  / �  ⋂ /�� 

bيك كران پايين براي زنجير   ∈ � �    :�  /� غير تهي است پس بنا به لم زرن يك  �به فشردگي  كه با توجه. مي باشد   

wعنصر كمينه مانند  ⊂   .وجود دارد   �
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 - w � w� آنگاه  w� U  w و  w ∈ � , w� ∈ نتيجه مي گيريم )   4 – 4 – 2( از قضيه ) 2(با توجه به بند  .يعني اگر �

:'كه  w → w  است  كمينه .               □       

   

  

  9 آنتروپي توپولوژيك      5 -  2

را  اندازه گيري مي  دستگاهپيچيدگي   ,هاي ديناميكي  دستگاهدشواري حدس و در   ,آنتروپي كميتي است كه در نظريه  احتمال 

  .كند 

گرف توسط كولمو 1958هاي ديناميكي اولين بار توسط شانون پايه گذاري شد و در سال  دستگاهآنتروپي احتمال در نظريه      

غير مزدوج بودن دو  ,پيشرفت هاي زيادي نمود وي با استفاده از كارهاي شانون نشان داد كه چگونه مي توان با استفاده از آنتروپي 

  .را مشخص كرد و كارهاي او الهام بخش تحقيقات جديدي در اين زمينه بود  دستگاه

ارائه شد و  D5Tكانيم و اندرو در  ,توسط آدلر  1965ش در سال مفهوم آنتروپي توپولوژيك براي توابع پيوسته از يك فضا به خود

  .امروزه نيز مطالعه در اين زمينه همچنان ادامه دارد 

آن است كه همه آنها  ,شاخصه مشترك اصلي بين آنتروپي شناخته شده در فيزيك و آنچه كه شانون ارائه داد وآنتروپي توپولوژيك 

  .را ارائه مي دهند  دستگاهآنچه كه فيزيكدانها علاقه مندند يعني بي نظمي يا  دستگاهعددي هستند كه پيچيدگي 

  .در پايان نامه حاضر آنتروپي روي فضاي توپولوژيك مورد بررسي قرار مي گيرد 

در اين بخش به معرفي آنتروپي توپولوژيك به عنوان يك كميت عددي مي پردازيم كه پارامتر مهمي در بررسي ديناميك توابع 

  .پايا بوده و نقشي اساسي در رده بندي توابع پيوسته ايفا مي كند  ,تحت رابطه تزويج توابع  ,اين كميت . است 

                                                                                                                                                           

bفرض كنيد :  1 - 5 - 2ريف تع � � �Z�Z∈�  در اينصورت قطر يك پوشش . باشد  �پوشش بازي براي فضاي متري فشرده

  باز بصورت زير تعريف مي شود
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