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ণپاسࢂචاری
و ندانند او های نعمت شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس

معصوم، طاهران او، پاك خاندان و محمˁد بر درود و سلام و نتوانند. گزاردن را او حق کوشندگان،

است. وجودشان وامدار وجودمان که آنان هم

انسانͬ از سپاس عابدی اسمعیل دکتر آقای جناب ارجمندم، استادراهنمای از تجلیل که آنجایی از

اند، سپرده دستش به که را هایی امانت سلامت و کند مͬ تامین را آفرینش غایت و هدف که است

”ˁجل و ˁعز الʓˊه یشͺر لم المخلوقین من المنعم یشͺر لم من ” باب از و وظیفه حسب بر تضمین؛

نمايم. مͬ تشͺر

های نگاه دوران، آن زیبای شیطنتهای و زياد های دغدغه و فراوان راههای پیمودن از پس همچنين

این های خستگͬ که کنارم، در برادرم حضور زیبایی و شوق، برق از پر های چشم با مادرم، پدرو

جوابͽوی ͷنزدی ی آینده در بتوانم کنم.امیدوارم مͬ تشͺر کرده تبدیل راه روشنͬ و امید به را راه

بشوم. وجودشان های زیبایی درک به وقادر باشم آنها محبت همه این

رساله این مشاوره زحمت دوست حقیقت قربانعلͬ دکتر آقای جناب شایسته؛ و کمالات با استاد از

نمايم. تشͺر گرفت عهده بر را

تقبل را پایان��نامه این داوری و نظارت زحمت که بدلͬ حاج علͬ دکتر جناب از سپاس و تشͺر

فرموده�اند.

که ایشان چشمداشت بی های راهنمایی و ها یاری دلیل به نظری زهرا سرکارخانم از همچنين

کنم. تشͺر نمودند آسانتر برایم را سختیها از بسیاری

پناه امام فاطمه سيده

١٣٩١ دی
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چͺیده

مختلط فضافرم روی (ϕ, g, ξ, η)کنتاکت باساختارتقريبا حقيقͬ ابررويه ͷيM کنيم مͬ فرض

Mبرقرار روى RξLξg = ٠ رابطه اگر کنيم مͬ ثابت نامه پايان دراين باشد. c ̸= ٠ M(c)که

عملͽر بيانگر ترتيب به فوق دررابطه Lξ Rξو که M(c)است. در هاف ابررويه ͷيM باشد.آنگاه

است. ξ ساختاری برداری ميدان به نسبت لͬ مشتق و ژاکوبی

کنيم. مͬ بندی طبقه M(c)را روى هاف های ابررويه نامه پايان دراين همچنين

هاف. ابررويه ساختاری، عملͽرژاکوبی ، حقيقͬ ابررويه واژه�ها: کلید

ج



پیشͽفتار

کامل طور شوندبه مͬ ناميده A١, A٢, B, C,D,Eکه فضاهايی ۶مدل به حقيقͬ های ابررويه

است. شده بندی [١٠]Takagiطبقه توسط

Montiel and Romero [١١] Hn(C)توسط[١]Berndtو در حقيقͬ های ابررويه ديͽر ازطرف

است. شده بندی طبقه

,A٠ناميده A١, A٢, B که فضاهايی مدل ۴ Hn(C)به هافدر هایهمͽن ابررويه [١]Berndtهمه

است. کرده بندی طبقه شوند مͭ

ژاکوبی AروىM(c)باشرايطمختلفباعملͽر ازنوع هایحقيقͬ ابررويه روى مطالعاتͬ همچنين

کرد. مشاهده توان ,[٢]مͭ [۶], [٩], [١١] منابع در که است شده Rξانجام ساختاری

Characterizations of real hypersurfaces oftype A in مقاله براساس نامه پايان اين

است. شده [١٣]تنظيم a complex space form

خمينه ، اوليه مفاهيم بخش ٣ به است شده نامͽذاری اوليه مفاهيم و تعاريف که اول درفصل

ابتدايی بخش ٢. است شده بندی طبقه مختلط تقريبا ساختار و مختلط های ،خمينه ريمانͬ های

مختلط، تقریباً مختلط، مباحثخمینه�های بخشسوم ولͬ است مقدماتͬ تعاريفوقضايای شامل

کامل طور کنتاکتبه متری کنتاکت، تقریباً متری کنتاکت، تقریباً کاهلری، هرمیتͬ، هرمیتͬ، تقریباً

است. شده مطرح

،ͷهولومورفي برشͬ خميدگͬ های مفهوم است مختلط فرم فضا زمينه فضای که دوم فصل در

شود. مͬ بيان ساختاری برداری ميدان هاف، ،ابررويه Fubini− study ͷمتري

که α, β, γ های جهت در گراديان کاربردی روابط اثبات لحاظ از پرحجمͬ فصل که سوم فصل در

واثبات بيان کامل طور به مختلط فرم فضا روی ديͽر اساسͬ روابط همچنين است آمده مقاله در

هستند. قضايا و ها لم گشای گره بعدی فصل در روابط اين است شده

بخش در همچنين است. شده مطرح اساسͬ لم ۵ اثبات و بيان اول بخش در چهارم فصل در

های ابررويه که است، شده بيان O −MR [۶], [١١] نام به اثبات بدون ای قضيه فصل اين دوم

فرض که است آمده بااثبات قضيه ٢ درادامه کند مͬ بندی طبقه شرايطͬ احتساب با را حقيقͬ

کنند. مͬ برقرار را O −MR قضيه

چ



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه

خمينه ، اوليه مفاهيم بخش ٣ به است شده نامͽذاری اوليه مفاهيم و تعاريف که فصل دراين

ابتدايی بخش ٢. است شده بندی طبقه مختلط تقريبا ساختار و مختلط های ،خمينه ريمانͬ های

خمینه�های مباحث سوم بخش اما است ريمانͭ هاى خمينه و مقدماتͬ وقضايای تعاريف شامل

کنتاکت، تقریباً کاهلری،کوشͬ-ریمان،کنتاکت، هرمیتͬ، هرمیتͬ، تقریباً مختلط، تقریباً مختلط،

مشاهده فصل دراين همچنين است. شده بيان کامل طور به کنتاکت متری کنتاکت، تقریباً متری

خمینه�های که تفاوت این با هستند مختلط خمینه�های مشابه کنتاکت خمینه�های که کرد خواهيم

مͬ�باشند. فرد بعد با کنتاکت خمینه�های و زوج بعد با مختلط

اولیه مفاهیم ١.١

از عبارتست p Mدر مماسروي بردار ͷباشديM خمينه از ای نقطه p فرضکنيد تعریف١.١.

,fدارای g ∈ C∞(M) و a, b ∈ R هر ازای به بطوريͺه V : C∞(M) −→ R مقدار حقيقͬ تابع

باشد: زير شرايط

V (af + bg )= aV (f )+bV (g ) باشد خطͬ - R -١

V (fg )= V (f )g (p )+f (p )V (g ) باشد لايبنيتزی -٢

Tpنمايش (M ) با را p Mدر مماسروی بردارهای همه Mمجموعه از p نقطه هر در .١.١ تبصره

دهيم. مͬ

π : TM −→ M و آن مماس کلاف TM هموار، خمینۀ ͷی M کنید فرض .٢.١ تعریف

مانند C∞ نگاشت ،M روی C∞ برداری میدان ͷی از باشد.مقصود مماس کلاف تصویر نگاشت

١



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

عضو ،x ∈ M نقطه هر به X بنابراین . π ◦X = idM طوریͺه به مͬ�باشد X : M −→ TM

مͬ�دهد. نسبت را TxM از Xx

هرگاه Mاست خمينه ͷي از ای زيرخمينه P خمينه .٣.١ تعریف

باشد Mاز ͬͺتوپولوژي زيرفضای P -١

ͷي به ͷي dj مشتق نگاشت p ∈ P هموارباشدودرهرنقطه j : P ⊆M شمول نگاشت -٢

باشد.

هر ازاى به بطوريͺه هموار نگاشت ͷي از ϕعبارتست :M −→ N وری غوطه ͷي تعریف١.۴.

باشد. ͷي به ͷي dϕp ، p ∈ P

V برداری فضای روی متقارن خطͬ دو فرم ͷی را b : V × V −→ R نگاشت .۵.١ تعریف

.b(v, w) = b(w, v) باشیم داشته v, w ∈ V هر ازای به و باشد خطͬ R-دو گاه هر گوییم

متقارن خطͬ دو فرم ͷی از عبارتست V برداری فضای روی g اسͺالر ضرب ͷی .۶.١ تعریف

معين. مثبت

V١ × صورت این در باشند K حلقۀ روی مدول�هایی V١, . . . , Vs,W کنید فرض .٧.١ تعریف

خطͬ چند را A : V١ × . . . × Vs −→ W بود. خواهد K حلقۀ روی مدول ͷی نیز . . . × Vs

یعنͬ باشد خطͬ متغیرها تمام به نسبت گاه هر گوییم

A(v١, . . . , λvi + µvi, vi+١, . . . , vs) = λA(v١, . . . , vi, . . . , vs)

+ µA(v١, . . . , vi, . . . , vs)

. ١ ≤ i ≤ s برای λ, µ ∈ K که

چند تابع نیستند، صفر همزمان دو هر که s > ٠ و r > ٠ صحیح اعداد ازای به .٨.١ تعریف

T r
s (V ) نماد با و گوییم V روی (r, s) نوع از تانسور ͷی را A : (V ∗)r × V s −→ K خطͬ

تانسوری میدان ͷی مͬ�گیریم. K حلقۀ از عنصر ͷی را (٠,٠) نوع از تانسور مͬ�دهیم. نمایش

.χ(M) F-مدول (M) روی تانسور ͷی از Mعبارتست خمینۀ روی A

توابع همۀ مجموعۀ که V ∗ صورت این در باشد K-مدول ͷی V کنید فرض .٩.١ تعریف

ͷی به K حلقۀ عناصر توسط ضرب و توابع جمع عمل با باشد، مͬ K به V از K-خطͬ

مͬ�شود. نامیده V دوگان مدول که مͬ�شود، تبدیل K-مدول



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

∇ : χ(M)×χ(M) −→ χ(M)نگاشت باشد. هموار Mیͷخمینۀ فرضکنید تعریف١٠.١.

گاه: هر گوییم خطͬ التصاق ͷی را

باشد: F-خطͬ (M) ،V به نسبت ∇VW -١

∇fX١+gX٢Y = f∇X١Y + g∇X٢Y ∀ f, g ∈ F (M)

باشد: R-خطͬ ،W به نسبت ∇VW -٢

∇XaY١ + bY١ = a∇XY١ + b∇XY٢ ∀ a, b ∈ R

کند: صدق ضرب قاعدۀ در -٣

∇V (fW ) = (V f)W + f∇VW ∀ f ∈ F (M)

گوییم. ∇ التصاق به نسبت V امتداد Wدر کواریان مشتق را ∇VW

−Rنگاشتهای از اى مجموعه Mعبارتستاز هموار تانسوریDرویخمينه مشتق تعریف١١.١.

خطͬ

D = Dr
s : T r

s (M )−→ T r
s (M ) (r, s ≥ ٠ )

داريم: Bو A تانسورهاي براي بطوريͺه

D (A )= DA⊗B +A⊗DB -١

C انقباض هر برای D (CA )= C (DA ) -٢

داریم: آنگاه A ∈ T r
s (M) اگر Mباشد. روی تانسوری مشتق ͷی ∇ کنید فرض [٨] .١.١ لم

∇(A(θ١, · · · , θr, X١, · · · , Xs)) = (∇A)(θ١, · · · , θr, X١, · · · , Xs)

+

r∑
i=١

A(θ١, · · · ,∇θi, · · · , θr, X١, · · · , Xs)

+

s∑
j=١

A(θ١, · · · , θr, X١, · · · ,∇Xj , · · · , Xs)

مͬ�نامیم. ضرب قاعدۀ را رابطه این که



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

(r, s + ١) از عبارتست ، M هموار خمینۀ روی A تانسور (r, s) کواریان مشتق .١٢.١ تعریف

باشیم: داشته θj ∈ χ∗(M) و V,Xi ∈ χ(M) هر ازای به طوریͺه به ∇A تانسور

(∇A)(θ١, · · · , θr, X١, · · · , Xs, V ) = (∇VA)(θ
١, · · · , θr, X١, · · · , Xs)

زیرا مͬ�باشد معمولͬ�اش دیفرانسیل همان f تابع کواریان مشتق r = s = ٠ که حالتͬ در

(∇f)(V ) = ∇V f = V f = df(V ) ∀ V ∈ χ(M).

ریمانͬ های خمينه ٢.١

ͷی از Mعبارتست روی ریمانͬ متر ͷی باشد. هموار خمینۀ ͷیM کنید فرض .١٣.١ تعریف

ͷی با همراه هموار خمینۀ ͷی است. معین مثبت نقطه هر در که متقارن تانسوری میدان (٠,٢)

گوییم. ریمانͬ خمینۀ ͷی را ریمانͬ متر

که است موجود چنان ∇ منحصربفرد التصاق ͷیM ریمانͬ خمینۀ روی .١۴.١ تعریف

است) صفر تاب∇ (تانسور T (V,W ) = [V,W ]−∇VW +∇WV = ٠ -١

( است ریمانͬ متر با سازگار ∇) Zg(V,W ) = g(∇ZV,W ) + g(V,∇ZW ) -٢

گوییم. ( ریمانͬ التصاق ) لوی-سیویتا التصاق را صورت∇ این در

نگاشت باشد. ∇ ریمانͬ التصاق با ریمانͬ خمینۀ ͷیM کنید فرض .١۵.١ تعریف

ضابطۀ با R : χ٣(M) −→ χ(M)

R(X,Y )Z = [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z

نگاشت مͬ�شود. نامیده ریمانͬ خمیدگͬ تانسور که Mمͬ�باشد روی تانسوری میدان (١,٣) ͷی

مͬ�کند: صدق زیر روابط در R

(١) R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z

(٢) R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = ٠ بیانچͬ) اول (اتحاد

(٣) g(R(X,Y )Z,W ) = −g(R(X,Y )W,Z)

(۴) g(R(X,Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X,Y ).

مͬ�نامیم. خمیدگͬ تانسور تقارن�های را بالا روابط



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

خطͬ چند تابع صورت این در باشد. p ∈M و ریمانͬ خمینۀ ͷیM فرضکنید .١۶.١ تعریف

F : TpM
۴ −→ R

(v, w, x, y) −→ g(R(v, w)x, y)

�کند. صدق خمیدگͬ تانسور تقارن�های در گاه هر خمیدگͬ�گوییم نوع از تابع ͷی

مماس فضای از بعدی دو فضای زیر ͷی π و هموار خمینۀ ͷی M کنید فرض .١٧.١ تعریف

خمیدگͬ صورت این در مͬ�شود تولید X,Y برداری میدان�های توسط π طوریͺه به باشد TpM

از: عبارتست p نقطه در π به Mنسبت برشͬ

K(X,Y ) :=
g(R(X,Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y )٢
.

هرگاه گوییم ثابت خمیدگͬ با را M باشد. ریمانͬ خمینۀ ͷی M کنید فرض .١٨.١ تعریف

باشد. داشته ثابت برشͬ خمیدگͬ

مساوی p ∈ M نقطۀ در برشͬ خمیدگͬ اگر باشد. ریمانͬ خمینۀ ͷی M کنید فرض .٢.١ لم

شد. خواهد صفر مساوی نیز p نقطۀ در ریمانͬ خمیدگͬ تانسور آنگاه باشد صفر

داریم v, w ∈ TpM هر ازای به برشͬ خمیدگͬ تعریف از است K = ٠ اینکه از برهان.

پلاریزه با .R(v, w)v = ٠ مͬ�دهیم نشان v, w ∈ TpM هر ازای به .g(R(v, w)w, v) = ٠

داریم: x هر ازای به R(v, w)v کردن

٠ = g(R(v, w + x)v, w + x) = g(R(v, w)v, w) + g(R(v, x)v, x)

+ g(R(v, w)v, x) + g(R(v, x)v, w) (١.١)

داریم: خمیدگͬ تانسور تقارن به توجه با ولͬ

g(R(v, w)v, x) = g(R(v, x)v, w).

نشان v, w, x ∈ TpM هر ازای به حال .g(R(v, w)v, x) = ٠ مͬ�آوریم دست به (١.١) از لذا

داریم: R(v, w)v کردن پلاریزه با .R(v, w)x = R(w, x)v مͬ�دهیم

٠ = R(v + x,w)(v + x) = R(v, w)v +R(x,w)v +R(v, w)x+R(x,w)x

هر ازای به بیانچͬ اول اتحاد به توجه با حال .R(v, w)x = R(w, x)v مͬ�گیریم نتیجه لذا

٣R(v, w)x = R(v, w)x+R(w, x)v +R(x, v)w = ٠ داریم: v, w, x ∈ TpM

.R = ٠ مͬ�آوریم دست به p ∈M نقطۀ در بنابراین



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

گوییم Mموازی روی را V برداری میدان باشد. هموار خمینۀ ͷیM فرضکنید .١٩.١ تعریف

.∇XV = ٠ باشیم Mداشته روی X برداری میدان هر ازای به گاه هر

و a ∈ I و M هموار خمینۀ روی هموار خم ͷی α : I −→ M کنید فرض [٨] .٣.١ لم

وجود چنان α روی Z منحصربفرد موازی برداری میدان صورت این در باشد. z ∈ Tα(a)(M)

.Z(a) = z که دارد

تابع صورت این در b ∈ I اگر قبل، لم به توجه با .٢٠.١ تعریف

P = P b
a(α) : Tp(M) −→ Tq(M)

z −→ Z(b)

مͬ�شود. نامیده q = α(b) به p = α(a) از α طول در موازی انتقال

مͬ�باشد. خطͬ ایزومتری ͷی موازی انتقال [٨] .۴.١ لم

مولفه ∇⊥ همچنين ناميم مͬ قائم راکلاف TM⊥ = ∪p∈M Tp(M)⊥ خانواده .٢١.١ تعریف

ناميم. مͬ قائم التصاق را التصاق اين است قائم کلاف روی التصاق ͷي ∇ قائم

صورت این در باشد. آن خمینه زیر ͷی M و ریمانͬ خمینه ͷی M کنید فرض .٢٢.١ تعریف

: شود مͬ تعریف زیر صورت Mبه قائم التصاق

∇⊥ : χ(M)× χ(M)⊥ → χ(M)⊥

∇⊥
XZ = nor∇XZ X ∈ χ(M), Z ∈ χ(M)⊥

باشد. Mمͬ ریمانͬ التصاق ∇ طوریͺه به

R⊥ قائم انحنای باشد. آن خمینه زیر ͷیM و ریمانͬ خمینه ͷیM کنید فرض .٢٣.١ تعریف

: از است Mعبارت خمینه Mدر خمینه زیر

R⊥ : χ(M)× χ(M)× χ(M)⊥ → χ(M)⊥

R⊥(X,Y )ξ = ∇⊥
X∇⊥

Y ξ −∇⊥
Y ∇⊥

Xξ −∇⊥
[X,Y ]ξ

خمینه زیر ͷیM و باشد ∇ ریمانͬ التصاق با ریمانͬ خمینه ͷیM کنید فرض .٢۴.١ تعریف

: نگاشت صورت این در Mباشد.

h : χ(M)× χ(M) → χ(M)⊥

h(X,Y ) = nor∇XY ∀X,Y ∈ χ(M)
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است. متقارن و خطͬ دو h طوریͺه به نامیم Mمͬ ( شͺل تانسور یا ) دوم اساسͬ فرم را

خمینه زیر Aξ شͺل عملͽر ,M)باشد. g) خمینه از خمینه زیر ͷیM کنید فرض .٢۵.١ تعریف

مͬ M روی تانسوری میدان (١,١) ͷی M خمینه در ξ واحد قائم برداری میدان با متناظر M

: طوریͺه به باشد

g(AξX,Y ) = g(h(X,Y ), ξ)

است. متقارن و خطͬ عملͽر ͷی Aξ وضوح به

Mباشد. خمینۀ زیر ͷیM ∇و ریمانͬ التصاق با ریمانͬ Mیͷخمینۀ فرضکنید [٨] .۵.١ لم

.∇XY = tan∇XY آنگاه X,Y ∈ χ(M) اگر

M خمینۀ زیر ͷیM و ∇ ریمانͬ التصاق با ریمانͬ خمینۀ ͷیM کنید فرض [٨] .١.١ نتیجه

∇XY = ∇XY +h(X,Y ) Mداریم X,Yروی برداری میدان�های ازای به صورت این در باشد

دارد. نام گاوس فرمول که

بر واحد عمود برداری ميدان ξ Mو بر Xمماس فرضکنيم وينگارتن) (معادله [۵] .١.١ قضیه

داريم: آنگاه Mباشد

∇Xξ = ∇⊥
Xξ −AξX

شود: مͬ زيرتعريف رابطه وتوسط بوده ∇Xξنرمال مولفه ∇⊥
Xξدرآن که

g(AξX,Y ) = g(h(X,Y ), ξ)

M تانسورانحنای R و Mتانسورانحنای R و M زيرخمينه ͷيM کنيم فرض [۵] .٢.١ قضیه

صورت به بترتيب کودازی و گاوس معادلات X,Y, Z,W ∈ χ(M) ازای به باشددراينصورت

آيند: مͬ دست به زير

g(R(X,Y )Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ) (٢.١)

− {g(AY,Z)g(AX,W )− g(AX,Z)g(AY,W )}

g(R(X,Y )Z, ξ) = g((∇XA)Y − (∇YA)X,Z) (٣.١)

خم Mباشد. روی خم ͷیγ : I →M و باشد ریمانͬ خمینه ͷیM فرضکنید تعریف١.٢۶.

یا .∇γ
′γ

′
= ٠ یعنͬ ؛ باشد موازی γ طول در γ′ برداری میدان هرگاه گوئیم ͷژئودزی ͷی را γ

.γ′′
= ٠ باشند مͬ صفر شتاب با های خم ها ͷژئودزی ارز، طورهم به
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(ژئودزيͷسراسری) ژئودزیͷيا تماماً خمینه یͷزیر Mرا خمینه Mدر خمینه زیر تعریف٢٧.١.

باشد. Mنیز ͷژئودزی ͷیM ͷژئودزی هر هرگاه Mگوئیم

ͷي M در M خمینه زیر باشد. M خمینه از خمینه زیر ͷی M کنید فرض [٨] .٣.١ قضیه

باشد. صفر با متحد h دوم اساسͬ فرم اگر تنها و اگر است سراسری ͷژئودزی

ازای به اگر تنها و اگر است سراسری ͷژئودزی ͷيM خمینه Mدر خمینه زیر [٨] .٢.١ نتیجه

. Aξ = ٠ باشیم داشته ξ قائم برداری میدان هر

نگاشت ͷی ϕ :M → N فرضکنید و باشند هموار خمینه M,Nدو فرضکنید تعریف٢٨.١.

را ϕ∗T ∈ Γ٠s (M)، p ∈ M viو ∈ TpM ازای به آنگاه T ∈ Γ٠s (N) sو > ١ اگر باشد. هموار

: کنیم مͬ تعریف زیر صورت به

(ϕ∗T )p(v١, · · · , vs) = Tϕp(dϕv١, . . . , dϕvs)

نگاشت ͷی ϕ :M → N فرضکنید و باشند هموار خمینه M,Nدو فرضکنید تعریف٢٩.١.

هرگاه هستند ϕ-وابسته ،N روی Y Mو روی X هموار برداری های میدان باشد. هموار

dϕ(Xp) = Yϕp ∀ p ∈M

gN متر با ریمانͬ خمینه ͷی N و gM متر با ریمانͬ خمینه ͷی M کنید فرض .٣٠.١ تعریف

دهیم مͬ قرار باشند N Mو Mبه ×N از طبیعͬ تصویر های نگاشت ترتیب به σ و π اگر باشد.

g = π∗(gM ) + σ∗(gN )

خمینه ͷیM ×N بنابراین کند. مͬ Mتعریف ×N روی متر ͷی وضوح به g صورت این در

گوئیم. ریمانͬ حاصلضرب خمینه را آن که باشد مͬ g متر با ریمانͬ

f ∈ C∞(M) کنید فرض و باشد g ͷمتری با ریمانͬ خمینه ͷیM کنید فرض .٣١.١ تعریف

با ارز هم ͷمتری طور به برداری میدان صورت به f تابع گرادیان Mباشد. روی هموار تابع ͷی

: X مماس برداری میدان هر ازای به یعنͬ ؛ شود مͬ تعریف df ∈ χ∗(M)

g(gradf,X) = df(X) = Xf

براکت Mباشند. هموار خمینه روی هموار برداری های Wمیدان Vو فرضکنید تعریف٣٢.١.

شود: مͬ تعریف زیر صورت به که [V,W ]p : C
∞(M) → R عملͽر از است Wعبارت Vو لͬ

[V,W ]pf = Vp(Wf)−Wp(V f).
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باشد، M روی برداری میدان ͷی ξ و هموار ریمانͬ خمینۀ ͷی M کنید فرض .٣٣.١ تعریف

صورت Mبه روی f هموار تابع و X برداری میدان هر ازای به Lξ تانسوری مشتق

Lξ(X) = [ξ,X]

Lξf = ξf

مͬ�نامیم. ξ برداری میدان به نسبت لͬ مشتق را Lξ که مͬ�شود تعریف

ͷی ،M روی کیلینگ برداری میدان ͷی باشد. ریمانͬ خمینۀ ͷیM کنید فرض .٣۴.١ تعریف

باشیم داشته یعنͬ باشد Xصفر برداری میدان به نسبت g لͬ مشتق که Xاست مانند برداری میدان

.LXg = ٠

فضای برای یͺه متعامد پایه ͷی از است عبارت p نقطه Mدر خمینه روی یͷکنج تعریف١.٣۵.

یͺه متعامد دو به دو برداری میدان تا n صورت این در باشد n-بعدی ،M اگر .Tp(M) مماس

دهد. اختصاصمͬ کنج ͷی خمینه از نقطه هر به که نامیم مͬ کنجͬ میدان ͷی را E١, · · · , En

در باشد. M n)-بعدی + p) خمینه از بعدی -n خمینه زیر ͷی M کنید فرض .٣۶.١ تعریف

شود: مͬ تعریف زیر صورت Mبه خمینه زیر ، H متوسط خمیدگͬ برداری میدان صورت این

H = ١
n

∑n
i=١ h(ei, ei)

باشد. مͬ p نقطه Mدر روی کنج ͷی e١, · · · , en طوریͺه به

Mگوئیم. خمینه زیر متوسط خمیدگͬ Hرا متوسط خمیدگͬ برداری میدان ، |H| اندازه

Aa و M به یͺه متعامد قائم برداری های میدان ξa ،a = ١, · · · , p برای اگر معادل طور به

زیر صورت به H متوسط خمیدگͬ برداری میدان صورت این در باشد ξa با متناظر شͺل عملͽر

شود: مͬ

H = ١
n

∑p
a=١(traceAa)ξa

gNباشند. gMو های متر تانسور با ترتیب به ریمانͬ های Nخمینه Mو فرضکنید تعریف٣٧.١.

؛ است متر حافظ طوریͺه به باشد مͬ ϕ : M → N دیفئومرفیسم ͷی N Mبه از ایزومتری ͷی

یعنͬ

ϕ∗(gN ) = gM .

روی هموار برداری میدان ͷی V کنید فرض و هموار خمینه ͷیM کنید فرض .٣٨.١ تعریف

بازه روی شده تعریف γ : I →M هموار خم ͷی از است عبارت V انتگرالͬ خم ͷی Mباشد.

طوریͺه Iبه ⊂ R باز
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t ∈ I هر ازای به γ
′
(t) = Vγ(t)

است. نقطه آن Vدر مقدار با مساوی نقطه هر در γ به مماس بردار دیͽر عبارت به

مختلط تقریباً ساختار و مختلط های خمينه ٣.١

نقطۀ در f : D −→ C تابع ͷی باشد. Cn از باز مجموعۀ زیر ͷیD فرضکنید تعریف٣٩.١.

اگر مͬ�شود نامیده دیفرانسیل�پذیر z٠

limh→٠
١
h{f(z

١
٠ , · · · , zi٠ + h, · · · , zn٠)− f(z١٠ , · · · , zi٠, · · · , zn٠)}

این در باشد دیفرانسیل�پذیر D نقطۀ هر در f اگر باشد. داشته وجود i = ١, · · · , n هر برای

مͬ�شود. نامیده ͷهولومرفی D روی f صورت

به ψ : D −→ Cn کنید فرض و باشد Cn از باز مجموعۀ زیر ͷی D کنید فرض .۴٠.١ تعریف

صورت

ψ(z١, · · · , zn) = (w١, · · · , wn)

zj به نسبت wi = ψi(z١, · · · , zn) توابع (i = ١, · · · , n) که i هر ازای به اگر �شود. تعریف

مͬ�شود. نامیده ͷهولومرفی ψ آنگاه باشند، ͷهولومرفی (j = ١, · · · , n)

هر مͬ�شود نامیده n مختلط بعد از مختلط خمینۀ ͷی M هاسدورف فضای ͷی .۴١.١ تعریف

کند: صدق زیر ویژگͬ�های Mدر گاه

هومئومورفیسم ͷی ،α هر برای و باشد داشته وجود {Uα}α∈A باز پوشش ͷیM برای .١

ψα : Uα −→ ψα(Uα) ⊂ Cn

باشد. داشته وجود

نگاشت�های ناتهͬ، مقطع با Uα, Uβ باز مجموعۀ دو هر برای .٢

fβα = ψβ ◦ ψ−١
α : ψα(Uα ∩ Uβ) −→ ψβ(Uα ∩ Uβ)

fαβ = ψα ◦ ψ−١
β : ψβ(Uα ∩ Uβ) −→ ψα(Uα ∩ Uβ)

باشند. ͷهولومرفی

مͬ�شود. نامیده ͷهولومرفی مختصاتͬ همسایͽͬ�های از دستگاه ͷی {(Uα, ψα)}α∈A مجموعۀ
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مختلط. خمینۀ ͷی از مثالͬ .١.١ مثال

همسایͽͬ�های همچنین مͬ�گیریم. نظر در را S٢ = {(x, y, z) ∈ R٣ | x٢+ y٢+ z٢ = ١} کرۀ

s = (١−,٠,٠) و n = (٠,٠,١) که مͬ�گیریم نظر در S٢ از U٢را = S٢\{s} U١و = S٢\{n}

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را ψ٢ : U٢ −→ C و ψ١ : U١ −→ C مͬ�باشد.

ψ١(x, y, z) =
x+

√
−١y

١− z
, ψ٢(x, y, z) =

x−
√
−١y

١+ z
.

برای زیرا مͬ�باشند. ͷهولومرفی ψ١ ◦ ψ−١
٢ , ψ٢ ◦ ψ−١

١ : C −→ C نگاشت�های صورت این در

مͬ�گیریم نتیجه x٢ + y٢ + z٢ = ١ و u = x
١−z , v = y

١−z از C ∋ w = u+
√
−١v

z =
u٢ + v٢ − ١
u٢ + v٢ + ١ , x =

٢u
u٢ + v٢ + ١ , y =

٢v
u٢ + v٢ + ١ .

بنابراین

ψ−١
١ (w) = ψ−١

١ (u+
√
−١v) =

( ٢u
u٢ + v٢ + ١ ,

٢v
u٢ + v٢ + ١ ,

u٢ + v٢ − ١
u٢ + v٢ + ١

)
داریم: نتیجه در

ψ٢ ◦ ψ−١
١ (w) =

u

u٢ + v٢
−
√
−١ v

u٢ + v٢
=
١
w
.

نیز ψ١ ◦ ψ−١
٢ که مͬ�شود داده نشان مشابه طور به مͬ�باشد ͷهولومرفی ψ٢ ◦ ψ−١

١ بنابراین

مͬ�شود. نامیده ریمانͬ کرۀ که است مختلط خمینۀ ͷی S٢ بنابراین مͬ�باشد. ͷهولومرفی

موضعͬ مختلط مختصات باشد. n-بعدی مختلط خمینۀ ͷی M کنید فرض .۴٢.١ تعریف

٢n دیفرانسیل�پذیر خمینۀ ͷی M صورت این در مͬ�دهیم نشان (x١, y١, · · · , xn, yn) با را

استاندارد پایۀ p ∈ M نقطۀ در TpM مماس فضای مͬ�شود. گرفته نظر در حقیقͬ بعدی

مͬ�دهیم: قرار i : ١, · · · , n برای دارد. را
{
( ∂
∂x١

)p, (
∂

∂y١
)p, · · · , ( ∂

∂xn )p, (
∂

∂yn )p

}
Jp

(
∂
∂xi

)
p
=

(
∂
∂yi

)
p
, Jp

(
∂
∂yi

)
p
= −

(
∂
∂xi

)
p
.

M مختلط تقریباً ساختار را J مͬ�باشد. ایزومرفیسم ͷی Jp : TpM −→ TpM صورت این در

مͬ�نامیم.

J : T (M) نگاشت→− ͷی اگر باشد. دیفرانسیل�پذیر خمینۀ ͷیM فرضکنید تعریف۴٣.١.

Jp : TpM −→ TpM نگاشت p ∈ M هر ازای به طوریͺه به باشد داشته وجود چنان T (M)

مختلط تقریباً ساختار را J و مختلط تقریباً خمینۀ ͷی Mرا آنگاه باشد J٢p = −id و بوده خطͬ

Mمͬ�نامیم.
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مͬ�باشد. زوج بعد از مختلط تقریباً خمینۀ ͷی .۶.١ لم

داریم: مماسͬ کلاف از مناسب پایۀ ͷی برای ،J٢ = −id چون برهان.

J٢ =


−١ ٠ . . . ٠
٠ −١ . . . ٠
... ... ... ...
٠ . . . . . . −١


n×n

مͬ�باشد. زوج n نتیجه در .(−١)n = detJ٢ = (detJ)٢ ≥ ٠ داریم بنابراین

تانسور میدان صورت این در باشد.� مختلط تقریباً خمینۀ ͷی (M,J) کنید فرض .۴۴.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به J مختلط تقریباً ساختار به وابسته تاب

NJ : χ(M)× χ(M) → χ(M)

NJ(X,Y ) = −[X,Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X,JY ]

خمینۀ روی هرمیتͬ متر باشد. مختلط تقریباً خمینۀ ͷی (M,J) کنید فرض .۴۵.١ تعریف

روی X,Y برداری میدان هر ازای به یعنͬ باشد پایا J به نسبت که است g ریمانͬ متر (M,J)

باشیم: Mداشته

g(JX, JY ) = g(X,Y ).

است. متقارن پاد J مͬ�شود نتیجه لذا ،g(JX, Y ) = g(J٢X,JY ) = −g(X,JY ) اینکه از

متر ͷی M روی صورت این در باشد. مختلط تقریباً خمینۀ ͷی M کنید فرض .۴.١ قضیه

دارد. وجود هرمیتͬ

مͬ�دهیم: قرار دارد. وجود g ریمانͬ متر ͷیM روی برهان.

g(X,Y ) = ١
٢{ǵ(X,Y ) + ǵ(JX, JY )}

است. هرمیتͬ متر ͷی g که مͬ�شود مشاهده g(JX, JY ) محاسبۀ با

ازای به اگر تنها و اگر است Mانتگرال�پذیر خمینۀ روی J مختلط تقریباً ساختار .۴۶.١ تعریف

.NJ(X,Y ) = ٠ باشیم Mداشته روی X,Y برداری میدان هر

و گوییم هرمیتͬ تقریباً خمینۀ ،g هرمیتͬ متر با را (M,J) مختلط تقریباً خمینۀ .۴٧.١ تعریف

تانسور یعنͬ باشد. انتگرال�پذیر J هرگاه گوییم هرمیتͬ خمینۀ را (M,J, g) هرمیتͬ تقریباً خمینۀ

باشد. صفر با متحد J به وابسته تاب
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ضابطۀ با Ωتانسوری میدان باشد. هرمیتͬ تقریباً یͷخمینۀ (M,J, g) فرضکنید تعریف۴٨.١.

تقریباً ساختار اساسͬ ٢-فرم را آن که Mتعریفمͬ�کند روی Ω(X,Yی٢ͷ-فرم ) = g(X,JY )

Mمͬ�نامیم. کاهلری فرم یا (M,J, g) هرمیتͬ

Ω(X,Y ) = g(X, JY ) = g(JX, J٢Y ) = −g(JX, Y ) = −Ω(Y,X)

است. متقارن پاد تانسوری میدان ͷی Ω بنابراین

Ω(JX, JY ) = g(JX, J٢Y ) = g(J٢X,J٣Y ) = g(X, JY ) = Ω(X,Y )

پایاست. J تحت Ω بنابراین

فرض و باشد ٢m بعد از و g هرمیتͬ متر با هرمیتͬ یͷخمینه (M,J) فرضکنید تعریف۴٩.١.

شرط در (M,J) خمینه اگر باشد. J با متناظر فرم کاهلر Ω کنید

dΩ = ٠

کاهلری متر ͷی gرا متر و گوئیم کاهلری خمینه ͷی را (M,J) خمینه صورت این در کند صدق

نامیم. مͬ

(M,J)صورت این در باشد. g هرمیتͬ متر با مختلط یͷخمینه (M,J) فرضکنید .۵.١ قضیه

باشیم: داشته X مماس برداری میدان هر ازای به اگر تنها و اگر است کاهلری خمینه ͷی

∇XJ = ٠.

باشد. Mمͬ مختلط خمینه g متر با متناظر سیویتا لوی التصاق ∇ طوریͺه به

داریم: ω p-فرم ͷی برای چون برهان.

dω(X١, · · · , Xp+١) =
p+١∑
k=١

(−١)k−١(∇Xk
ω)(X١, · · · , X̂k, · · · , Xp+١) (۴.١)

شود مͬ نتیجه

dΩ(X,Y, Z) = (∇XΩ)(Y, Z)− (∇Y Ω)(X,Z) + (∇ZΩ)(X,Y )

داریم: التصاق متر با سازگاری شرط و فرم کاهلر تعریف بنابر دیͽر طرف از

(∇XΩ)(Y, Z) = ∇X(Ω(Y, Z))− Ω(∇XY, Z)− Ω(Y,∇XZ)

= ∇X(g(Y, JZ))− g(∇XY, JZ)− g(Y, J∇XZ)

= g(∇XY, JZ) + g(Y,∇XJZ)− g(∇XY, JZ)− g(Y, J∇XZ)

= g((∇XJ)Z, Y )

= −g((∇XJ)Y, Z)


