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ଘم৤قدৎ
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೯دایا...
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که
تنها تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
در امید برق که توست رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت
مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان
پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم

دریاب. دریاب، کرده�ام
از من، نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

در فداکاری بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، تلاشدر توفیق من به
گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت،
بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ،

کن. روزی

঒ࡣت اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا

৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
دارابͬ، بیاض دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه
در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که عظیمͬ محمدرضا دکتر آقای جناب از
جناب از دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده

کنم. مͬ تشͺر فرمودند تقبل را رساله این داوری� زحمت که رحیمͬ اصغر دکتر آقای
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در و

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که را مقدس�شان وجود مͬ�کنم

اسفستانج محسنͬ مریم
١٣٩٢ تابستان



مریم نام: اسفستانج محسنͬ خانوادگͬ: نام

فازی انتͽرال�های برای ͬͺوفسͺمین نوع با مرتبط نامساوی ͷی پایان�نامه: عنوان

عظیمͬ محمدرضا دکتر مشاور: استاد دارابͬ بیاض دکتر راهنما: استاد

ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع
ریاضͬ آنالیز گرایش: محض ریاضͬ رشته:

پایه علوم دانشͺده: مراغه دانشͽاه:
٩٠ صفحه: تعداد ١٣٩٢ تابستان فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

سوگینو انتͽرال فازی، اندازه هم�یͺنوا، توابع ،ͬͺوفسͺمین نامساوی کلیدواژه�ها:

چͺیده
برای ͬͺوفسͺمین نوع با مرتبط نامساوی ͷی کلͬ حالت در پایان�نامه، این در
نتایج برخͬ مͬ�گیرد. قرار مطالعه مورد مجرد فضاهای روی سوگینو انتͽرال�های
مͬ�شود داده تعمیم چͬ�بͬ�شف نامساوی روی دیͽر مولفان توسط آمده دست به
تحقیق و بررسͬ مورد متعدد مثال�های با فوق نامساوی�های درستͬ .[٧ ،۴]

گیرد. مͬ قرار



مطالب فهرست

چ مطالب فهرست

١ فازی انتͽرال و اندازه ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷکلاسی اندازه از مفاهیمͬ ١.١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی اندازه ٢.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر اندازه توابع ٣.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی انتͽرال ۴.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی انتͽرال های ویژگͬ ۵.١
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . t−همنرم و t−زیرنرم ۶.١
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺنوا هم توابع ٧.١

٣٣ فازی انتͽرال بالای کران�های ٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اکید یͺنوای توابع فازی انتͽرال ١.٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺنوا توابع فازی انتͽرال ٢.٢
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی های انتͽرال برای چͬ�بͬ�شف های نامساوی ٣.٢
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازی انتͽرال برای ͬͺوفسͺمین های نامساوی ۴.٢

۶٠ ͬͺوفسͺمین نوع با مرتبط نامساوی ͷی ٣
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . فازی انتͽرال�های برای ͬͺوفسͺمین نوع با مرتبط نامساوی ١.٣

٧۶ مراجع

٧٨ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٨٠ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

چ



١ مطالب فهرست

پیشͽفتار

در شد. ارائه کلͬ حالت در کالیفرنیا دانشͽاه از ٢ لطفͬ�زاده پرفسور توسط ١٩۶۵ سال در ١ فازی منطق

انتͽرال و فازی اندازه مفاهیم ارائه با را زاده نظرات توکیو تͺنولوژی انستیتو از ٣ سوگینو میشو ١٩٧٢ سال

و پیوسته مجموعه�ای توابع مانند را فازی اندازه سوگینو کرد. تعقیب سوگینو) انتͽرال به (معروف فازی

انتͽرال�های و اندازه�ها کرد. معرفͬ مهندسͬ های دستͽاه در ۴ جمعͬ غیر کمیت ارزیابͬ هدف با یͺنوا

اندازه معرفͬ از بعد گیرند. قرار استفاده مورد نامعین محیط�های در مسائل مدل�سازی برای مͬ�توانند فازی

است. گرفته قرار بررسͬ و بحث مورد بسیاری افراد توسط مفاهیم این سوگینو، توسط فازی انتͽرال و

از معادل تعریف چندین و داده تعمیم [٠,∞] به [٠,١] از را فازی اندازه برد ۶ آدامز و ۵ رالسͺو جمله از

فازی اندازه�های نظریه از کلͬ مرور ٩ ͹وان و ٨ کلیر ،٧ پاپ که حالͬ در نمودند. ارائه فازی انتͽرال�های

انتͽرال�های ͬͽپیوست−H و ͬͽسطح-پیوست های همͺارانشجنبه دیͽر و رومن-فلورس١٠ نمودند. ارائه

کرده�اند. بررسͬ را فازی

انتͽرالͬ نامساوی هر کل در دارند. نظری و کاربردی زمینه�های در مفیدی نتایج انتͽرال، نامساوی�های

رومن-فلورس توسط سوگینو انتͽرال برای نامساوی�های مطالعه باشد. کاربردها برای قوی ابزاری مͬ�تواند

از چند تنͬ و رومن-فلورس یافت. ادامه محققان از بسیاری توسط سپس و شد شروع ١١ چالͺو-کانو و
١Fuzzy logic
٢Lotfi Zadeh
٣M. Sugeno
۴Non-additive
۵D. Ralescu
۶G. Adams
٧E. Pap
٨Klir
٩Wang
١٠Román-Flores
١١Y. Chalco



٢ مطالب فهرست

را ͹یان نامساوی و کرده ارائه یͺنوا توابع فازی انتͽرال برای را بهینه بالای های کران برخͬ همͺارانش

نامساوی ،١٣ پیچشͬ نامساوی ،١٢ ینسن نامساوی نوع ͷی ادامه در اند. داده ارائه سوگینو انتͽرال برای

نوع ͷی [۴] در آورده�اند. دست به انتͽرال�ها این برای را ١۵ ͬͺاستولارس نامساوی و ١۴ چͬ�بͬ�شف

تعمیم [٧] در ١٧ ͹ایان و ١۶ مسیار توسط که آمده دست به ویژه حالت ͷی برای چͬ�بͬ�شف، نامساوی

[٣] ١٩ یعقوبͬ و ١٨ گاهͬ آ توسط سوگینو انتͽرال�های برای ͬͺوفسͺمین نامساوی بررسͬ است. یافته

ͬͺوفسͺمین به مرتبط نامساوی نوع ͷی گاهͬ، سپسآ استو یافته تعمیم [١] یعقوبͬ توسط و شده شروع

اندازه فضای ͷی روی دلخواه فازی اندازه به نسبت یͺنوا، هم توابع توسط سوگینو انتͽرال�های برای [٢]

باشد. مͬ ایشان کار از توسیعͬ نامه پایان این که است، آورده دست به مجرد فازی

است: شده تنظیم زیر صورت به فصل سه در پایان�نامه این

است. فازی انتͽرال و اندازه مفهوم ارائه شامل اول فصل

یافته تعمیم نامساوی و چͬ�بͬ�شف یافته تعمیم نامساوی و سوگینو انتͽرال بالای کران دوم، فصل در

مͬ�کنیم. بیان را ͬͺوفسͺمین

انتͽرال برای را ͬͺوفسͺمین نوع با مرتبط نامساوی ͷی است، پایان�نامه اصلͬ فصل که سوم، فصل در

مͬ�کنیم. بیان سوگینو

١٢Jensen inequality
١٣Convolution inequality
١۴Chebyshev inequality
١۵Stolarsky inequality
١۶R. Mesiar
١٧Y. Oyang
١٨H. Aghahi
١٩M. A. Yaghoobi



١ فصل

فازی انتͽرال و اندازه

است، نیاز مورد آتͬ فصل سه در که را نمادهایͬ از برخͬ و مقدماتͬ قضایای و تعاریف فصل، این در

در و ͷکلاسی اندازه از مفاهیمͬ اول بخش در که است بخش هفت شامل فصل این مͬ�کنیم. معرفͬ

های بخش در مͬ�کنیم. معرفͬ را اندازه�پذیر توابع سوم بخش در و مͬ�کنیم بیان را فازی اندازه دوم بخش

ویژگͬ بررسͬ به و مͬ�کنیم تعریف را سوگینو) انتͽرال به (معروف فازی انتͽرال بترتیب پنجم و چهارم

هفتم بخش در و مͬ�کنیم معرفͬ را ها همنرم −t و ها نرم −t ششم بخش در و مͬ�پردازیم. آن مهم های

مͬ�کنیم. تعریف را یͺنوا هم توابع نیز

ͷکلاسی اندازه از مفاهیمͬ ١.١

از σ−جبر ͷی Σ و مجموعه ͷی X که است (X,Σ) دوتایͬ اندازه�پذیر فضای ͷی .١.١.١ تعریف

که: طوری به است، X زیرمجموعه�های

،X ∈ Σ (١

،Ac ∈ Σ آنͽاه ،A ∈ Σ اگر باشد. X از زیرمجموعه ͷی A کنیم فرض (٢

. ∪∞
n=١ An ∈ Σ آنͽاه ،An ∈ Σ ،١ ≤ n < ∞ هر برای اگر (٣

١



٢ فازی انتͽرال و اندازه .١ فصل

مانند تابعͬ Σ روی مثبت اندازه ͷی باشد. پذیر اندازه فضای ͷی (X,Σ) کنیم فرض .٢.١.١ تعریف

مͬ�کند: صدق زیر ویژگͬ�های در که طوری به است، µ : Σ → [٠,∞]

،µ(∅) = ٠ (١

.µ(∪∞
j=١Ej) =

∑∞
j=١ µ(Ej) آنͽاه باشد، مجموعه�ها از مجزا دو به دو دنباله�ای {Ej}∞j=١ ⊆ Σ اگر (٢

است. Σ روی اندازه ͷی µ که مͬ�شود نامیده اندازه فضای ͷی (X,Σ, µ) تایͬ سه

دارای µ آنͽاه باشد. اندازه فضای ͷی (X,Σ, µ) کنیم فرض اندازه�ها). پایه�ی (ویژگͬ�های .٣.١.١ قضیه

است: زیر ویژگͬ�های

،µ(E) ≤ µ(F ) آنͽاه ،E ⊆ F و E,F ∈ Σ اگر (یͺنوایͬ) (١

،µ(∪∞
j=١Ej) ≤

∑∞
j=١ µ(Ej) آنͽاه ،{Ej}∞j=١ ⊆ Σ اگر شمارا) (زیرجمعͬ (٢

،µ(∪∞
j=١Ej) = limj→∞ µ(Ej) آنͽاه E١ ⊆ E٢ ⊆ . . . که ،{Ej}∞j=١ ⊆ Σ اگر پائین) از ͬͽپیوست) (٣

آنͽاه ،µ(E١) < ∞ و E١ ⊇ E٢ ⊇ . . . که ،{Ej}∞j=١ ⊆ Σ اگر بالا) از ͬͽپیوست) (۴

µ(∩∞
j=١Ej) = lim

j→∞
µ(Ej).

فازی اندازه ٢.١

در و دارند را یͺنوایͬ خاصیت فقط که ریاضͬ�اند، آنالیز در اندازه مفهوم از تعمیمͬ فازی های اندازه

تعریف تابع ͷی ،X مانند مجموعه�ای روی فازی اندازه ͷی معروف�اند. غیرجمعͬ اندازه�های به کل



٣ فازی انتͽرال و اندازه .١ فصل

از یͺنوا خانواده ͷی مͬ�تواند فازی اندازه�های دامنه کل در است. X زیرمجموعه�های از برخͬ روی شده

،X زیرمجموعه�های از یͺنوا دنباله�های حدگیری تحت و است، ∅ و X شامل که باشد زیرمجموعه�هایͬ

است. بسته

آغاز کرده، معرفͬ ١٩٧۴ سال در بار اولین برای سوگینو که فازی اندازه مفاهیم ارائه با را بخش این

:[١٨] مͬ�کنیم

مانند زیرمجموعه�ای ،X روی بورل میدان ͷی باشد. ناتهͬ مجموعه ͷی X کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

مͬ�کند: صدق زیر شرایط در که است P(X) از B

،∅ ∈ B (١

،X − E ∈ B آنͽاه ،E ∈ B اگر (٢

. ∪∞
n=١ En ∈ B آنͽاه En ∈ B،١ ≤ n < ∞ هر برای اگر (٣

است. X از P(X) توانͬ مجموعه ،X مانند ناتهͬ مجموعه ͷی روی بورل میدان ͷی مثال، برای

فضای ͷی (X,B) آنͽاه باشد، X روی بورل میدان ͷی B و ناتهͬ مجموعه ͷی X اگر .٢.٢.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده اندازه�پذیر

ͷی µ : B → [٠,١] مجموعه�ای تابع باشد. اندازه�پذیر فضای ͷی (X,B) کنیم فرض .٣.٢.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در اگر مͬ�شود، نامیده (X,B) روی ١ کلͬ فازی اندازه

،µ(X) = ١ و µ(∅) = ٠ مرزی) (شرایط (١
١General fuzzy measure



۴ فازی انتͽرال و اندازه .١ فصل

،µ(E) ≤ µ(F ) آنͽاه ،E ⊆ F و E,F ∈ B اگر (یͺنوایͬ) (٢

آنͽاه باشد، یͺنوا {En} و En ∈ B ،١ ≤ n < ∞ هر برای اگر (ͬͽپیوست) (٣

.µ(limn→∞En) = limn→∞ µ(En)

نیست. برقرار فازی اندازه�های همه برای ͬͽپیوست شرایط .۴.٢.١ تذکر

فازی اندازه از معادل تعریف ͷی و داده گسترش [٠,∞] به [٠,١] از را فازی اندازه برد آدامز و رالسͺو

.[١۴] داده�اند ارائه

در اگر مͬ�شود نامیده فازی اندازه ͷی µ : Σ → [٠,+∞] مجموعه�ای تابع فازی). (اندازه .۵.٢.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط

،µ(∅) = ٠ (١

،µ(E) ≤ µ(F ) آنͽاه ،E ⊆ F و E,F ∈ Σ اگر (یͺنوایͬ) (٢

،limn→∞ µ(En) = µ(∪∞
n=١En) آنͽاه ،E١ ⊆ E٢ ⊆ . . . و {En}∞n=١ ⊂ Σ اگر پائین) از ͬͽپیوست) (٣

آنͽاه ،µ(E١) < ∞ و E١ ⊇ E٢ ⊇ . . . و {En}∞n=١ ⊂ Σ اگر بالا) از ͬͽپیوست) (۴

. limn→∞ µ(En) = µ(∩∞
n=١En)

،(١) شرایط در اگر مͬ�شود، نامیده (X,Σ)روی فازی (بالا) پائین پیوسته نیم اندازه ͷی µ تعریف٢.١.۶.

و پائین پیوسته نیم اندازه�های به اختصار برای کند. صدق فوق تعریف ((۴) و (٢) ،(١)) (٣) و (٢)

مͬ�گوئیم. فازی پیوسته نیم اندازه�های فازی، بالای



۵ فازی انتͽرال و اندازه .١ فصل

باشد. µ(X) = ١ اگر مͬ�شود، نامیده ٢ منظم فازی پیوسته نیم اندازه یا فازی اندازه •

اندازه فضای ͷی (X,Σ, µ) تایͬ سه آنͽاه باشد، فازی) پیوسته نیم اندازه ͷی (یا فازی اندازه ͷی µ اگر •

مͬ�شود. نامیده فازی) پیوسته نیم اندازه فضای ͷی) فازی

،E ∈ Σ هر برای یعنͬ باشد، (X,Σ) روی ٣ دیراک اندازه µ کنیم فرض .٧.٢.١ مثال

µ(E) =

{
١ اگر x٠ ∈ E

٠ اگر x٠ /∈ E,

مͬ�باشد. منظم فازی اندازه ͷی µ است. X از ثابت نقطه ͷی x٠ که

f : X → [٠,١] اگر باشد. اندازه�پذیر فضای ͷی (X,P(X)) و X = (−∞,+∞) کنیم فرض .٨.٢.١ مثال

به µ(E) = infx/∈E f(x) رابطه با که µ مجموعه�ای تابع آنͽاه ،infx∈X f(x) = ٠ که شود تعریف گونه�ای به

است. منظم و بالایͬ پیوسته نیم فازی اندازه ͷی مͬ�شود، تعریف E ∈ P(X) هر ازای

،µ مجموعه�ای تابع آنͽاه .Σ = P(X) و X = {a, b, c, d} کنیم فرض .٩.٢.١ مثال

µ(E) =


١ اگر E = X

٠ اگر E = ∅
١
٣ صورت این غیر ,در

است. منظم فازی اندازه ͷی

X = (−∞,+∞) روی که باشد یافته توسعه مقدار حقیقͬ و نامنفͬ تابعͬ f(x) فرضکنید .١٠.٢.١ مثال

پیوسته نیم فازی اندازه ͷی µ آنͽاه باشد µ(E) = supx∈E f(x) ،E ∈ P(X) هر برای اگر است. تعریفشده

است. پایینͬ
٢Regular
٣Dirac measure



۶ فازی انتͽرال و اندازه .١ فصل

پذیر اندازه توابع ٣.١

فازی) پیوسته نیم اندازه (یا فازی اندازه ͷی µ : Σ → [٠,+∞] و اندازه�پذیر فضای ͷی (X,Σ) کنیم فرض

(X,Σ, µ) فازی اندازه فضای ͷی روی پذیر اندازه تابع تعریف باشد. (−∞,+∞) روی بورل میدان B و

ندارد. µ مجموعه�ای تابع با ارتباطͬ و است ͷکلاسی آنالیز نظریه در پذیر اندازه تابع ͷی تعریف همانند

خلاصه بطور (یا -اندازه�پذیر Σ ، X روی f : X −→ (−∞,∞) حقیقͬ مقدار با تابعͬ .١.٣.١ تعریف

باشیم: داشته B ∈ B بورل مجموعه هر برای اگر تنها و اگر است اندازه�پذیر)

f−١(B) = {x| f(x) ∈ B} ∈ Σ.

معادلند: زیر گزاره�های آنͽاه باشد حقیقͬ مقدار با تابع f : X −→ (−∞,∞) اگر .٢.٣.١ قضیه

است. اندازه�پذیر f (١

. {x| f(x) ≥ α} ∈ Σ ،α ∈ (−∞,∞) هر برای (٢

. {x| f(x) > α} ∈ Σ ،α ∈ (−∞,∞) هر برای (٣

. {x| f(x) ≤ α} ∈ Σ ،α ∈ (−∞,∞) هر برای (۴

. {x| f(x) < α} ∈ Σ ،α ∈ (−∞,∞) هر برای (۵

.١ → ٢ برهان.

{x| f(x) ≥ α} = f−١([α,∞))



٧ فازی انتͽرال و اندازه .١ فصل

بنابراین .f−١([α,∞)) ∈ Σ داشت خواهیم فرض به توجه با است.� بورل مجموعه ͷی [α,∞) همچنین و

. {x| f(x) ≥ α} ∈ Σ

;α ∈ (−∞,∞) هر برای اگر .٢ → ١

{x| f(x) ≥ α} ∈ Σ

،B ∈ {[α,∞)| α ∈ (−∞,∞)} هر برای آنͽاه

f−١(B) ∈ Σ.

پس A ⊃ φ شده داده B ∈ A هر برای آنͽاه φ = {[α,∞)| α ∈ (−∞,∞)} و A =
{
B| f−١(B) ∈ Σ

}
اگر

هر برای مشابه بطور است. بسته متمم عملͽر تحت A پس f−١(Bc) = (f−١(B))c ∈ Σ چون .Bc ∈ A

اجتماع عملͽر تحت Aپس f−١(
∪∞

n=١ Bn) =
∪∞

n=١ f−١(Bn) ∈ Σ چون .
∪∞

n=١ Bn ∈ A داریم {Bn} ⊂ A

است. اندازه�پذیر تابع f یعنͬ این و A ⊃ Σ(φ) = B نتیجه در است -جبر σͷی Aاستپس بسته نیز شمارا

■ است. مشابه نیز قسمت�ها بقیه�ی اثبات

،α ∈ (−∞,∞) هر برای آنͽاه باشد اندازه�پذیر تابع f اگر .٣.٣.١ نتیجه

{x| f(x) = α} ∈ Σ.

نسبت پذیر اندازه توابع همه مجموعه باشد. فازی اندازه فضای ͷی (X,Σ, µ) فرضکنیم تعریف٣.١.۴.

با متعلق را بررسͬ مورد توابع همه ادامه در مͬ�دهیم. نشان F+(X) به را f : X → [٠,+∞) نامنفͬ و Σ به

کرد. فرضخواهیم F+(X)



٨ فازی انتͽرال و اندازه .١ فصل

فازی انتͽرال ۴.١

ابزاری عنوان به سوگینو توسط بار اولین برای سوگینو) انتͽرال به (معروف فازی انتͽرال و اندازه نظریه

به وابسته غیرخطͬ ͷتابع ͷی فازی انتͽرال واقع در شد. معرفͬ قطعیت عدم مسائل بندی مدل برای

در موجود ضرب و جمع که تفاوت این با است، ͹لب انتͽرال مشابه فازی انتͽرال است. فازی اندازه

شده�اند. جایͽزین ∧ و ∨ عملͽرهای توسط ترتیب به ،͹لب انتͽرال تعریف

،α ∈ [٠,∞] هر برای باشد. X روی شده تعریف مقدار حقیقͬ تابع ͷی f کنیم فرض .١.۴.١ تعریف

مͬ�کنیم فرض

Fα = {x| f(x) ≥ α}

Fα− = {x| f(x) > α}

هستند. f از اکید -برش α و -برش α بترتیب Fα− و Fα

است. Fα− ⊃ Fβ آنͽاه α < β اگر یعنͬ هستند. ناصعودی α به نسبت Fα− و Fα .٢.۴.١ لم

.x ∈ Fα− بنابراین .f(x) > α لذا ،β > αفرض طبق چون و .f(x) ≥ β بنابراین ،x ∈ Fβ فرضکنیم برهان.

.Fβ ⊂ Fα− یعنͬ این و

■

f ∈ F+(X) و A ∈ Σ فازی، اندازه فضای ͷی (X,Σ, µ) کنیم فرض فازی). (انتͽرال .٣.۴.١ تعریف



٩ فازی انتͽرال و اندازه .١ فصل

شود: مͬ تعریف زیر رابطه با µ فازی اندازه به نسبت A روی f فازی انتͽرال باشد.

−
∫
A
fdµ =

∨
α≥٠

(α ∧ µ(A ∩ Fα)).

هستند. [٠,∞] روی inf و sup عملͽرهای ترتیب به ∧ و ∨ که

آنͽاه ،A = X اگر

−
∫
X
fdµ = −

∫
fdµ =

∨
α≥٠

(α ∧ µ(Fα)).

ͷت پیوسته تابع f : X −→ [٠,∞) و ͹لب اندازه µ ،B بورل میدان Σ ،X = (−∞,∞) اگر .۴.۴.١ تذکر

هندسͬ تعبیر آنͽاه باشد ۴ نمایͬ

−
∫

fdµ

( زیر (شͺل هاست. X محور و f(x) نمودار مابین مربع بزرگترین ضلع طول با برابر

اینصورت: در باشد f ∈ F+(X) و A ∈ Σ فازی، اندازه فضای ͷی (X,Σ, µ) کنید فرض .۵.۴.١ قضیه
۴Unimodal



١٠ فازی انتͽرال و اندازه .١ فصل

−
∫
A
fdµ = sup

α∈[٠,∞)
[α ∧ µ(A ∩ Fα)]

= sup
α∈[٠,∞]

[α ∧ µ(A ∩ Fα−)]

= sup
α∈[٠,∞)

[α ∧ µ(A ∩ Fα−)]

= sup
E∈Σ(f)

[( inf
x∈E

f(x)) ∧ µ(A ∩ E)]

= sup
E∈Σ

[( inf
x∈E

f(x)) ∧ µ(A ∩ E)],

است. اندازه�پذیر آن روی f که است جبری −σ کوچͺترین و است f توسط شده تولید جبر −σ ،Σ(f) که

،Fα = Fα− = ϕ آنͽاه α = ∞ اگر (١ برهان.

−
∫
A
fdµ = sup

α∈[٠,∞)
[α ∧ µ(A ∩ Fα)]

و

sup
α∈[٠,∞]

[α ∧ µ(A ∩ Fα−)] = sup
αϵ[٠,∞)

[α ∧ µ(A ∩ Fα−)]

هستند. واضح

مͬ�دهیم: نشان (٢

sup
α∈[٠,∞)

[α ∧ µ(A ∩ Fα)] = sup
α∈[٠,∞)

[α ∧ µ(A ∩ Fα−)].

داریم: α ∈ [٠,∞) هر برای µ یͺنوایͬ و ٢.۴.١ لم به بنا

µ(A ∩ Fα) ≥ µ(A ∩ Fα−)



١١ فازی انتͽرال و اندازه .١ فصل

همچنین

sup
α∈[٠,∞)

[α ∧ µ(A ∩ Fα)] ≥ sup
α∈[٠,∞)

[α ∧ µ(A ∩ Fα−)].

آنͽاه: α′ ∈ ((α− ε) ∨ ٠), α) مͬ�دهیم قرار α ∈ (٠,∞) و ε > ٠ هر برای طرفͬ از

α ∧ µ(A ∩ Fα) ≤ (α′ + ε) ∧ µ(A ∩ F
α′− );

داریم حال

sup
α∈[٠,∞)

[α ∧ µ(A ∩ Fα)] = sup
α∈(٠,∞)

[α ∧ µ(A ∩ Fα)]

⩽ sup
α′∈(٠,∞)

[(α′ + ε) ∧ µ(A ∩ F
α′− )]

⩽ sup
α′∈(٠,∞)

[α′ ∧ µ(A ∩ F
α′− ] + ε

= sup
α∈[٠,∞)

[α ∧ µ(A ∩ Fα−)] + ε

دادیم: نشان پس است دلخواه ε چون و

sup
α∈[٠,∞)

[α ∧ µ(A ∩ Fα)] ⩽ sup
α∈[٠,∞)

[α ∧ µ(A ∩ Fα−)].

نتیجه در

sup
α∈[٠,∞)

[α ∧ µ(A ∩ Fα)] = sup
α∈[٠,∞)

[α ∧ µ(A ∩ Fα−)].

مͬ�دهیم: نشان حال (٣

−
∫
A
fdµ = sup

E∈Σ(f)
[( inf
x∈E

f(x)) ∧ µ(A ∩ E)]

= sup
E∈Σ

[( inf
x∈E

f(x)) ∧ µ(A ∩ E)].


