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لرستان دانشͽاه

پایه علوم دانشͺده

ریاضͬ گروه

عنوان

شده مختل رتبه و نرمال تقریباً های ماتریس بلوکͬ قطری کاهشسه

نگارش

اصل محمدی ماهرخ

راهنما استاد

قاسمͬ مجتبی دکتر

مشاور اساتید

بارانͬ علͬ دکتر

مصلایی عبدالرضا مهندس

ارشد کارشناسͬ درجه دریافت جهت نامه پایان

ریاضͬ رشته در

١٣٩٣ ماه بهمن



مطالب از بخشͬ یا تمام از استفاده صورت در دارد. تعلق لرستان دانشͽاه به پایان�نامه این امتیازات همه

و پایان�نامه) راهنمای اساتید یا استاد یا ) لرستان دانشͽاه نام باید سخنرانͬ�ها، یا کنفرانس�ها مجلات، در

غیر در شود. ثبت دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات دفتر از کتبی مجوز کسب ضمن و ماخذ ذکر با دانشجو نام

گرفت. خواهد قرار قانونͬ پیͽرد مورد این�صورت



چͺیده
شده مختل رتبه و نرمال تقریباً های ماتریس بلوکͬ قطری سه کاهش پایان�نامه: عنوان

مصلایی عبدالرضا مهندس و بارانͬ علͬ دکتر مشاور: اساتید قاسمͬ مجتبی دکتر : راهنما استاد

عددی) خطͬ کاربردی(جبر ریاضͬ : رشته ارشد کارشناسͬ : تحصیلͬ درجه

پایه علوم : دانشͺده لرستان دانشͽاه : تحصیل محل

صفحه ٩۴ : صفحات تعداد

ماتریس رتبه ساختار بلوکͬ، قطری سه کاهش لانزوس، الͽوریتم نرمال، تقریباً ماتریس نرمال، ماتریس واژه�ها: کلید

مͬشود. بیان نرمال تقریباً ماتریسهای نرمال، ماتریسهای از مقدماتͬ به پرداختن از پس نامه، پایان این در چͺیده:

به نرمال، تقریباً ماتریسهای کاهش برای و مͬدهد تشͺیل رساله این در را کار اساس که لانزوس، الͽوریتم سپس و

مͬشود. بیان است، بلوکͬ قطری سه شͺل

به نرمال تقریبا ماتریسهای کاهش برای روش ͷی بیان آن، از نگارنده هدف و بوده، فصل سه شامل نامه پایان این

درجه با جبری نمودار ͷی بر که ماتریسها این ویژه مقادیر مورد در مطالبی درپایان و است بلوکͬ قطری سه شͺل

مͬشود. بیان است، شده واقع حداکثردو



سپاس�گزاری...

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

با که قاسمͬ دکترمجتبی آقای جناب بزرگوار، استاد �دریغ بی زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

بدون قطعا که کنم دانͬ قدر و تشͺر صمیمانه نمودند راهنمایی نامه پایان انجام در را اینجانب صدر سعه

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های

تقبل را نامه پایان این مشاوره� زحمت که مصلایی عبدالرضا مهندس و بارانͬ علͬ دکتر آقایان جناب از

دارم. را امتنان کمال فرمودند

تقدیم...

است. بوده راهم بدرقه عنایتشان که (عج) زمان امام آقا مولایم مقدس ساحت به تقدیم

متقبل تحصیلم سالهای تمام در که زحماتͬ پاس به ایمان و ایثار دار طلایه و صبر آیت مادرم به تقدیم

است. شده

است. من به او میراث عزیزترین قرآن با انس که پدرم به تقدیم و

است. بوده من مشوق همواره تحصیل دوران در خود فداکاری و گذشت با که همسرم به تقدیم

هستند. من دلͽرمͬ سبب که مهدی محمد و یͺتا فرزندانم به تقدیم و



پ

پیشͽفتار
شامل که وگراوان۴ جانسن٣ ،٢ ولͺویسز١،سا توسط ١٩٨٧ سال در نرمال ماتریسهای ویژگیهای مهمترین

که شد ارائه ۶ السنر و ۵ ایͺرامف توسط دیͽر شرط ٢٠ حدود بعد دهه ͷی در شد معرفͬ است شرط ٧٠

هستند. معروف EIو GJSW های لیست به ترتیب به

است: شده سازماندهͬ زیر صورت به نامه پایان این

و نرمال ماتریسهای و ماتریسها مورد در ای پایه مفاهیم شامل که مقدماتͬ قضایای و تعاریف اول فصل در

اثبات و بیان ماتریسها بودن نرمال با معادل شرایط همچنین و است قرارگرفته بررسͬ مورد مربوطه قضایای

ماتریسهای بلوکͬ قطری سه کاهش سوم فصل در و شده بیان لانزوس الͽوریتم دوم فصل در است. شده

است. شده اثبات و بیان لانزوس الͽوریتم توسط نرمال، تقریباً

مͬ�باشد: زیر مقاله پایان�نامه، این در بررسͬ و مطالعه مورد اصلͬ مقاله
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ت

شده درج پایان�نامه این در استفاده مورد انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه و کتاب�نامه پایان�نامه، این انتهای در

است.



مطالب فهرست

ث مطالب فهرست

چ تصاویر لیست

ح جداول لیست

١ مقدماتͬ مفاهیم ١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصطلاحات ١.١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه تعاریف ٢.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رتبه مورد در نکاتͬ ٣.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مور-پنرس معکوس ۴.١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال های ماتریس ۵.١

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال ماتریسهای تحویل ۶.١

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال های ماتریس ارزی هم شرایط ٧.١

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها خاصیت اثبات ٨.١

ث



ج مطالب فهرست

۴٠ متقارن ماتریسهای برای لانزوس الͽوریتم ٢

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرنولدی روش ١.٢

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بلوکͬ آرنولدی الͽوریتم ٢.٢

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن لانزوس الͽوریتم ١.٢.٢

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه متقارن لانزوس الͽوریتم ٣.٢

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بلوکͬ لانزوس الͽوریتم ۴.٢

۵۴ نرمال تقریباً های ماتریس ٣

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همزمان شدن بلوکͬ قطری سه ٢.٣

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١-نرمال تقریباً های ماتریس ١.٢.٣

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢-نرمال تقریباً های ماتریس ٢.٢.٣

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺانͬ یا هرمیتͬ تقریباً ماتریسهای ٣.٣

٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبری خم ͷی روی ویژه مقادیر ۴.٣

٨۶ کتاب�نامه

٩٠ انگلیسͬ به فارسͬ نامه واژه



تصاویر لیست

ماتریس-بردار برای شده گرفته کار به بلوکͬ لانزوس پروسه از حاصل بلوکͬ قطری سه ماتریس ١.٣

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C ستونͬ فضای در آغازین بردارهای با

با ماتریس-بردار برای شده گرفته بͺار بلوکͬ لانزوس پروسه از حاصل بلوکͬ قطری سه ماتریس ٢.٣

٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . S ستونͬ فضای در آغازین بردارهای

٧٧ . همراه ماتریس برای شده گرفته بͺار بلوکͬ لانزوس پروسه از حاصل بلوکͬ قطری سه ماتریس ٣.٣

ͷی رتبه تصحیح برای شده گرفته بͺار بلوکͬ لانزوس پروسه از حاصل بلوکͬ قطری ماتریسسه ۴.٣

٨۵ . . . . . . . . . . است. شده واقع سهمͬ ͷی بر آنها ویژه مقادیر که نرمالͬ ماتریسهای

چ



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم

مͬ استفاده آنها از بعدی فصلهای در که اولیه مقدمات و تعاریف بیان و نمادها معرفͬ به فصل این در

مͬپردازیم. شود،

اصطلاحات ١.١

است. شده انتخاب [٢۵] مرجع از بخش این مطالب

مختلط. های درایه با n×n ماتریسهای همه مجموعه :Mn(C)

نرمال. n×n ماتریسهای همه مجموعه :Nn

.A = [aij]∈Mn(C) اینکه فرض با

.AT = [aji] یعنͬ: Aماتریس از ترانهاده :AT

١



٢ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

.Ā = [āij] یعنͬ: Aماتریس مزدوج :Ā

.A∗ = ĀT = [āji] یعنͬ: Aماتریس از مزدوج ترانهاده :A∗

.Aماتریس معکوس :A−١

.trA = a١١ + a٢٢ + ....+ ann یعنͬ: Aماتریس اثر :trA

.(AT )−١ = (A−١)Tو (A∗)−١ = (A−١)∗ است، نامنفرد Aماتریس اینکه فرض با

هستند. n×n همانͬ و صفر ماتریسهای ترتیب به :In, on

.det(xIn − A) با است برابر که Aماتریس مشخصه جملهای چند :PA(x)

است. |λIn − A| چندجملهای ریشه ماتریسAکه ویژه مقدار :λ∈C

حالت در و (AAT )١/٢ ماتریس از ویژه مقدار همان حقیقͬ حالت در که A ماتریس تکین مقدار :σ∈C

مͬباشد. (AA∗)١/٢ ماتریس از ویژه مقدار همان مختلط

است. A ویژه مقادیر از متشͺل مجموعه که Aماتریس طیف١ :λ(A)

است. Aماتریس ویژه مقادیر اندازههای از متشͺل مجموعه ماکزیمم که Aماتریس از طیف٢ͬ شعاع :ρ(A)

ρ(A) = max|λ|, λ∈σ(A)

-پنرس مور تساوی چهار در که است یافته تعمیم معکوسͬ ( معکوس (شبه -پنرس٣ مور معکوس : A+

١spectrum

٢spectral radius

٣Moor-penrose inverse



٣ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

مͬکند. صدق

.Bو Aماتریس دو معمولͬ داخلͬ ضرب :< A,B >

مͬنامند. جابجاگر خود را آن باشد B = A∗ اگر است. AB − BA برابر که B و A جابجاگر :[A,B]

است. مطلق قدر نظر از ماتریس آن اعضای ستونͬ مجموع ماکزیمم با برابر که Aماتریس مطلق۴ نرم :∥A∥

است. Aماتریس از منفرد مقدار بزرگترین که نرم دو یا Aماتریس طیف۵ͬ نرم :∥A∥٢

است.
√
(AA∗) با برابر که Aماتریس فربنیوس۶ نرم :∥A∥F

اولیه تعاریف ٢.١

است. شده انتخاب [٢۵] مرجع از بخش این مطالب

آنگاه: A,B∈Mn(C) اینکه بافرض

.AT = A هرگاه است متقارن Aماتریس

.AT = −A هرگاه است -کج متقارن Aماتریس

.A∗ = A هرگاه است هرمیتͬ Aماتریس

.A∗ = −A هرگاه است -کج هرمیتͬ Aماتریس

.AA∗ = I هرگاه است یͺانͬ Aماتریس

۴absolute matrix norm

۵spectral matrix norm

۶Frobenius norm



۴ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

.AAT = I هرگاه متعامد٧است Aماتریس

.An = A هرگاه توان٨است خود Aماتریس

.AA∗ = A∗A هرگاه است نرمال Aماتریس

باشد. نرمال A٢ هرگاه است مربع نرمال Aماتریس

.٠ < x∗Ax باشیم داشته x∈Cn ناصفر بردار هر برای هرگاه است مثبت معین Aماتریس

.٠ 6 x∗Ax باشیم داشته x∈Cn ناصفر بردار هر برای هرگاه است مثبت٩ معین نیمه Aماتریس

.aij≥٠ باشیم داشته i, j = ١,٢,٣, ..., n برای هرگاه است نامنفͬ Aماتریس

.aij = ٠ باشیم داشته j ̸=i وبرای A = diag(a١١, a٢٢, ..., ann) هرگاه است قطری Aماتریس

. aij = ٠ باشیم داشته i > j برای هرگاه است مثلثͬ بالا Aماتریس

.aij = ٠ باشیم داشته i < j برای هرگاه است مثلثͬ پایین Aماتریس

١≤|j − i| که صورتͬ در i, j جفت هر برای هرگاه است قطری سه Aماتریس

.A = tridiag(ai,i−١, aii, ai,i+١) باشیم داشته

قطر روی های درایه از کدام هر که A = diag(A١١, A٢٢, ...., Ann) هرگاه است بلوکͬ قطری A ماتریس

است. بلوک ͷی

.AB = BA هرگاه هستند جابجایی خاصیت دارای Bو Aماتریس دو

باشد. همانͬ ماتریس از جایͽشت ͷی آن ستونهای هرگاه است جایͽشت ماتریس ͷی Aماتریس

باشد. detA̸=٠ هرگاه گویند نامنفرد و detA = ٠ هرگاه گویند منفرد را Aماتریس

٧orthogonal

٨idempotent

٩semidefinite



۵ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

مستقل سطرهای تعداد را A سطری رتبه باشد m×n ماتریس ͷی A اگر ماتریس: رتبه .١.٢.١ تعریف

هر ستونͬ و سطری رتبه مͬکنیم. تعریف A خطͬ مستقل ستونهای تعداد را A ستونͬ رتبه و ،A خطͬ

مͬدهیم. نمایش rank(A) با را آن و گوییم ماتریس رتبه را آن که برابرند هم با ماتریس

رتبه مورد در نکاتͬ ٣.١

است. شده انتخاب [١] مرجع از بخش این مطالب

است. A رتبه مساوی Ā رتبه مساوی AT رتبه مساوی A∗ رتبه آنگاه A ∈ Mm,n(C) اگر الف)

B رتبه مساوی AB رتبه سپس B ∈ Mm,n(F ) و باشند نامنفرد C ∈ Mn(F ) و A ∈ Mm(F ) اگر ب)

ͷی در راست و چپ از نامنفرد، ماتریسهای حاصلضرب یعنͬ این و ABC رتبه مساوی BC رتبه مساوی

نمͬدهد. تغییر را رتبه ماتریس

و X ∈ Mm(F ) نامنفرد ماتریسهای اگر فقط و اگر B رتبه مساوی A رتبه سپس A,B ∈ Mm,n(F ) پ)

.B = XAY طوریکه به باشند داشته وجود Y ∈ Mn(F )

.A∗A رتبه مساوی A رتبه آنگاه A ∈ Mm,n(C) اگر ت)

خطͬ مستقل ستونهای دارای که Y ∈ Mn,k(F ) و X ∈ Mm,k(F ) برای آنگاه A ∈ Mm,n(C) اگر ث)

.A = XY T اگر فقط و اگر A رتبه = k هستند

است برقرار A = XBY T تساوی Y ∈ F n و X ∈ Fm از بعضͬ برای و B ∈ Mk(F ) برای همچنین

.A = XBY T اگر فقط و اگر A رتبه = ١ و



۶ مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

کنید. مراجعه [١] مرجع به بیشر مطالعه برای

صورت به که ∥.∥ تابع باشد F میدان روی برداری فضای ͷی V اگر برداری: نرم .١.٣.١ تعریف

باشد: زیر شرایط دارای هرگاه گوییم V روی نرم ͷی را مͬشود تعریف ∥.∥ : V−→R

∀x∈V ∥x∥ > ٠ .ͷی

x = ٠ ⇐⇒ ∥x∥ = ٠ دو.

∀x∈V , c∈F ∥cx∥ = |c|∥x∥ سه.

∀x, y∈V ∥x+ y∥≤∥x∥+ ∥y∥ چهار.

مͬشود نامیده V از α١, α٢, ...αn بردارهای خطͬ ترکیب ͷی V از β بردار خطͬ: ترکیب .٢.٣.١ تعریف

طوریکه: به باشد، داشته وجود F در c١, c٢, ...., cn اسͺالرهای هرگاه

β = c١α + ...+ cnαn =
∑n

i=١
ciαi

یعنͬ: باشد متشابه قطری ماتریس ͷی با A هرگاه گوییم، شدنͬ راقطری Aماتریس .٣.٣.١ تعریف

S−١AS = Λ

قطری همزمان بطور B و A گوییم باشند، شدنͬ قطری ماتریس دو B و A کنید فرض .۴.٣.١ تعریف
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طوریکه: به باشد موجود S تکین غیر ماتریس ͷی اگر فقط و اگر اند شدنͬ

S−١AS = Λ٢ و S−١AS = Λ١

جایی جابه B و A صورت این در باشند شدنͬ قطری همزمان بطور A,B ∈ Mn کنیم فرض .١.٣.١ لم

اند.

داریم: پس شدنͬاند قطری همزمان بطور B و A چون اثبات.

∃ S S−١AS = Λ١ =



λA
١ ٠

λA
٢

. . .

٠ λn
A


داریم: B برای همچنین و

S−١BS = Λ٢ =



λB
١ ٠

λB
٢

. . .

٠ λB
n


داریم: بنابراین
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A = SΛ١S
−١ و B = SΛ٢S

−١

AB = SΛ١S
−١SΛ٢S

−١ = SΛ١Λ٢S
−١ = S



λA
١ λ

B
١ ٠

λA
٢ λ

B
٢

. . .

٠ λn
Aλn

B


S−١

= S



λB
١ λ

A
١ ٠

λB
٢ λ

A
٢

. . .

٠ λn
Bλn

A


S−١

= SΛ٢Λ١S
−١ = SΛ٢S

−١SΛ١S
−١ = BA

U ماتریس ͷی اگر فقط و اگر است یͺانͬ متشابه B ماتریس با A ماتریس یͺانͬ: تشابه .۵.٣.١ تعریف

طوریکه: به باشد، موجود یͺانͬ

B = U∗AU

Mnاست. Mnبه از خطͬ تبدیل ͷی A−→U∗AU حقیقت در
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ماتریس آنگاه باشند A ویژه مقادیر λ١, ...., λn و A ∈ Mn کنید فرض ١٠ شور) (قضیه .١.٣.١ قضیه

طوریکه به است موجود U ∈ Mn یͺانͬ

U∗AU = T = (tij)n×n

١≤i≤n، tii = λi یعنͬ است. A ویژه مقادیر از متشͺل اصلͬ قطر با مثلثͬ بالا ماتریس ͷی T آن در که

شود. انتخاب حقیقͬ متعامد مͬتواند U آنگاه باشند حقیقͬ آن ویژه مقادیر همه و A ∈ Mn(R) اگر

کنید. رجوع [١] مرجع به اثبات برای اثبات.

این در باشد A ∈ Mn مشخصه جملهای چند pA(t) کنید فرض همیلتون١١ کیلͬ قضیه .٢.٣.١ قضیه

کنید. رجوع [١] مرجع به اثبات برای . pA(A) = ٠ صورت

معادله g(t) ای جمله چند هر برای آنگاه X ∈ Mn,m اگر و B ∈ Mn و A ∈ Mn کنید فرض .٢.٣.١ لم

کنید. رجوع [١] مرجع به اثبات برای است. برقرار g(A)X −Xg(B) = ٠ ماتریسͬ

معادله C∈Mm,n هر برای آنگاه B ∈ Mmو A ∈ Mn کنید فرض ( الف سیلوستر١٢ قضیه .٣.٣.١ قضیه

ویژه مقدار B و A اگر فقط و اگر دارد X ∈ Mn,m بفرد منحصر جواب ͷی AX −XB = C ماتریسͬ

جواب دارای تنها AX −XB = C ماتریسͬ معادله σ(A)∩σ(B) = ∅ اگر یعنͬ باشند. نداشته مشترک

است. X = ٠ بدیهͬ

١٠shur

١١Cayley Hamilton

١٢ Sylvester
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ͷی دارای C ∈ Mm,n(R) هر برای AX −XB = C ماتریسͬ معادله آنگاه باشند حقیقͬ B و A اگر ب)

کنید. رجوع [١] مرجع به اثبات برای مͬباشد. X ∈ Mm,n(R) فرد به منحصر جواب

معادله بͽیرید نظر در را T : Mn,m−→Mn,m از T (X) = AX − XB خطͬ تبدیل الف) اثبات.

است کافͬ منظور این برای مͬباشد X بفرد منحصر جواب دارای C ∈ Mm,n هر برای T (X) = C

قبلͬ لم طبق AX − XB = ٠ اگر است. X = ٠ جواب دارای فقط T (X) = ٠ دهیم نشان

فرض .pB(A)X = ٠ بنابراین و PB(B) = ٠ همیلتون کیلͬ قضیه طبق و pB(A)X − XpB(B) = ٠

بنابراین باشند B ماتریس ویژه مقادیر λ١, ..., λn کنید

pB(t) = (t− λ١)...(t− λn)

pB(A) = (A− λ١I)....(A− λnI)

تنها و است نامنفرد pB(A) بنابراین و است نامنفرد (A− λiI) عامل هر پس σ(A)∩σ(B) = ∅ اگر

باشد بدیهͬ غیر جواب دارای pB(A)X = ٠ اگر که است واضح است. X = ٠ ،pB(A)X = ٠ جواب

از تعدادی و هستند منفرد (A − λiI) عاملهای از تعدادی بنابراین باشد منفرد باید pB(A) صورت دراین

.σ(A) ∩ σ(B) ̸= ∅ بنابراین هستند A ویژه مقادیر ها λj

گیریم مͬ نظر در را Ax = b کریلف١٣:دستگاه فضای زیر .۶.٣.١ تعریف

گوییم. bو A ام iکریلف فضای زیر را ki(A, b) = span{b, Ab, A٢b, ...., Aib} فضای زیر

١٣Krylov


