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  چكيده

  
در اين پاياننامه ابتدا به بيان طبقه بندي جبرهاي لي حقيقي چهار بعدي، نمايش الحاقي و گروه هاي خودريختي 

روي جبرهاي لي حقيقي چهار لط، همتافته و كهلري را بر ها ساختارهاي مختسپس با استفاده از آن. ي پردازيممربوطه م
 دوجبرهاي لي حقيقي چهار بعدي، ساختارهاي ذكر شده را برروي اين  برخيعدي محاسبه مي كنيم و پس از بيانب

N  (2,2)در پايان به دليل اهميت مدل هاي ابرتقارن .دوجبرها محاسبه مي نمائيم WZW= به بيان انطباق اين مدل 
  .كي بيان مي كنيمها با ساختارهاي منين پرداخته و يك مثال فيزي

  
  .دوجبرلي، ساختار مختلط، ساختار همتافته، ساختار كهلري: واژه هاي كليدي
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  مقدمه
  

از آنجايي كه ساختارهاي مختلط، همتافته و كهلري ابزار بسيار مهمي در توصيف و بيان هندسه ي 
اي مختلف رياضي و بسياري از پديده ها هستند، توجه بسياري از نويسندگان علاقمند در زمينه ه

. اين ساختارها و نيز خمينه هاي مختلط، همتافته و كهلري جلب شده است فيزيك به سوي مطالعه ي
از نقطه نظر رياضي اگر خمينه ي ما همگن باشد ليست مقالات مربوطه با مسائل مختلط و همتافته 

در اوايل )  همگن همتافتهفضاهاي(مثلاً شرايط فرم هاي همتافته روي فضاي همگن . بسيار زياد است
همچنين خمينه هاي مختلط همگن در مراحل مختلفي ]. 1[ پيدا شده است 1 توسط چو1970دهه ي

لي از نقطه نظرگروه هاي لي، مسائ]. 3[و ] 2[ طبقه بندي شده اند 3 و وين كلمن2توسط اُولجكلاوس
4سونروي خمينه هاي فشرده به وسيله ساملاز ساختارهاي مختلط چپ ناوردا

و روي خمينه هاي ] 4[ 
طبقه بندي جزئي تري نيز از ساختارهاي ]. 5[ طبقه بندي شده اند 5غيرفشرده به وسيله ي موريموتو

,2)مختلط چپ ناوردا وقتي گروه لي  )GL R ،(2)U 3) و, )SL R7[و ] 6 [6 باشد بوسيله ساساكي [
 7 گروه مربوط به جبرلي حل پذير همبند ساده چهار بعدي باشد بوسيله ي اسنوGو وقتي گروه لي 

از نقطه نظر فيزيكي اهميت ساختارهاي مختلط اولين بار در . انجام گرفته است] 9[و ] 8 [8و اواندو
N(2,2)مطالعه ي مدل هاي سيگماي ابرتقارن  به اين ترتيب كه وجود اين ]. 10[ ظاهر شده است =

ساختارهاي ابرتقارن معادل با وجود دو ساختار مختلط هرميتي يا ساختار دوهرميتي روي خمينه ي 
علاوه . هدف مي باشد، بطوريكه يك سري قيود بايستي روي ساختار مختلط اين خمينه اعمال گردد

N(2,2) ابرتقارن WZWبرآن تناظر بين مدل هاي ، ]11[ساختارهاي منين قبلاً اثبات شده است   با=

                                                 
1 Chu 
2 Oeljeklaus 
3 Winkelman 
4 Samelson 
5 Morimoto 
6 Sasaki 
7 Snow 
8 Ovando 
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WZW (2,2)Nاز طرفي مطالعه ي مدل هاي ابرتقارن ]. 13[و ] 12[  در نظريه ي ابر ريسمان =
-ا بررسي اينكه ساختارهاي مختلط چگونه تحت تبديلات دوگانگيلذ. بسيار حائز اهميت مي باشد

Tاين كار قبلاً در مورد تبديلات آبلي و غيرآبلي انجام .  فضاي هدف تبديل مي يابند مهم مي باشد
در . ]31[لي مطالعات دقيقي انجام نشده است -اما در مورد دوگانگي پواسون]. 15[و ] 14[شده است 

براي اين . اين راستا ما سعي خواهيم كرد كه ساختارهاي مختلط را روي دوجبرهاي لي بدست آوريم
. كار ما ابتدا روش جديدي را براي محاسبه ي ساختارهاي مختلط روي جبرهاي لي ارائه خواهيم كرد

. خواهيم كردبويژه اين ساختارها را براي جبرهاي لي حقيقي چهار بعدي با اين روش جديد محاسبه 
لازم بذكر است كه اين ساختارها قبلاً با روش نسبتاً پيچيده اي آن هم فقط برروي جبرهاي لي 

در ادامه سعي خواهيم كرد كه اين ساختارها را با ]. 17[حقيقي چهار بعدي حل پذير انجام شده اند 
ي چهار بعدي استفاده از اين روش جديد برروي جبرهاي دوگان مربوط به دوجبرهاي لي حقيق

بدست آوريم و در واقع اين كار مقدمه اي براين خواهد بود كه چطور از ديد جبري تغييرات 
علاوه برآن ما در اين . لي انجام مي شود-ساختارهاي مختلط تحت تبديلات دوگانگي پواسون

 چهار پاياننامه با ارائه ي روش جديدي ساختارهاي همتافته و كهلري مربوط به جبرهاي لي حقيقي
  .جبرهاي دوگان مربوط به دوجبرهاي لي حقيقي چهار بعدي را محاسبه خواهيم كرد بعدي و

  : فصل بندي پاياننامه بشرح زير است
درفصل اول پس از معرفي جبرهاي لي حقيقي تجزيه پذير و تجزيه ناپذير به بيان طبقه بندي جبرهاي 

سپس براي آسانتر كردن محاسبات، به معرفي  . مي پردازيم] 18[لي حقيقي چهار بعدي به روش پترا 
درپايان فصل براي بررسي روابط هم ارزي موجود در . محاسبات ماتريسي نمايش الحاقي مي پردازيم

 به محاسبه ي گروه هاي خودريختي جبرهاي لي حقيقي چهار بعدي مي پردازيم، كه 3و2فصل هاي 
  . ايمنتايج اين محاسبات را نيز به طور كامل بيان كرده

سپس ساختار مختلط را بيان . در فصل دوم ابتدا به تعاريف لازم براي خمينه هاي مختلط مي پردازيم
كرده و پس از فرمولبندي اين ساختار در پايه هاي مختصاتي خمينه، روابط را براي پايه هاي غير 

 بر اين مختصاتي در يك خمينه و نيز گروه لي بدست مي آوريم؛ درنهايت روابط جبري حاكم
آنگاه با استفاده از آن ساختارهاي مختلط جبرهاي لي حقيقي چهار بعدي . ساختارها را پيدا مي كنيم

در بخش دوم به تعريف خمينه ي همتافته و ساختار همتافته پرداخته، با ذكر يك . را محاسبه مي كنيم
روي جبرهاي لي حقيقي مثال روش محاسبه ي ساختار همتافته را توضيح داده و ساختار همتافته بر

در پايان پس ازتعريف خمينه هاي هرميتي، كهلري و ساختار كهلري . محاسبه مي كنيم چهار بعدي را
قابل ذكراست چنانكه . اين ساختار را نيز برروي جبرهاي لي حقيقي چهار بعدي محاسبه مي كنيم
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ي حقيقي چهار بعدي  گفته شد محاسبه ي ساختارهاي مختلط، همتافته وكهلري برروي جبرهاي ل
انجام گرفته است، اما اين محاسبه علاوه بر اينكه فقط برروي ] 17[حل پذير قبلاً توسط اواندو 

جبرهاي حل پذير انجام گرفته است داراي روش بسيار پيچيده و مشكلي مي باشد كه ما با انجام 
 حقيقي چهار بعدي انجام محاسبات تانسوري بسيار آسانتر اين محاسبه را برروي همه ي جبرهاي لي

  . داده ايم و به نتايج كاملتري نيز دست يافته ايم
در فصل سوم ابتدا تعاريف و قضاياي مربوط به دوجبرهاي لي را مرور كرده سپس به معرفي تعدادي 

پس ازآن با استفاده از نمايش الحاقي گروه و . از دوجبرهاي لي حقيقي چهار بعدي مي پردازيم
مربوطه ساختارهاي مختلط، همتافته و كهلري مربوط به جبرهاي دوگان دوجبرهاي خودريختي هاي 

در انتها پس از مروري بر تناظر بين مدل هاي سيگماي . لي حقيقي چهار بعدي را محاسبه مي كنيم
N (2,2)ابرتقارن  WZW=با ساختارهاي منين به بررسي يك مثال فيزيكي مي پردازيم  .  
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 مقدمه

 

دراين فصل ابتدا به معرفي جبرهاي لي حقيقي چهار بعدي تجزيه پذير و تجزيه ناپذير پرداخته 
 در كنار جبرهاي بايانكي بيان كرده ايم، سپس ]18 [1و روابط جابجايي اين جبرها را به روش پترا

 ،سبات به محاسبات ماتريسي در فصل هاي بعدبراي سادگي محاسبات تانسوري و تبديل اين محا
ي حقيقي چهار بعدي را بدست بوط به جبرهاي لرا معرفي كرده و نمايش الحاقي مرنمايش الحاقي 

      در پايان ماتريس هاي خودريختي مربوط به اين جبرها را با ذكر روش محاسبه بيان. يممي آور
  . ]29[ مي كنيم

  

  ي لي حقيقي چهار بعدي معرفي طبقه بندي جبرها:1-1

  

  2بعدي تجزيه پذير  جبرهاي لي حقيقي چهار:1-1-1

  

2 به صورت اين جبرها 2A A⊕ و يا RA i iAد كه نباش  مي3,⊕  IX تا I يكي از جبرهاي 3,
  :كند  زير تبعيت ميهبطا است و از ر4ديهي جبر لي دو بعدي غير ب2A است و 3بايانكي

221 ],[ XXX =           )1-1(  
  :باشد نكي به صورت زير مياباي IX تا Iروابط جابجايي جبرهاي لي همچنين 
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3كه ثابت هاي ساختار  2 1, , ,n n n aدر جدول زير بيان شده اند .  
  

                                                 
1 Patera 
2 reducible 
3 Bianchi  
4 non trivial  
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6 

  ثابت هاي ساختار جبرهاي لي بايانكي ):1-1( جدول

  
  

1بعدي تجزيه ناپذير  جبرهاي لي حقيقي چهار:1-1-2
 

 

در اين  (بندي نمود توان به صورت زير دسته  اين جبرها را مي]18 [با استفاده از جدول پترا
  .]29 [) مي با شدX همان پايه جبر يعني e جدول

  
   پتراچهار بعديهاي لي حقيقي  روابط جابجايي جبر):2-1(جدول 

  

                                                 
1 irreducible 
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  :شوند يعني ترها، جبرها به هم تبديل ميم بعضي از پارا حدكه در

1041140

640

240

.,

,

,

lim

lim

lim

AA

RVIIA

RIVA

q

q

a

qp

p

p

p

→

⊕→

⊕→

→

→

→

  
84941

540

.,

,

lim

lim

AA

RVIA

q

q

a

qp

p

→

⊕→

−→

→    )1-3(  

  

  چهار بعدي به روش پترا لي حقيقي  طبقه بندي جبرهاي:1-1-3

  

در كنار  ]18[بعدي به روش پترا  چهار  حقيقيبندي جبرهاي لي در اين بخش به بررسي طبقه
ما  ،شود بندي استفاده مي از آنجا كه در فيزيك بيشتر از اين نوع طبقه. پردازيم  ميR+جبرهاي بايانكي

 جبر 12بندي  در اين طبقه. ايم بندي استفاده نموده نيز در محاسبات خود از روابط جابجايي اين طبقه
iA  ناپذيرتجزيه iA,3  جبر9 ،4, R⊕ 2، يك جبر 2A A⊕ 14( و يك جبر بديهيA  4ياR (با . داريم

iAار پترا ركد. باشد  مي30حالات خاص تعداد كل اين جبرها در نظر گرفتن   جبرهاي سه بعدي با 3,
iAنامه   ولي در محاسبات اين پايان،جبرهاي بايانكي فرق دارند ها را به صورت جبرهاي لي بايانكي 3,

   .شوند ايم كه در زير در كنار روابط جابجايي پترا ديده مي سه بعدي انتخاب كرده
  

  R +عدي دركنارجبرهاي بايانكيطبقه بندي جبرهاي لي حقيقي چهار ب ):3- 1(جدول

هاجبر  روابط جابجايي غير صفر 

14A  

12 2AA ⊕  
1 2 2[X ,X ]=X  

R⊕III  [ ]1 2 2 3 3 1 2 3, ,[ , ]X X X X X X X X= − − = +  

22A  
1 2 2 3 4 4[X ,X ]=X ,[X ,X ]=X  

113 AA
و

⊕  
2 3 1[X ,X ]=X  

R⊕II  [ ]2 3 1,X X X=  

123 AA
و

⊕  
1 3 1 2 3 1 2[X ,X ]=X ,[X ,X ]=X +X  

R⊕IV  1 2 2 3 1 3 3[ , ] ,[ , ]X X X X X X X= − + = −  

133 AA
و

⊕  
1 3 1 2 3 2[X ,X ]=X ,[X ,X ]= X  

R⊕V  1 2 2 1 3 3[ , ] ,[ , ]X X X X X X= − = −  

143 AA
و

⊕  
1 3 1 2 3 2[X ,X ]=X ,[X ,X ]= X−  
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R⊕
0

VI  1 3 2 2 3 1[ , ] ,[ , ]X X X X X X= =  

3 5 1

a

و
A A⊕  
0 1a< <  

1 3 1 2 3 2[X ,X ]=X ,[X ,X ]=aX  

R⊕
a

VI

 0,1a ≠  
1 2 2 3 3 1 2 3[ , ] ,[ , ]X X aX X X X X aX= − − = +  

163 AA
و

⊕  
1 3 2 2 3 1[X ,X ]= X ,[X ,X ]=X−  

R⊕
0

VII  2 3 1 1 3 2[ , ] ,[ , ]X X X X X X= = −  

3 7 1

a

و
A A⊕  

0a >  
1 3 1 2 2 3 1 2[X ,X ]=aX X ,[X ,X ]=X +aX−  

R⊕
a

VII

 0a ≠  
3 1 2 3 1 2 2 3[ , ] ,[ , ]X X X aX X X aX X= + = − +  

183 AA
و

⊕  
3 1 2 2 3 3 1 2 1[X ,X ]=2X ,[X ,X ]= X ,[X ,X ]=X  

R⊕VIII  3 1 2 1 2 3 2 3 1[ , ] ,[ , ] ,[ , ]X X X X X X X X X= = − =  

193 AA
و

⊕  
3 1 2 2 3 1 1 2 3[X ,X ]=X ,[X ,X ]= X ,[X ,X ]=X  

RIX ⊕  3 1 2 1 2 3 2 3 1[ , ] ,[ , ] ,[ , ]X X X X X X X X X= = =  

4,1A  2 4 1 3 4 2[X ,X ]=X ,[X ,X ]=X  

4,2

0,1

a
A

a ≠
 

1 4 1 2 4 2 3 4 2 3[X ,X ]=aX ,[X ,X ]= X ,[X ,X ]=X +X  

4,2

1
A  

1 4 1 2 4 2 3 4 2 3[X ,X ]=X ,[X ,X ]= X ,[X ,X ]=X +X  

4,3A  
1 4 1 3 4 2[X ,X ]= X ,[X ,X ]=X  

4,4A  
1 4 1 2 4 1 2 3 4 2 3[X ,X ]=X ,[X ,X ]= X + X ,[X ,X ]=X +X  

,

4,5

a bA  
1 1

       0

a b

ab

− ≤ < <

≠
 

1 4 1 2 4 2 3 4 3[X ,X ]=X ,[X ,X ]= a X ,[X ,X ]=b X  
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,

4,5

1 1

0

a a
A

a

a

− ≤ <

≠

 1 4 1 2 4 2 3 4 3[X ,X ]=X   ,[X ,X ]= a X   , [X ,X ]=a X  

,1

4,5

1 1

0

a
A

a

a

− ≤ <

≠

 1 4 1 2 4 2 3 4 3[X ,X ]=X  ,[X ,X ]= a X   ,[X ,X ]= X  

1,1

4,5A  
1 4 1 2 4 2 3 4 3[X ,X ]=X   ,[X ,X ]=X   ,[X ,X ]= X  

,

4,6     

0, 0

a b
A

a b≠ ≥
 

1 4 1 2 4 2 3 3 4 2 3[X ,X ]= aX ,[X ,X ]=bX X ,[X ,X ]=X +b X−  

4,7A  
1 4 1 2 4 2 3 4 2 3 2 3 1[X ,X ]=2 X   ,[X ,X ]= X ,  [X ,X ]=X +X   ,[X ,X ]=X  

4,8A  
2 4 2 3 4 3 2 3 1[X ,X ]= X ,  [X ,X ]= X   ,[X ,X ]=X−  

4,9     

0 1

b
A

b< <
 1 4 1 2 4 2 3 4 3 2 3 1[X ,X ]=(1+b) X   ,[X ,X ]= X ,  [X ,X ]=b X   ,[X ,X ]=X  

1

4,9A  
1 4 1 2 4 2 3 4 3 2 3 1[X ,X ]=2 X   ,[X ,X ]= X ,  [X ,X ]= X   ,[X ,X ]=X  

0

4,9A  
1 4 1 2 4 2 2 3 1[X ,X ]=X   ,[X ,X ]= X ,[X ,X ]=X  

4,10A  
2 4 3 3 4 2 2 3 1[X ,X ]= X ,  [X ,X ]= X   ,[X ,X ]=X−  

4,11

0

a
A

a >
 1 4 1 2 4 2 3 3 4 2 3 2 3 1[X ,X ]=2a X   ,[X ,X ]= a X X   ,[X ,X ]=X +a X   ,[X ,X ]=X−  

4,12A  
1 4 2 1 3 1 2 4 1 2 3 2[X ,X ]=  X   ,[X ,X ]= X  , [X ,X ]=X ,[X ,X ]=X−  

 

 

 

  نمايش الحاقي جبرهاي لي حقيقي چهار بعدي:1-2

 

 لذا در .محاسبات تانسوري را به محاسبات ماتريسي تبديل كنيم ما سعي كرده ايم براي سادگي،
 آوردن نمايش الحاقي بدستدر اينجا تنها به روش . اين كار بايستي از نمايش الحاقي استفاده نمائيم

   .كنيم تبديل روابط مورد نياز به صورت اين نمايش اقدام ميخواهيم كرد و در فصلهاي آينده به بسنده 
  : به صورت زير در نظر بگيريم رااگر روابط جابجايي جبريحال 

)1-4 (                     [ , ] k

i j ij k
X X f X=  

  
  



  آنها      معرفي جبرهاي لي حقيقي چهاربعدي و نمايش الحاقي فصل اول                                               

10 

iiYهاي  ماتريس χ,مي باشند زير شكلهاي ساختار به  بت  با استفاده از ثا:  
( )

( ) k

jiji

k

k

ji

k

ji

fY

f

−=

−=χ
          )1-5(  

  : تهار بعد به صورت كلي زير نوشچها را در  توان اين نمايش ميكه 
 

iلازم به ذكر است (

jkfijk f=(  
  

 

 := Y
1













0 −f112 −f113 −f114

f112 0 −f123 −f124

f113 f123 0 −f134

f114 f124 f134 0

 := Y
2













0 −f212 −f213 −f214

f212 0 −f223 −f224

f213 f223 0 −f234

f214 f224 f234 0

 

 

 

 

 := Y
3













0 −f312 −f313 −f314

f312 0 −f323 −f324

f313 f323 0 −f334

f314 f324 f334 0

 := Y
4













0 −f412 −f413 −f414

f412 0 −f423 −f424

f413 f423 0 −f434

f414 f424 f434 0  
 

 

 

 := χ
1













0 0 0 0

−f112 −f212 −f312 −f412

−f113 −f213 −f313 −f413

−f114 −f214 −f314 −f414

 := χ
2













f112 f212 f312 f412

0 0 0 0

−f123 −f223 −f323 −f423

−f124 −f224 −f324 −f424

 

 

 

 

 := χ
3













f113 f213 f313 f413

f123 f223 f323 f423

0 0 0 0

−f134 −f234 −f334 −f434

 := χ
4













f114 f214 f314 f414

f124 f224 f324 f424

f134 f234 f334 f434

0 0 0 0

 

 

 

Y,هاي   ماتريس1-1توان براي جبرهاي ذكر شده در بخش  با استفاده از روابط فوق مي χ را 
  : آوردبدستبه صورت زير 
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:III R⊕

 
 

 := Y
1













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
2













0 1 1 0

-1 0 0 0

-1 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
3













0 1 1 0

-1 0 0 0

-1 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

 

 := χ
1













0 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 0

 := χ
2













0 -1 -1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
3













0 -1 -1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0  
 

22
AA ⊕ : 

 

 := Y
1













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
2













0 -1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
3













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 -1

0 0 1 0

 

 

 := χ
1













0 0 0 0

0 -1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
2













0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
3













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 -1

 := χ
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0  
 

:II R⊕  
 

 := Y
1













0 0 0 0

0 0 -1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 := Y
2













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
3













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

 

 := χ
1













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
2













0 0 0 0

0 0 0 0

-1 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
3













0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0  
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:IV R⊕

 
 

 := Y
1













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
2













0 1 0 0

-1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
3













0 -1 1 0

1 0 0 0

-1 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

 

 := χ
1













0 0 0 0

0 1 -1 0

0 0 1 0

0 0 0 0

 := χ
2













0 -1 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
3













0 0 -1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0  

 
:V R⊕  

 

 := Y
1













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
2













0 1 0 0

-1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
3













0 0 1 0

0 0 0 0

-1 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

 

 := χ
1













0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

 := χ
2













0 -1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
3













0 0 -1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0  
 

:
0

VI R⊕

  

 := Y
1













0 0 0 0

0 0 -1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 := Y
2













0 0 -1 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
3













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0  
 

 := χ
1













0 0 0 0

0 0 0 0

0 -1 0 0

0 0 0 0

 := χ
2













0 0 0 0

0 0 0 0

-1 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
3













0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0  
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:
a

VI R⊕

  

 := Y
1













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
2













0 a 1 0

−a 0 0 0

-1 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
3













0 1 a 0

-1 0 0 0

−a 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

 

 := χ
1













0 0 0 0

0 a 1 0

0 1 a 0

0 0 0 0

 := χ
2













0 −a -1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
3













0 -1 −a 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0  
 

:
0

VII R⊕

  

 := Y
1













0 0 0 0

0 0 -1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 := Y
2













0 0 1 0

0 0 0 0

-1 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
3













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

 

 := χ
1













0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 := χ
2













0 0 0 0

0 0 0 0

-1 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
3













0 -1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0  

 
:

a
VII R⊕

  

 := Y
1













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
2













0 a 1 0

−a 0 0 0

-1 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
3













0 -1 a 0

1 0 0 0

−a 0 0 0

0 0 0 0

 := Y
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

 

 := χ
1













0 0 0 0

0 a -1 0

0 1 a 0

0 0 0 0

 := χ
2













0 −a 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
3













0 -1 −a 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 := χ
4













0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0  
 


