




ستایش از آن . به ما نعمت بخشیدونواز را که یاریگر هر لحظه بود نیاز بندهحمد و سپاس بی
.اوست و هر آنکس که در رسالت آموزگاري آموخت که آموختن برترین اندیشه است

عزیزانی که يحال که به یاري پروردگار متعال این تحقیق به پایان رسیده، شایسته است از همه
.اند تشکر و قدردانی نمایماینجانب را در این راه مورد عنایت خود قرار داده

که در طول تدوین و ارزیابی زادهبادامچیدکتر جناب آقايوسیله از استاد محترم راهنما بدین
.نمایمی میصدر خود اینجانب را راهنمایی نمودند تشکر و قدردانينامه با بصیرت و سعهپایان

نامه متقبل در طی این پایانیاريهمچنین از زحمات فراوانی که استاد محترم مشاور جناب آقاي دکتر 
.نمایمحل مختلف این تحقیق سپاسگذاري میشدند تشکر و از جدیت ایشان در بررسی و ارزیابی مرا

ي پاشا و نمایندهد محترم داور جناب آقاي دکتر تااسيهاي ارزندهتوان راهنماییبدون شک نمی
و از زحمات ایشان نیز قدردانی را نادیده گرفت رادتحصیلات تکمیلی جناب آقاي دکتر صالحی

.شودمی
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چکیده
/هايي ناپایا و گذرا در صفدهندهنامه سرویسدر این پایان /1M G و[ ] / /1XM Gي با شیوه

( , )p N -هاي دهنده براساس فرایند پواسون خراب شده و زمانسرویس. شود، بررسی میکنترل
هاي دست آوردن توزیعبراي بهنتروپی آاز روش ماکزیمم. هستندتعمیر داراي توزیع دلخواه 

تحلیل نسبی میان نتایج . کنیماحتمال تعداد متقاضیان و میانگین زمان انتظار در سامانه استفاده می
هاينتروپی و نتایج دقیق براي سه توزیع مختلف زمانآدست آمده از روش ماکزیممتقریبی به

ينتروپی به اندازهآماکزیممدهند که روش نتایج عددي نشان می. ستتعمیر گرفته اسرویس و 
.کافی براي کارهاي عملی دقیق هستند

)ي روش لاگرانژ، شیوه:کلید واژه , )p N–صف،ي ناپایادهندهسرویسنتروپی، آکنترل، ماکزیمم
/ /1M G ،صف[ ] / /1XM G.



1فصل 

بنديي صفاي بر نظریهمقدمه

مقدمه1.1
متأسفانه این پدیده با افزایش. ایمي ما ناراحتی انتظارکشیدن در صف را تجربه کردههمه

متقاضی اینگونه انتظارکشیدن یک. یابدازپیش گسترش میشدن روزافزون  جامعه بیشجمعیت و شهري
را دوست ندارند زیرا ممکن است این متقاضیانسسات نیز انتظارکشیدنؤو مدیران مدرا دوست ندار

به دانستن پاسخنیازمناسبسرویسزمانبراي دانستن . هایی داشته باشدها براي آنان هزینهصف
» چند متقاضی در صف خواهند بود؟«و » چه مدت متقاضی باید انتظار بکشد؟«: استهاسوالبرخی
.پاسخ دهدهاي احتمالتوزیعها براساس تحلیل بندي سعی دارد به این قبیل سوالصفي نظریه

اي فرایندهاي تصادفی است که هم از لحاظ کاربردي و هم از ههندي یکی از شاخبصفهايلمد
ردازد پیایی مههبه بررسی سامانهااین مدل. اشدبیي بسیاري از محققین آمار معلاقهلحاظ نظري مورد 

ا، چگونگی هلمهم این مدهايهدفکی از ی. هنددیخدماتی را به متقاضیان ارائه مهاآنکه در 
.که این سرویس به شکل بهینه ارائه گرددهی به متقاضیان است به طوريدسسروی



2بنديي صفاي بر نظریهمقدمه.  1فصل 

توان چنین توصیف کرد که متقاضیان براي اخذ سرویس مراجعه بندي را میصفيهیک سامان
مانند و بعد از اخذ سرویس سامانه را ترك ي سرویس بلافاصله مقدور نباشد منتظر میکنند اگر ارائهمی
به کار رفته است و لزوماهدر اینجا باید توجه داشت که اصطلاح متقاضی به معناي کلی آن ب. کنندمی

خوردن تواند بلبرینگی باشد که در خط تولید براي صیقلیک متقاضی میمثلا. عناي یک انسان نیستم
اي کشد و یا برنامهه است، هواپیمایی باشد که در خط پرواز براي بلندشدن از زمین انتظار میتقرار گرف

.کامپیوتري باشد که براي اجرا در انتظار است
الگوي ورود : است که عبارتند ازايي پایهبندي داراي شش مشخصهصفيهر سامانه

هاي ها، نظم صف، ظرفیت سامانه، تعداد باجهدهندهسرویستوسط ي سرویس متقاضیان، الگوي ارائه
.]1[تعداد مراحل سرویسوسرویس

مفاهیمو ریف اتع2.1
ي صف دانسته فرض شده و فقط به معرفی برخی از مفاهیم مقدمات نظریهنامه پایاندر این

.مراجعه شود] 1[براي مطالب بیشتر به .شودمیاي بسنده پایه

هاي مؤثربودناندازه1.2.1
بندي را توان مدل صفمیهاآنهایی است که به کمک بندي داراي مشخصههر مدل صف

هاي سازي در سامانهبهینه. نامیمهاي مؤثربودن میها را اندازهاین مشخصه. بهینه کردتحلیل و 
ي کاهش زمان انتظار متقاضیان، با توجه به توابع هزینهو چه از نظربندي چه از نظر سودآوري صف

میانگین تعداد در سامانه، میانگین زمان انتظار متقاضیان مانندثربودن ؤهاي مبراساس اندازهو مفروض 
براي . گیردانجام می... ها و دهندهسرویس) ي بیکاريو یا دوره(ي اشتغال در سامانه، میانگین دوره

هاآنهاي توزیعو شدهشناسایی لازم است متغیرهاي موجود در مدلهاآوردن این اندازهدستبه
بنابراین . باشندنامعلوم میکه معمولاها داراي پارامترهایی هستنداین توزیعاما.ده شونددست آوربه

.هستیمثربودن نیازمند براورد این پارامترها ؤهاي مسازي براساس اندازهبراي بهینه
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در دیگر . شودها استفاده میهاي کلاسیک و یا دیگر روشبراي براورد این پارمترها از روش
عنوان متغیرهاي تصادفی هستند و آماردان با توجه به پارامترهاي مدل خود بهمانند روش بیز،هاروش

تجربیات و نظر شخصی خود باید یک تابع چگالی پیشین براي پارامترهاي مدل انتخاب کند و براساس 
محاسبه دست آورده است تابع چگالی پسین را اي که از جامعه بهاین تابع چگالی و همچنین نمونه

.دنمای
هاي مؤثربودن براي بررسی سامانه، اند، لذا اندازهفرایندهاي ورود یا سرویس تصادفیمعمولا

تعطیلیي اشتغال یا یعنی مقادیري مانند زمان انتظار، تعداد متقاضیان در سامانه، طول دوره
این متغیرهاي تصادفی یا حتمالخواهند بود و تعیین توزیع اها نیز متغیرهاي تصادفی دهندهسرویس

.ها مدنظر استآنحداقل مقادیر امیدریاضی 
:زیر استموردبندي یکی از دو گر صفکار تحلیل

شدهثربودن فرایند دادهؤهاي ماندازهتعیین -
بهینهيطرح یک سامانه-

مفروض جریان ها را با خواص صف و نظیر ایني انتظار، طولهانا، باید زمدومبراي انجام مورد 
گر احتمالا از طرف دیگر، براي طرح یک سامانه، تحلیل. هاي سرویس مرتبط کندورودي و شیوه

دهندگان برحسب ساختار ذاتی خواستار تعدیل زمان انتظار متقاضی در برابر زمان فراغت سرویس
هاآندست آورد، از بهدهنده را بتوان مستقیمارویسي انتظار و فراغت ساگر هزینه. ستاهاهزینه

. ها استفاده کرداین باجهاندازيراههاي فعال و تعیین نرخباجهيبهینهتوان براي تعیین تعداد می
تدارك مکان برايحجم ممکن صف يهمچنین، براي طرح مکان انتظار، لازم است اطلاعاتی درباره

هاي که باید این هزینه همراه با هزینهنیز مطرح باشد مکانيهممکن است هزین. تظار داشته باشیمان
. بررسی شوندبهینهيدست آوردن طرح سامانهدهنده براي بهانتظار متقاضی و اوقات فراغت سرویس

در صورت عدم .اش را حل کندصورت تحلیلی مسالهکند که بهگر کوشش میحال، تحلیلدر هر 
.گرددسازي متوسل توفیق، باید به شبیه
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,0)يشیوه2.2.1 )N-کنترل
که زمانیتا رابه متقاضیان هیدسرویس است سرویسيدهنده پشت باجههنگامی که سرویس

بندد و فقط زمانی سرویس را میيباجه؛ پی از تهی شدن صفدهدادامه می،صف تهی شود
که مجموع زمان انتظار متقاضیان در صف ایجاد شده باشد و یا اینNيگردد که یا صفی به اندازهبرمی

عبارت دیگر به. یک عدد صحیح مثبت استNیک مقدار مثبت ثابت و Qکه گرددبیشتر Qاز سطح 
ي صف صفر و تعطیل است هنگامی که اندازهگرددNي صف هنگامی که اندازهشودمیسرویس فعال 

,0)با نماددهیي سرویسقاعدهاین . است , )N Q شودمیداده نشان.

قانون لیتل3.2.1
، میانگین نرخ ورود و میانگین زمان سامانهمیانگین تعداد متقاضیان در بیناي قانون لیتل رابطه

.کندبرقرار میمتقاضی در حالت پایابه پاسخ 
)فرض کنید )N tدر زمان سامانهتعداد متقاضیان در يدهندهنشانt،( )A tتعداد معرف

زمانیيدر فاصلهسامانهشده به متقاضیان وارد 0,t ،( )D tيتعداد متقاضیانی که در فاصلهگربیان
زمانی 0,tکنند و را ترك میسامانهiT زمان پاسخi -واضح است که . امین متقاضی باشد

( ) ( ) ( )N t A t D t ) 0در زمان سامانهبا این فرض کهt ارتباط میان). خالی است( )A tو( )D t

.نشان داده شده است1.1شکل ي در قسمت بالا

میانگین تعداد . ا یکی نیستري است که ترتیب ورود و خروج متقاضیان الزامولازم به یادا
زمانیيها در فاصلهورودي 0,tبرابر است با:

)1.2.1                                                                                     (( )
( )

A t
A t

t


limکنیمو فرض می ( )
t

A t


مقدار. موجود بوده و کراندار است عنوان نرخ ورود به در دراز مدت
.شودمیدر نظر گرفته 

:برابر است باسامانهمیانگین زمانی تعداد متقاضیان در 
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)2.2.1                                                                           (( )
( )

N t
N t

t


( )A t6ورودها
( )D t5

54
33هاعزیمت

12
21

زمان

6
5
متقاضی4
3
2
1

tزمان

قانون لیتل:1.1شکل 

limکنیمفرض میجا نیز در این ( )
t

N N t


زمان میانگینور مشابهطبه. وجود داشته و کراندار است
:زیر نوشتصورتتوان بهمتقاضی را میبهپاسخ

)3.2.1                                                                             (
( )

1

1
( )

( )

A t

i
i

T t T
A t 

 

)شود که همیشه ملاحظه می. را در نظر بگیرید1.1شکلي حال قسمت بالا ) ( )A t D t و بنابراین
( ) 0N t  .مساحت بین دو منحنی برابر است با:

)4.2.1                        ( 
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
t t

F t A u D u du N u du   
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)توانمی )F tهاي پاسخ متقاضیانی است که تا ي مجموع زماندهندهنشاناین صورت بیان کرد کهرا به
:در سامانه حضور دارندtزمان 

( )

1

A t

i
i

T



، 1.1شکلدر قسمت پایین(سامانه هستند در tکه شامل کل زمان پاسخ به متقاضیانی است که تا زمان 
)بنابراین). هر خط معرف زمان پاسخ به متقاضی است )F tتوان به این صورت نیز نوشترا می:

)5.2.1                     (
( )

1

( ) ( )
A t

i
i

F t T E t


 

)با این فرض که  )E tنسبتا کوچک است.

:داریم)5.2.1(و )4.2.1(هاي هم قراردادن طرفین رابطهبرابربا 

)6.2.1                            (
( )

0
1

( ) ( )
A tt

i
i

N u du T E t


 

1به )6.2.1(يطرفین رابطهضرببا 

t
:شودنتیجه می

)7.2.1                       (
( )

0
1

1 ( ) 1 ( )
( )

( )

A tt

i
i

A t E t
N u du T

t t A t t

 

)هاي بالا و گرفتن حد و این نکته که ده از تعریفحال با استفا )
lim 0
t

E t

t
صورت ، قانون لیتل را به

:داریمزیر 

)8.2.1                       (N T

:طور معادلیا به

)9.2.1                            (( ) ( )E N E T

مشابهی از قانون لیتل براي صورت. باشدمیسامانهمیانگین تعداد متقاضیان در يدهندهنشانNکه
شود و در آن متغیر نشان داده میqNصورت متقاضیان در صف برقرار است که بهمیانگین تعداد 
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در صف میانگین زمان انتظار همچنین. به تعداد متقاضیان موجود در صف اشاره داردqNتصادفی 
*دهی به او را بابین ورود یک متقاضی و شروع سرویسیعنی زمان 

qWین قانون بنابرا. دهیمنشان می
:صورت زیر نوشتتوان بهلیتل را در این حالت می

)10.2.1             (*
q qN W

:طور معادلیا به

)11.2.1                              (   q qE N E W

.مدت زمان انتظار در صف استqWکه در آن

پایانايدهندهسرویس4.2.1
.شودخراب میبینیغیر قابل پیشصورتبهاست که ايدهندهسرویسبه معناي 

گذرايدهندهسرویس5.2.1
.بستگی داردآندهنده به تعداد متقاضیان در شدن سرویسروشن و خاموش،اهسامانهدر این نوع

FCFS١نظم 6.2.1

وارد صف شده بارت دیگر هر متقاضی که زودتر ع؛ بهاستترتیب ورود ي سرویس بهبه معناي ارائه
.دگیر، زودتر سرویس میباشد

متقاضیبهزمان پاسخ7.2.1
.آن بعد از گرفتن سرویسترك متقاضی به سامانه وبین ورود زمان 

تعطیلی8.2.1
سامانه را براي دهندهسرویسسامانه، نشدمحض خالیکه بهین صورت است ه ابتعطیلیروند 

ي گردد، اگر اندازهبرمیتعطیلیاز دهندهسرویسهنگامی که . کندترك میVتصادفی به طول تعطیلی

1 First Come, First Served
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درغیر ، کندمیرا آغازان منتظرمتقاضیدهی به باشد، سرویسNسامانه بزرگتر یا مساوي عدد 
بیشتر برسد یا از آن Nي سامانه به که اندازهماند تا ایندر سامانه منتظر میدهندهسرویسصورت این

.شود

حالت پایا9.2.1
.استمستقل از وضعیت آغازي و زمان طی شده وضعیت سامانهیعنی

زمان تکمیل10.2.1
.باشددهنده میدهی به متقاضی و زمان تعمیر سرویسشامل زمان سرویس

ي اشتغالچرخه11.2.1
.باشدي بیکاري میاشتغال و دورهي صورت مجموع دورهبه

الگوي صف3.1
پواسون براساس هاتوزیع احتمال این گروهشوند کههایی وارد میدر گروهمتقاضیانکنیدفرض 

گروه امین- kان متعلق به متقاضیي تعداد دهندهنشانkXهمچنین فرض کنید. استبا نرخمرکب
k...,1,2به ازايکهطورياست، بهشدهدارو  ،kX زیر هستندتابع احتمالها داراي:

( ) , 1,2,...k nP X n X n  

. شونددهی میترتیب ورودشان سرویسوارد سامانه شده و بههاییان در قالب دستهمتقاضی
،متقاضیانسرویس هايزمان. تواند سرویس بدهدرا میمتقاضیدر یک زمان فقط یک دهندهسرویس

)با تابع توزیع کلیSتوزیعهمو لتصادفی مستقهايمتغیر )S tممکن است در دهندهسرویس. است
.شودتعمیر میفورااز کار افتادهيدهندهسرویس. خراب شودهر لحظه از زمان با نرخ پواسون

)با تابع توزیع کلیRتوزیع همتصادفی مستقل و هايتعمیر، متغیرهايزمان )R tاگرچه هیچ . است
ان متقاضیورود اما، گیرداز کار افتاده انجام نمیيدهندهسرویسي تعمیر سرویسی در طول دوره
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ان متقاضیدهی به در طول سرویسدهندهسرویسدر حالتی که . یابدبرطبق فرایند پواسون ادامه می
براي ددهی بود بایکه در حال سرویسمتقاضیهر شود و ، به تعمیر فرستاده میگرددخراب 
تعمیر شد دهندهسرویسکه به محض این. بمانددهندهسرویساش منتظر شدن سرویس باقیماندهتکمیل

.کند تا زمانی که سامانه خالی گرددان منتظر میمتقاضیدهی به شروع به سرویس

هاي احتمال براي اي است که در آن توزیعبندي از نظر مفهومی ردهي مسائل صفترین ردهساده
ینی از ، واحدهاي ورودي در نقاط معبا این حال. توصیف الگوهاي مراجعه و سرویس ضروري نیستند

بندي که در این مدل صفهر . ي سرویس مقادیر مشخص و ثابت هستندهاناافتند و زمزمان اتفاق می
.همراه با مساله وجود نداردهیچ توزیع احتمالشود، زیرا در هر حال، گیرد قطعی نامیده میرده قرار 

ثابت سرویس است در نظر حالت مقدماتی نرخ ثابت مراجعات به یک باجه را که داراي نرخ 
) FCFS(گیرند به ترتیب ورودشان ي زمانی منظم صورت میها که با فاصلهگونه ورودياین. بگیرید

0tکنیم در زمانهمچنین فرض می. شونددهی میسرویس  ، متقاضی در خط انتظار نبوده و هیچ

1را تعداد مراجعات در واحد زمان تعریف کنیم، آنگاهاگر. استي سرویس تهی باجه


متوسط 

دهنده مشغول انجام وظیفه همچنین وقتی که سرویس. ي زمانی ثابت بین مراجعات متوالی استفاصله
متوسط شده در واحد زمان باشد، آنگاه هاي تکمیلویس برحسب میزان سرویسنرخ سراست، اگر

1زمان ثابت سرویس


.است

کاربرد4.1
چند نمونه از این موارد را در اینجا . بندي وجود داردصفهايمدلموارد متعددي براي کاربرد 

. کاربرد آن یعنی مکالمات تلفنی استي شود، نخستین زمینهد که به آن اشاره میاولین مور. آوریممی
هاي تاکسی، کنترل راه، ایستگاههاي پلیستعمیر ماشین، جایگاه: عبارتند ازدیگر يبعضی موارد برجسته

خط ها، جریان دمات درمانی بیماران در درمانگاهریزي خها، برنامهي کشتیموجودي، بارگیري و تخلیه
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ارتباط دیجیتال وفهرست کالا و اخیرا/هاي تولیدسامانهنویسی، ها و بنادر، برنامهتولید، فرودگاه
.استايرایانههاي شبکه
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