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೯دایا...
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو

تنها تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

در امید برق که توست رهایی امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت

مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان

پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم

دریاب. دریاب، کرده�ام

از من، نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانگیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

بی�نمود، خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سͺوت، در

بی�آنکه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامͬ، گستاخͬ

کن. روزی بداند، دوست

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

عبادی، قدرت دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که شهمراد صداقت دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی

حسین دکتر حجتͬ، غلامرضا دکتر آقای از مخصوصاً تحصیلم، دوران گرامͬ استادهای کلیه از

کارکنان نیز و کاربردی، ریاضͬ مدیرگروه خیری دکتر ریاضͬ، علوم دانشͺده مسئولین سایر و امامعلͬ�پور

تشͺر شده�اند، متحمل را فراوانͬ زحمات اینجانب تحصیلات مدت در که ریاضͬ علوم دانشͺده محترم

مͬ�نمایم.

مͬ�کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر مهربانͬ، و مهر خداوندگار دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در و

عاطفه پاس به عزیزم برادران از مͬ�کنم تشͺر و پدرم پاک ارواح به مͬ�فرستم درود و را مقدسش وجود

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار

سلمان�زاده یاسر

١٣٨٩ بهمن



یاسر نام: سلمان�زاده خانوادگͬ: نام

ولترا نوع از تأخیری انتگرال-دیفرانسیل معادلات برای عددی رفتارهای پایان�نامه: عنوان

عبادی قدرت دکتر راهنما: استاد

شهمراد صداقت دکتر مشاور: استاد

عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده: تبریز دانشͽاه:

٨۶ صفحه: تعداد ١٣٨٩ بهمن فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

شده توزیع تأخیر هم�محلͬ، روش بول، انتگرال�گیری قاعده�ی مجانبی، پایداری کلیدواژه�ها:

توابع تک�ضمنͬ، رانگ-کوتای روش گسسته، صورت به شده توزیع تأخیر پیوسته، صورت به

هموار.

چͺیده

نوع تأخیری انتگرال-دیفرانسیل معادلات عددی رفتارهای مورد در بحث به پایان�نامه، این

منظور این برای مͬ�پردازد. است، زیستͬ و ͬͺفیزی علوم در وسیعͬ کاربردهای دارای که ولترا

را معادلات نوع این دیفرانسیلͬ قسمت که اساس این بر گرفته�ایم پیش در را جدیدی روش

روش با را انتگرالͬ قسمت و مͬ�دهیم قرار مطالعه مورد تک�ضمنͬ کوتای - رانگ روش با

روشها نوع این دقت میزان و پایداری مͬ�کنیم. تقریب بول) گیری انتگرال (قاعده�ی هم�محلͬ

است. شده ارائه مدعا اثبات برای عددی نتایج نهایت در و گرفته قرار بررسͬ مورد



مطالب فهرست

ج مطالب فهرست

خ تصاویر لیست

ذ مقدمه

١ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه ١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تأخیری دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای ١.١

۴ . . . . . . . . . . . . تأخیری جمله�ی ͷی با تأخیری دیفرانسیل معادله کلͬ شͺل ٢.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تأخیری دیفرانسیل معادلات کاربرد ٣.١

ͷی شامل تأخیری دیفرانسیل معادلات برای جواب وجود شرط و جواب یͺتایی ۴.١

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تأخیر جمله�ی

منحصر�بفردی و وجود و نمادگذاری کراندار، تأخیرهای با تأخیری دیفرانسیل معادلات ۵.١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جواب

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت ضرایب با تأخیری دیفرانسیل معادلات ۶.١

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تأخیر دارای طبیعͬ پدیده�های مدلسازی ٧.١

٢٩ تأخیری دیفرانسیل معادلات عددی حل ٢

٣٠ . . . . . . . . . . . اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه برای اولیه مقدار مساله ١.٢

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ گامͬ چند روش�های ١.١.٢

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رانگ-کوتا روش�های ٢.١.٢

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . سخت دیفرانسیل معادلات دستگاه�های ٣.١.٢

ج



چ مطالب فهرست

۴٠ . . . . . . . . . . . . تأخیری دیفرانسیل معادلات حل برای رانگ-کوتا روشهای ٢.٢

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضمنͬ رانگ-کوتای روش ١.٢.٢

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ODE حل MIRKبرای الͽوی ٢.٢.٢

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . DDE حل MIRKبرای الͽوی ٣.٢

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . DDE حل برای MIRKگسسته الͽوی ١.٣.٢

۴۶ . . . . . . . . . . . DDE معادلات حل CMIRKبرای روش بͺارگیری ٢.٣.٢

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ مرتبه�ی از الͽوی یعنͬ (p = 2) ٣.٣.٢

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ مرتبه�ی از الͽوی (p = 3) ۴.٣.٢

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ مرتبه�ی از الͽوی (p = 4) ۵.٣.٢

۵٠ . . . . . . . . . . . . . DDE معادلات MIRKدر روش یافته�ی تعمیم تکرار روند ۴.٢

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . DDE معادلات در عددی و تحلیلͬ پایداری شرایط ۵.٢

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . DDE معادلات MIRKبرای روش پایداری ۶.٢

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی پایداری ناحیه ٧.٢

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال چند حل ٨.٢

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فصل گیری نتیجه ٩.٢

۶١ ولترا نوع تأخیری انتگرال-دیفرانسیل معادلات عددی حل ٣

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ولترا نوع تأخیری انتگرال-دیفرانسیل معادلات ١.٣

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحلیلͬ پایداری ٢.٣

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . اولیه مقدار مسائل برای تک�ضمنͬ کوتای رانگ روش ٣.٣

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . VDIDE عددی رفتار ۴.٣

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . VDIDE MIRKبرای روش ۵.٣

٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بول قاعده�ی و عددی انتگرال�گیری ۶.٣

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MIDDE �افزار نرم در کار جوانب ٧.٣

٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی پایداری ٨.٣

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمونه مثال�های ٩.٣



کامپیوتری برنامه�ی

ح مطالب فهرست

٧٩ پیشنهادات و گیری نتیجه ۴

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ١.۴

٨١ مراجع

٨۴ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٨۵ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

٨۶ نمایه



تصاویر لیست

با بدانیم، t − τ در را x(t) = f0(t) مقدار اگر x′(t) = H(x(t − τ)) معادله�ی در ١.١

بود. خواهیم x′(t) محاسبه�ی به قادر شده ارائه دیفرانسیل معادله�ی صورت از استفاده

در شروع با x(t) مقدار به ، t = 0 از شروع با دیفرانسیل معادله�ی انتگرال�گیری برای

عنوان به باید [−τ0و] بازه�ی روی بر x(t) مقادیر بنابراین داشت. خواهیم نیاز ، t = τ

۵ . . . . . . مͬ�یابد. ادامه ترتیب همین به روند این و باشد فراهم ما برای اولیه مقادیر

را xt(σ) تابع آنگاه باشد، x : [t − r, t] −→ Rn شده تعریف x(s) تابع اگر ٢.١

١۶ � کنیم. مͬ تعریف است، شده داده نشان شͺل در که به�صورتͬ xt : [−r, 0] −→ Rn

که وقتͬ N0 = p/10, p/2, p, 3p/2 ازای به (۵٠.١) معادله�ی جوابهای نمودار ٣.١

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k = 1 و p = 1000

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٢۵.٢) برای تحلیلͬ پایداری ناحیه�ی ١.٢

ناحیه�ی چپ: سمت ٢ مرتبه�ی از MIRK روش پایداری ناحیه�ی راست: سمت ٢.٢

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴ مرتبه�ی از MIRK روش پایداری

۵۵ . .(٣٠.٢) معادله�ی برای DDE23 و MIDDE نرم�افزار از حاصل جواب مقایسه�ی ٣.٢

(٣١.٢) معادله�ی برای DDE23 و MIDDE نرم�افزار از حاصل جواب مقایسه�ی ۴.٢

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ = 1.5 که حالتͬ در

(٣١.٢) معادله�ی برای DDE23 و MIDDE نرم�افزار از حاصل جواب مقایسه�ی ۵.٢

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .λ = 2.5 که حالتͬ در

(٣١.٢) معادله�ی برای DDE23 و MIDDE نرم�افزار از حاصل جواب مقایسه�ی ۶.٢

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ = 3 که حالتͬ در

خ



د تصاویر لیست

MIDDE برنامه�ی در آن خطای و (p = −1, p = −2) حالت برای (٣٢.٢) جواب ٧.٢

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . DDE23 و

۵٨ . . . . . . MIDDE برنامه�ی در آن خطای و (p = حالت(10− برای (٣٢.٢) جواب ٨.٢

۵٩ . . . . . . MIDDE برنامه�ی در آن خطای و (p = حالت(20− برای (٣٢.٢) جواب ٩.٢

۶٠ . . . . (٣٣.٢) تأخیری معادلات دستگاه برای MIDDE نرم�افزار از حاصل جواب ١٠.٢

(منحنͬ λ = −30 ازای به (۴.٣) معادله�ی برای تحلیلͬ پایداری ناحیه�ی : �سمتچپ ١.٣

تحلیلͬ پایداری ناحیه�ی راست: سمت نقطه�چین). (منحنͬ λ = −40 و ممتد)

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . λ = −10,−20,−30,−40,−50 ازای به سه�بعدی

m = 8, 64, 128 مختلف مقادیر برای τ/h = m که وقتͬ عددی پایداری نواحͬ ٢.٣

ناحیه�ی مͬ�شود. بزرگتر m افزایش با ناحیه این چپ). (سمت λ = −20 ثابت با

پایداری ناحیه�ی با m = 128, λ = −20 ثابت ازای به ممتد) (منحنͬ عددی پایداری

٧۴ . مͬ�شود. مقایسه راست) (سمت λ از مقدار همان ازای به نقطه�چین) (منحنͬ تحلیلͬ

٧۵ . . . افراز نقاط در خطا تابع چپ: سمت .(٢٩.٣) معادله�ی عددی حل راست: سمت ٣.٣

٧۶ . . . افراز نقاط در خطا تابع چپ: سمت .(٣٠.٣) معادله�ی عددی حل راست: سمت ۴.٣

٧۶ . . . افراز نقاط در خطا تابع چپ: سمت .(٣١.٣) معادله�ی عددی حل راست: سمت ۵.٣

سمتچپ: .[0, 2π]بازه�ی در (٣٢.٣) معادله�ی عددی حل مؤلفه�ی دو راست: سمت ۶.٣

٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افراز نقاط در خطا تابع

نرم�افزار از استفاده با (٣٣.٣) لوتکا-ولترا معادلات سیستم عددی حل راست: سمت ٧.٣

حالت در ،(٣۴.٣) لوتکا-ولترا معادلات سیستم عددی حل چپ: سمت .MIDDE

٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .MIDDE نرم�افزار از استفاده با ،τ = 1



مقدمه

زاد نرخ جمعیت١، پویایی بررسͬ در مثلا́ هستند. وابسته خود گذشته�ی به ما جهان پدیده�های از بسیاری

دوره�ی که زیرا است. کنونͬ زمان در جمعیت میزان و گذشته در زمانͬ در جمعیت میزان از تابعͬ ولد و

دارای جمعیت گفت مͬ�توان اوصاف این با مͬ�شود. محسوب نرخ این مقدار در تأثیرگذار زمانͬ ͬͽحامل

مرحله�ی به تا مͬ�کند طͬ را مختلفͬ مراحل سلول ͷی سلولͬ، تکثیر در دیͽر مثالͬ عنوان به است. حافظه

شود عارض سلولͬ مرگ و محیطͬ شرایط تغییر است ممͺن مراحل آن طول در که برسد سلولͬ تقسیم

است. داده رخ دیرکردی یا تأخیر جدید سلولهای آمدن بوجود در بماند زنده اگر اما

تابع به x′(t) مقدار سیستمها این در است، موجود حافظه این نیز ͬͺانیͺم ساختار با سیستمهای در

نوع این حل و مدلسازی نحوه از مثال چند پایان�نامه این ͷی فصل در دارد. بستگͬ t قبلͬ مقادیر در ، x

کوتای رانگ روش بویژه و معادلات نوع این عددی حل نحوه�ی به دو فصل در شد. خواهد ارائه معادلات

انتگرال-دیفرانسیل معادلات عددی رفتارهای مورد در بحث به سه فصل در در و مͬ�پردازیم تک�ضمنͬ

منظور این برای مͬ�پردازیم. است، زیستͬ و ͬͺفیزی علوم در وسیعͬ کاربردهای دارای که ولترا نوع تأخیری

رانگ روش با را معادلات نوع این دیفرانسیلͬ قسمت که اساس این بر گرفته�ایم پیش در را جدیدی روش

انتگرال (قاعده�ی هم�محلͬ روش با را انتگرالͬ قسمت و مͬ�دهیم قرار مطالعه مورد تک�ضمنͬ کوتای -

نهایت در و گرفته قرار بررسͬ مورد روشها نوع این دقت میزان و پایداری مͬ�کنیم. تقریب بول) گیری

ارائه نتایج شدن بهتر برای را پیشنهاداتͬ نیز آخر فصل در و شد خواهد ارائه مدعا اثبات برای عددی نتایج

کرده�ایم. تهیه MATLAB نرم�افزار از استفاده با را کامپیوتری برنامه�های همچنین مͬ�کنیم.

است. گردیده تدوین [٣٩] مقاله اساس بر پایان�نامه این

زیستͬ علوم از شاخه�ای جمعیت پویایی که است صورت این به مͬ�شود واژه این از که تعریفͬ dynamics Population١

را تغییرات این بر مؤثر ͬͺبیولوژی و محیطͬ فرآیندهای و سنͬ جمعیتͬ، ترکیب در مدت بلند و مدت کوتاه تغییرات که است
و مرگ ولد، و زاد نرخ از جمعیت�ها تأثیرپذیری چͽونگͬ مسئله به جمعیت پویایی دیͽر عبارت به مͬ�دهد. قرار مطالعه مورد

مͬ�پردازد. شدن پیر و جمعیت کاهش همچنین مهاجرپذیری مهاجرت، میزان میر،

ذ
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تأخیری دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای ١.١

مͬ�گیریم. نظر در را زیر اول مرتبه�ی دیفرانسیل معادله�ی

x′(t) = f(t, x), a ≤ t ≤ b

x(τ) = ξ
(١.١)

وجود قضایای که این از قبل مͬ�نامیم. اولیه مقدار مسئله را آن است شده داده t = τ در آن مقدار چون

مͬ�آوریم. را زیر تعریف ابتدا کنیم بیان مسئله این برای را ومنحصربفردی

صدق ١ شیتز لیپ شرط در D ⊂ R2 مجموعه�ی بر دوم مؤلفه�ی به نسبت f(t, x) تابع .١.١.١ تعریف

بطوریͺه: باشد، داشته وجود L > 0 مانند عددی هرگاه مͬ�کند،

|f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ L |x1 − x2| (٢.١)

مͬ�گویند. شیتز لیپ ثابت را L و

L > 0 چون ثابتͬ اگر باشد. شده تعریف D ⊂ R2 مجموعه�ی بر f(t, x) کنیم فرض .٢.١.١ قضیه

شرط در دوم مؤلفه�ی به نسبت f آنگاه ،|∂f/∂x| ≤ L ،(t, x) ∈ D هر ازای به که باشد داشته وجود

مͬ�کند. صدق شیتز لیپ

.[٣٢] برهان.

باشد. پیوسته D بر f(t, x) و D = {(t, x)|a ≤ t ≤ b,−∞ < x <∞} کنیم فرض .٣.١.١ قضیه

دارای (١.١) اولیه مقدار مسئله آنگاه کند، صدق شیتز لیپ شرط در D بر دوم مؤلفه�ی به نسبت f هرگاه

بود. خواهد a ≤ t ≤ b ازای به x(t) یͺتای، جواب

.[٣٢] برهان.

کاربرد نیز تأخیری دیفرانسیل معادلات برای دیفرانسیل معادلات به مربوط نتایج و مفاهیم از بسیاری

دیفرانسیل معادله�ی برای مرتبه مفهوم با تأخیری دیفرانسیل معادله�ی ͷی مرتبه مفهوم مثلا́ .[١۶] دارد

است. ͬͺی معمولͬ
١Lipschitz condition
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تأخیری دیفرانسیل معادلات به باشند، داشته تأخیر آرگومان که دیفرانسیلͬ معادلات .۴.١.١ تعریف

در تابع خود حسب بر و پایین�تر مشتقات حسب بر و t زمان در تابع برحسب که معادلاتͬ یعنͬ موسومند،

بͽیرید: نظر در را زیر معادلات مͬ�شوند. بیان پیشین زمانهای

x′(t) = −2 x(t− π

2
) (٣.١)

x′′(t) = − x′(t)− x′(t− 1)− 3 sin x(t) + cos t (۴.١)

x′(t) = x(t)− x(
t

2
) + x′(t− 1) (۵.١)

x′(t) = x(t) x(t− 1) + t2 x(t+ 2) (۶.١)

معادلات ولͬ مͬ�باشند، ساده تأخیری دیفرانسیل معادلات نوع از (۴.١) و (٣.١) معادلات اینجا در

و است خنث٢ͬ تأخیری دیفرانسیل معادلات جزو (۵.١) معادله نمͬ�باشد. نوع این از (۶.١) و (۵.١)

و نمͬ�باشد تأخیری دیفرانسیل معادله راست، سمت در x(t+ 2) جمله�ی وجود خاطر به (۶.١) معادله�ی

خود تأخیری دیفرانسیل معادله�ی هر البته مͬ�نامیم. تابع٣ͬ دیفرانسیل معادله�ی ͷی را معادلات نوع این ما

دیفرانسیل معادلات حل برای که مͬ�دهیم ارائه ͷتئوری روش اکنون است. تابعͬ دیفرانسیل معادله نوعͬ

است. موسوم ۴ پله�ها روش نام به روش، این مͬ�شود. گرفته بͺار تحلیلͬ، حل روش به تأخیری

بͽیرید: نظر در را زیر معادله�ی .۵.١.١ }مثال
x′(t) = x(t− 1)

x(t) = t2, (−1 ≤ t ≤ 0)
(٧.١)

[٠ [١و بازه�ی به t اگر مͬ�دهد. ارائه x(t) برای را نیاز مورد اولیه�ی مقادیر مسأله، این عبارت دومین

بنابراین: و بود خواهد [-١ [٠و بازه در t− 1 آنگاه باشد }محدود
x′(t) = x(t− 1) = (t− 1)2, (0 ≤ t ≤ 1)

x(0) = 0
(٨.١)

٢Neutral Delay Differential Equations
٣Functional Differential Eguations
۴The methods of steps
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به�دست انتگرال�گیری مناسب ثابت مقدار ͷی نمودن فراهم و انتگرال�گیری با راحتͬ به معادله این جواب

مͬ�آید:

x(t) =
1

3
(t− 1)3 +

1

3
, (0 ≤ t ≤ 1).

بنابراین شود. اختیار مͬ�تواند گام اولین مانند دیͽری گام باشد، پیوسته [١ [٢و بعدی بازه�ی در جواب اگر

داریم: [١ [٢و در واقع های t ازای به
x′(t) = x(t− 1) =

1

3
(t− 2)3 +

1

3
, (1 ≤ t ≤ 2)

x(1) =
1

3

(٩.١)

از: است عبارت معادله این جواب

x(t) =
1

12
(t− 2)4 +

1

3
t− 1

12

یابد. ادامه راست به نامتناهͬ طور به مشابه محاسبات با مͬ�تواند جواب

معادله�ی از متمایز جواب دو x2(t) = cos

(
π

2
(t+

1

2
)

)
و x1(t) = sin

(
π

2
(t+

1

2
)

)
.۶.١.١ مثال

x′(t) = −π
2
x(t− 1)

داشتن برای t = 0 در اولیه شرط که مͬ�شود مشاهده لذا هستند.
√
2

2
برابر مقدار دارای t = 0 در که

بود. نخواهد کافͬ تأخیری دیفرانسیل معادله�ی ͷی بفرد منحصر جواب

تأخیری جمله�ی ͷی با تأخیری دیفرانسیل معادله کلͬ شͺل ٢.١

صورت به تأخیری جمله�ی ͷی با تأخیری دیفرانسیل معادله�ی کلͬ شͺل

x′(t) = ax(t) + bx(t− τ), t > 0

x(t) = ϕ(t), −τ ≤ t ≤ 0
(١٠.١)

τ از بعد زمانهای در x تابع واقع در گویند. ۵ اولیه تابع آن به و است شده داده ϕ تابع آن در که است

کند. صدق (١٠.١) معادلات در که است x(t) مانند پیوسته�ای تابع کردن پیدا ما هدف که است مجهول

شود. بیان چپ سمت عبارت صورت به بایستͬ x′(t) ،(١.١) نمودار به توجه با

۵Initial function
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صورت از استفاده با بدانیم، t− τ در را x(t) = f0(t) مقدار اگر x′(t) = H(x(t− τ)) معادله�ی در :١.١ شͺل
شروع با دیفرانسیل معادله�ی انتگرال�گیری برای بود. خواهیم x′(t) محاسبه�ی به قادر شده ارائه دیفرانسیل معادله�ی
باید [−τ0و] بازه�ی روی بر x(t) مقادیر بنابراین داشت. خواهیم نیاز ، t = τ در شروع با x(t) مقدار به ، t = 0 از

مͬ�یابد. ادامه ترتیب همین به روند این و باشد فراهم ما برای اولیه مقادیر عنوان به

تأخیری دیفرانسیل معادلات کاربرد ٣.١

متصل شیری بشͺه بالای قسمت در بͽیرید. نظر در را ͷنم آب گالن B شامل بشͺه ͷی .١.٣.١ مثال

مͬ�شود زده بهم مداوم بطور بشͺه درون ͷنم آب و مͬ�کند بشͺه وارد آب دقیقه بر گالن q نرخ با که است

فرض مͬ�شود. خارج ͷنم آب آن از دقیقه بر گالن q نرخ با که است متصل شیری بشͺه پایین قسمت در

کنیم فرض اگر باشد. t زمان در بشͺه درون ͷنم آب از پوند حسب بر موجود ͷنم مقدار x(t) کنید

از x(t)
B شامل بشͺه در باقیمانده ͷنم آب آنگاه بزند، بهم را بشͺه درون ͷنم آب پیوسته بطور هم�زنͬ

داشت: خواهیم را زیر معادله�ی بنابراین و بود خواهد گالن در ͷنم

x′(t) = −q x(t)
B

تمرکز بنابراین بͽیرد صورت آنͬ بطور بشͺه درون ͷنم آب بهم�زدن عمل که ندارد امͺان عملا́ اما

قبلͬ ͷنزدی لحظه�های بعضͬ در تمرکز میانگین با بود خواهد برابر t زمان در بشͺه در باقیمانده ͷنم آب

دیفرانسیل معادله�ی ͷی x برای دیفرانسیل معادله�ی صورت این در که است مثبت ثابت r که t− r مانند

یعنͬ بود، خواهد تأخیری

x′(t) = −q x(t− r)

B
(١١.١)
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.[١۶] گویند کندی یا درنگ زمان یا تأخیر را r آن در که x′(t) = −cx(t− r) ،c = q
B دهیم قرار اگر یا

به توجه بدون مͬ�دهیم. نمایش ϕ با و باشد معلوم بشͺه در ͷنم آب گذشته تاریخچه کنید فرض حال

به مͬ�باشد. مثبت ثابت ϕ0 که ϕ(t) = ϕ0 کنیم فرض نه، یا مͬ�کند صدق دیفرانسیل معادله در ϕ اینکه

t0 زمان تا ͷنم آب گالن B در شده مخلوط ͷنم پوند ϕ0 شامل بشͺه که مͬ�کنیم فرض دیͽر عبارت

را پایین شیر و شود ͷنم آب وارد بالا از تازه آب تا مͬ�کنیم باز را بالایی شیر t0 زمان در آنگاه باشد.

ثابت اولیه تابع با مͬ�کند. خارج ͷنم آب و وارد آب دقیقه در گالن q نرخ با کدام هر که مͬ�کنیم باز نیز

شده داده اولیه مقدار با معمولͬ دیفرانسیل معادله�ی به [t0, t0 + r] بازه�ی در تأخیری دیفرانسیل معادله

است حل قابل راحتͬ به که مͬ�شود تبدیل

x′(t) = −cϕ0, t0 ≤ t ≤ t0 + r

x(t0) = ϕ0,
(١٢.١)

صورت به معادله این جواب

x(t) = ϕ0 − cϕ0(t− t0), t0 ≤ t ≤ t0 + r (١٣.١)

معادله�ی مͬ�گیریم. نظر در را [t0 + r, t0 + 2r] بازه�ی شد، معلوم t0 + r تا t0 از x که اکنون است.

مͬ�شود تبدیل زیر اولیه�ی مقدار مسئله�ی به تأخیری دیفرانسیل

x′(t) = −cϕ0 − c2ϕ0(t− r − t0), t0 + r ≤ t ≤ t0 + 2r,

x(t0) = ϕ0 − crϕ0.
(١۴.١)

[t0 + 2r, t0 + 3r] بازه�ی ،t0 + 2r در x مقدار آوردن دست به با و مͬ�شود حل سادگͬ به نیز معادله این

پله�ها روش را روش این و دهیم ادامه مͬ�توانیم باشیم، مایل که جایی تا را فرایند این مͬ�کنیم. اختیار را

جواب، خواصاساسͬ اکثر محاسبه و مͬ�رود بالا سرعت به محاسبات حجم که مͬ�کنیم ملاحظه اما نامند.

همیشه و مͬ�باشد ͷنم آب در موجود ͷنم مقدار دهنده�ی نمایش x(t) مثال، این در مثلا́ مͬ�شود. مشͺل

باشد. x(t) ≥ 0 ،t هر ازای به که داریم انتظار

تأخیری دیفرانسیل معادله�ی .٢.٣.١ مثال

x′(t) = −c x(t− 1)[1 + x(t)], t > 0,

x(t) = ϕ(t), −1 ≤ t ≤ 0.
(١۵.١)

مͬ�کنیم. حل ها پله روش به نیز را معادله این بͽیرید نظر در را
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مقدار مسئله�ی به مذکور تأخیری معادله�ی قبل مثال روش همان به بͽیرید. نظر در را [0, 1] بازه�ی

مͬ�شود: بدل زیر اولیه�ی

x′(t) = −c ϕ(t− 1)− c ϕ(t− 1)x(t), 0 ≤ t ≤ 1,

x(0) = ϕ(0),
(١۶.١)

بنابراین
d

dt

[
x(t)e

∫ t
0 cϕ(s−1)ds

]
= −c ϕ(t− 1)e

∫ t
0 cϕ(s−1)ds.

داریم: [0, r] بازه روی قبل رابطه�ی از گیری انتگرال با

x(r)e
∫ r
0 cϕ(s−1)ds − x(0) =

[
−e

∫ t
0 cϕ(s−1)ds

]r
0

x(r)e
∫ r
0 cϕ(s−1)ds − ϕ(0) = −e

∫ r
0 cϕ(s−1)ds + 1, ∀r ≥ 0,

=⇒ x(t) = (1 + ϕ(0))e
∫ t
0 cϕ(s−1)ds − 1, 0 ≤ t ≤ 1.

روند و گرفت نظر در را [1, 2] بازه�ی ترتیب همان به مͬ�توان شد. معلوم [0, 1] بازه روی x که اکنون

بخشهای در است. پیوسته تابعͬ ϕ که است این بر فرض مثال این محاسبات تمام در البته کرد. تکرار را

معادلات ما هدف عمده و مͬ�کنیم بیان عملͽر صورت به را تأخیری دیفرانسیل معادلات و تعریف بعدی

است. خطͬ صورت به تأخیری دیفرانسیل

صورت به معادله ،J = (a, b) روی خطͬ معادله�ی ͷی .٣.٣.١ تعریف

L(t, x) = h(t) (١٧.١)

معادله�ی مثلا́ است. خطͬ عملͽر ͷی L(t, .) و معلوم h تابع که است

L(t, x) = x′(t)− ax(t)− bx(t− r) = 0

معادله�ی اما است خطͬ تأخیری دیفرانسیل معادله�ی ͷی

L(t, x) = x′(t) + cx(t− 1)[1 + x(t)]

را باشد h(t) = 0 آن در که (١٧.١) صورت به معادله هر است. غیر�خطͬ تأخیری دیفرانسیل معادله ͷی

گویند. همͽن خطͬ معادله�ی



٨ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

به�صورت تأخیری جمله�ی m با تأخیری دیفرانسیل معادلات کلͬ شͺل

x′(t) = f(t, x(g1(t)), x(g2(t)), · · · , x(gm(t))), t0 ≤ t < β,

x(t) = ϕ(t), γ ≤ t ≤ t0.
(١٨.١)

.j = 1, 2, · · · ,m ،γ ≤ gj(t) ≤ t آن در که است

به�صورت را F و xt : [γ, t] −→ D تابع t ∈ [t0, β] هر برای

F (t, xt) = f(t, x(g1(t)), x(g2(t)), · · · , x(gm(t)))

به�صورت (١٧.١) معادله��ی بنابراین مͬ�کنیم. تعریف

x′(t) = F (t, xt), t0 ≤ t < β,

x(t) = ϕ(t), γ ≤ t ≤ t0.
(١٩.١)

اگر تنها و اگر است (١٩.١) معادله جواب ͷی x آن در که مͬ�شود نوشته

x(t) =

{
ϕ(t), γ ≤ t < t0,

ϕ(t0) +
∫ t
0 F (s, xs)ds, t0 ≤ t ≤ γ.

(٢٠.١)

مجموعه�ی روی k لیپ�شیتز ثابت با شیتز لیپ شرط در f : J × Dm −→ R تابع .۴.٣.١ تعریف

هرگاه مͬ�کند، صدق G ⊂ J ×Dm

∥f(t, x1, x2, · · · , xm)− f(t, x̃1, x̃2, · · · , x̃m)∥ ≤ k max
1≤j≤m

|xj − x̃j |

هستند. G در (t, x̃1, x̃2, · · · , x̃m) و (t, x1, x2, · · · , xm) که

نقطه هر برای هرگاه مͬ�کند، صدق موضعͬ لیپ�شیتز شرط در f : J ×Dm −→ R تابع تعریف٣.١.۵.

بطوریͺه: شوند یافت b > 0 و a > 0 حقیقͬ اعداد (t, x1, x2, · · · , xm) ∈ J ×Dm

Aj = {x ∈ Rn : ∥x− xj∥ ≤ b} , j = 1, 2, · · · ,m (٢١.١)

صدق شیتز لیپ شرط در ([t1−a, t1+a]
∩
J)×A1×· · ·×Am روی f و Dباشد از مجموعه�ای زیر

کند.



٩ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

داده J بازه روی k نامنفͬ و پیوسته تابع همچنین و c ثابت کنید فرض (Reid’s lemma) .۶.٣.١ لم

باشیم داشته و باشد پیوسته V : J −→ [0,∞] اگر ،t0 ∈ J کنید فرض و باشند شده

V (t) ≤ c+

∣∣∣∣∫ t

to

k(s)V (s)ds

∣∣∣∣ , ∀t ∈ J. (٢٢.١)

آنگاه

V (t) ≤ ce|
∫ t
to

k(s)ds|, ∀t ∈ J. (٢٣.١)

نتیجه در ∀t ∈ J, V (t) ≤ c+ |
∫ t
t0
k(s)V (s)ds | داریم فرض به بنا برهان.

،t ≥ t0 اگر •

V (t) ≤ c+

∫ t

t0

k(s)V (s)ds

داشت خواهیم �کنیم، ضرب k(t) در را نامساوی طرفین اگر آنگاه

k(t)V (t)− k(t)

[
c+

∫ t

t0

k(s)V (s)ds

]
≤ 0

بنابراین ϕ(t) = c+
∫ t
t0
k(s)V (s)ds مͬ�دهیم قرار

ϕ′(t)− k(t)ϕ(t) ≤ 0.

داریم e−
∫ t
t0

k(s)ds ساز انتگرال عامل در طرفین ضرب با

d

dt

[
ϕ(t)e

−
∫ t
t0

k(s)ds
]
≤ 0.

مͬ�گیریم انتگرال t تا t0 از اخیر نامساوی طرفین از

ϕ(t)e
−

∫ t
t0

k(s)ds − ϕ(t0) ≤ 0 ⇒ ϕ(t)e
−

∫ t
t0

k(s)ds − c ≤ 0

=⇒ ϕ(t) ≤ ce
∫ t
t0

k(s)ds

پس ،V (t) ≤ ϕ(t) داریم طرفͬ از اما

V (t) ≤ ce
∫ t
t0

k(s)ds
.


