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چ΋یده
ترکیب و جم΄ ͳشرایط چه تحت که کنیم ͳم ͳبررس را مساله این ابتدا رساله این در
اغتشاش مطالعه به سپس باشند. ͳم منظم هیلبرت مدول −C∗ Έی بروی منظم عملΎر دو
فرضکنیم پردازیم. ͳم هیلبرت های مدول −C∗ بروی فردهلم منظم (خودالحاق) عملΎرهای
ͳ΋ی اگر باشد. کراندار خودالحاق عملΎر Έی A و فردهلم منظم خودالحاق عملΎر Έی t
فشرده عملΎری −A (ii) باشد، Έکوچ ͳکاف قدر به ∥A∥ (i) باشد: برقرار روبرو شرایط از
ͳم فردهلم t + A منظم خودالحاق عملΎر گاه آن باشد، فشرده −t عملΎری −A (iii) باشد
توسط فردهلم منظم خودالحاق عملΎرهای اغتشاش که کنیم ͳم ͳبررس را ͳحالت سپس باشد.
خودالحاق شرط بدون را نتای; از ͳبرخ همچنین گیرد. صورت منظم خودالحاق عملΎرهای
منظم (خودالحاق) عملΎرهای توپولوژیΈمجموعه خواص ادامه در آوریم. ͳم دست به بودن
سپس كنيم. Ͷم Ͷبررس رخنه متر به نسبت منظم (خودالحاق) عملΎرهای فضای در فردهلم
فضاهای بروی شده تعریف چΎال طور به و بسته عملΎرهای برای داگلاس برد تجزیه قضیه
حالت به همچنین و هیلبرت مدول −C∗ Έی بروی منظم عملΎرهای حالت به را هیلبرت



انتها در دهد. ͳم تعمیم باناخ فضای Έی بروی شده تعریف چΎال طور به و بسته عملΎرهای
را منظم عملΎر Έی مور-پنرز مع΋وس شامل عملΎری های تساوی و شمول روابط از ͳبرخ

کنیم. ͳم ͳبررس



଒یਪھا৩هآૡঙଘم৤قدৎ
ਗیऒواঘند঴சداষند
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به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمای�ͳهای بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه نی΋نام،

نم�ͳرسید. انجام
مشاوره� و مطالعه زحمت که حجازیان شیرین خانم سرکار و ͳشریف دکترکامران آقای جناب از
ͳراهنمای مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده در و فرمودند تقبل را رساله این

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر ،ͳمهربان و مهر خداوندگاران دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در
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بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش
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پیشگفتار

[١٨]١ Ͷ΋كاپلانس توسط ١٩۵٣ سال در Ͷجابجاي جبرهاي −C∗ بروي هيلبرت هاي مدول −C∗

دلخواه جبرهاي −C∗ بروي را هيلبرت هاي مدول −C∗ نظريه [٣۴]٢ پاش΋ه سپس شدند. Ͷمعرف

هاي نمايش مطالعه در را نظريه اين مستقل طور به [٣۶]٣ ريفل همزمان طور به تقريباً كرد. Ͷبررس

مدول −C∗ مفهوم از استفاده با [٢٠ ،١٩] كاسپاروف سپس داد. گسترش جبرها −C∗ از شده القا

هيلبرت هاي مدول −C∗ اكنون آورد. دست به نظريه −KK در Ͷعميق بسيار نتاي; هيلبرت هاي

شود. Ͷم محسوب عملΎرها نظريه در استاندارد ابزار يك

مطالعه به احتياج شخص شوند Ͷم ظاهر هيلبرت هاي مدول −C∗ كه Ͷمسائل از بسياري در

اين شوند. Ͷم شناخته منظم عملΎرهاي عنوان به اكنون كه دارد پذير الحاق كران Ͷب عملΎرهاي

سپس شدند. Ͷمعرف كاسپاروف هاي دو-مدول مطالعه در [۴]۴ Ίباج-جال توسط ابتدا عملΎرها

برد. كار به فشرده غير كوانتوم هاي گروه Ͷبررس در را منظم عملΎرهاي مفهوم [۴٣]۵ Ϳورونوي

[٢٧]٧ كتابش در لنس كرد. مطالعه عملΎرها اين براي را Ͷتابع حسابان [٢١]۶ كاسترمن همچنين

است. كرده Ͷبررس را هيلبرت هاي مدول −C∗ بروي منظم عملΎرهاي

در كه باشند Ͷم فردهلم عملΎرهاي هيلبرت، هاي مدول −C∗ بروي عملΎرها از Ͷمهم ي رده
١ Kaplansky
٢Paschke
٣Rieffel
۴Baaj-Julg
۵Woronowicz
۶Kusterman
٧Lance



٢ گفتار پیش

شوند. Ͷم ظاهر Ͷناجابجاي حالت به توپولوژيك فضاهاي نظريه −k مهم نتاي; از بسياري تعميم

براي را استاندارد هيلبرت هاي مدول −C∗ بروي فردهلم پذير الحاق عملΎرهاي [٢٩] ٨ مينΎو

اين [٢٨] ١٠ مچن΋و و فمن΋و همچنين كرد. Ͷبررس [١] ٩ يانيش آتيا قضيه ͳناجابجای تعمیم

جبرها −C∗ بروي هذلولوي عملΎرهاي براي [٣] ١١ آتيا-سينΎر فرمول گسترش براي را عملΎرها

فردهلم عملΎرهاي نظريه جبرها −C∗ مورتيا ارزي هم مطالعه در [٩] ١٢ اكسل اند. كرده مطالعه

براي را فردهلم منظم عملΎرهاي [١٠] ١٣ در يوخيم است. برده كار به را كراندار پذير الحاق

در وال است. كرده مطالعه و Ͷمعرف آتيا-يانيش قضيه و [٢] آتيا-سينΎر قضيه Ͷناجابجاي تعميم

كرده Ͷبررس فردهلم منظم خودالحاق عملΎرهاي از Ͷمسيرهاي براي را Ͷطيف شار مفهوم [٣٩]١۴

بروي هذلولوي عملΎرهاي انديس Ͷبررس براي را مفهوم اين [۴١ ،۴٠] در همچنين او است.

فضاهاي بروي فردهلم منظم عملΎرهاي اغتشاش رساله اين در ما و است. برده كار به جبرها −C∗

كنيم. Ͷم Ͷبررس هيلبرت هاي مدول −C∗ بروي منظم (خودالحاق) عملΎرهاي براي را هيلبرت

−C∗ در نياز مورد قضاياي و مفاهيم صفر فصل در است. شده تش΋يل فصل پن; از رساله اين

كنيم. Ͷم بيان را منظم عملΎرهاي و كراندار پذير الحاق عملΎرهاي هيلبرت، هاي مدول

−C∗ يك بروي منظم عملΎر دو تركيب و جم΄ Ͷشرايط چه تحت كه كنيم Ͷم Ͷبررس اول فصل در

دهيم. Ͷم نشان را زير اح΋ام ابتدا منظور بدين است. منظم هيلبرت مدول

D(t) ⊆ كه Ͷقسم به باشند E هيلبرت مدول −C∗ بروي منظم عملΎرهاي s و t كنيم فرض (i)

باشد. بسته t+ s عملΎر اگر است متعامد پذير متمم E⊕E در t+ s عملΎر نمودار گاه آن .D(s)

D(t) ⊆ كه Ͷقسم به باشند E هيلبرت مدول −C∗ بروي منظم عملΎرهاي t و s كنيم فرض (ii)
٨Mingo
٩Atiyah-Janich

١٠Mishchenko.Fomenko
١١Atiyah-Singer
١٢Exel
١٣Joachim
١۴Wahl



٣ گفتار پیش

باشد. بسته ts عملΎر اگر است متعامد پذير متمم E ⊕ E در ts عملΎر نمودار گاه آن .D(s)

بسته به مربوط قضاياي و نتاي; منظم عملΎر دو جم΄ بودن بسته Ͷبررس براي كه كنيد توجه

برد. كار به توان ͳم را باناخ فضاي يك بروي شده تعريف چΎال طور به بسته عملΎر دو جم΄ بودن

چΎال طور به بسته عملΎر يك بودن منظم براي Ϳورونوي محك كاربردن به و (ii) و (i) به توجه با

([۴٣ ،٢٧] ) هيلبرت مدول −C∗ يك بروي شده تعريف چΎال طور به الحاق با شده تعريف

دهيم. Ͷم ارائه منظم عملΎر دو تركيب و جم΄ بودن منظم براي Ͷشرايط

هيلبرت هاي مدول −C∗ بروي فردهلم منظم (خودالحاق) عملΎرهاي اغتشاش دوم فصل در

فضاهاي و هيلبرت فضاهاي بروي فردهلم كران Ͷب عملΎرهاي اغتشاش نظريه كنيم. Ͷم Ͷبررس را

ايده كه كنيد توجه اما است. شده مطالعه [٢٣ ،٢٢ ،١٧] هاي كتاب در مفصل طور به باناخ

هم فضاي و هسته فضاي Ͷمتناه بعد مبناي بر حالت اين در شده گرفته كار به هاي ت΋نيك و ها

عملΎرهاي براي واقعيت اين چون و باشد Ͷم هيلبرت فضاهاي بروي فردهلم عملΎرهاي هسته

عملΎرهاي اغتشاش متفاوت كاملا̈ Ͷروش با Ͷبايست نيست برقرار فردهلم منظم (خودالحاق)

Ͷكيل مبدل مفهوم كاربردن به مسأله اين در ما Ͷاساس ايده كرد. Ͷبررس را فردهلم منظم (خودالحاق)

را t عملΎرمنظم Ͷكيل مبدل اگر است. هيلبرت مدول −C∗ يك بروي منظم خودالحاق عملΎر يك

اگر تنها و اگر است فردهلم t منظم خودالحاق عملΎر كه كنيم Ͷم ثابت ابتدا دهيم نشان Ct نماد با

آوريم Ͷم دست به Ct+A و Ct ميان اي رابطه پس باشد. فردهلم ١+Ct كراندار خودالحاق عملΎر

قضاياي از بسياري كه سازد Ͷم قادر را ما نتيجه دو اين است. كراندار خودالحاق عملΎر يك A كه

بروي شده تعريف چΎال طور به و بسته عملΎرهاي بودن فردهلم خاصيت پايداري در Ͷاساس و مهم

به هيلبرت هاي مدول −C∗ بروي منظم خودالحاق عملΎرهاي براي را (باناخ) هيلبرت فضاهاي

كراندار خودالحاق عملΎر يك A و فردهلم منظم خودالحاق عملΎر يك t كنيم فرض آوريم. دست

يا باشد فشرده A یا باشد، كوچك Ͷكاف اندازه به ∥A∥ اگر باشند. هيلبرت مدول −C∗ يك بروي

از Ͷبرخ سپس است. فردهلم t + A منظم خودالحاق عملΎر گاه آن باشد فشرده −t عملΎري A



۴ گفتار پیش

Ͷم مطالعه را Ͷشرايط سپس آوريم. Ͷم دست به عملΎرها بودن خودالحاق شرط بدون را نتاي; اين

باشد. خودالحاق منظم عملΎر يك s اگر باشد فردهلم منظم خودالحاق t+ s عملΎر كه كنيم

(خودالحاق) عملΎرهاي تمام مجموعه خواصتوپولوژيك مطالعه سوم فصل در ما Ͷاصل هدف

فردهلم منظم عملΎرهای تمام مجموعه که دهیم ͳم نشان باشد. ͳم رخنه متر به نسبت فردهلم منظم

ͳکاف قدر به t منظم عملΎر اگر بنابراین است. باز رخنه متر به نسبت منظم عملΎرهای فضای در

است. فردهلم نیز t عملΎر گاه آن باشد Έنزدی فردهلم منظم عملΎر Έی به رخنه متر به نسبت

نظر در فردهلم منظم عملΎرهای اغتشاش ͳبررس در نتیجه Έی را فوق واقعیت توان ͳم واق΄ در

بودن همΎرا برای ͳکاف و لازم شرط Έی ͳتابع حساب از استفاده با فصل این در همچنین گرفت.

ͳاستدلال با سپس آوریم. ͳم دست به رخنه متر به نسبت منظم خودالحاق عملΎرهای از دنباله Έی

متر و ریس متر دو در منظم خودالحاق عملΎرهای از دنباله Έی ͳرایΎهم میان ارتباط Έی مشابه،

دهیم. ͳم ارائه رخنه

برای داگلاس برد تجزیه قضیه اول فصل نتای; از ͳبرخ کاربردن به با ابتدا چهارم فصل در

منظم عملΎرهای حالت به را هیلبرت یΈفضای بروی شده تعریف چΎال طور به بسته عملΎرهای

بسته عملΎرهای s و t اگر که کنیم ͳم یادآوری دهیم. ͳم گسترش هیلبرت های مدول −C∗ بروی

[٧]١۵ داگلاس برد تجزیه قضیه گاه آن باشد H هیلبرت فضای بروی شده تعریف چΎال طور به و

برقرارند: زیر های عبارت که کند ͳم بیان

.s ⊆ tV که ͳقسم به دارد وجود H بروی V ͳانقباض عملΎر گاه آن ،ss∗ < tt∗ اگر (i)

به دارد وجود H بروی C شده تعریف چΎال طور به عملΎر گاه آن ran(t) ⊆ ran(s) اگر (ii)

هر ازای به ∥Cx∥٢ ≤ M{∥x∥٢ + ∥tx∥٢} که دارد وجود M > ٠ عدد و t = sC که ͳقسم

s عملΎر اگر و است کراندار C عملΎر گاه آن باشد کراندار t عملΎر اگر همچنین .x ∈ D(C)

است. بسته C عملΎر گاه آن باشد کراندار
١۵Douglas



۵ گفتار پیش

های مدول −C∗ بروی منظم عملΎرهای برای فوق قضیه تعمیم آوردن دست به در ͳاساس ایده

که دهیم ͳم نشان بالاخره باشد. ͳم منظم عملΎرهای مور-پنرز مع΋وس مفهوم کاربردن به هیلبرت

داگلاس برد تجزیه قضیه توان ͳم فوق قضیه تعمیم در ͳاساس های ایده و ها Έنی΋ت از استفاده با

آورد. دست به باناخ فضاهای بروی شده تعریف چΎال طور به و بسته عملΎرهای برای را

Έی مور-پنرز مع΋وس شامل عملΎری های تساوی و شمول روابط از ͳبرخ پنجم فصل در

Έی بروی t منظم عملΎر برای کنیم. ͳم مطالعه را هیلبرت مدول −C∗ Έی بروی منظم عملΎر

برقرار t† = (t∗t)†t∗ = t∗(tt∗)† های تساوی که دهیم ͳم ارائه را ͳشرایط هیلبرت مدول −C∗

ارائه منظم عملΎر Έی مور-پنرز مع΋وس بودن فشرده برای ͳکاف و لازم شرط Έی سپس باشند.

دهیم. ͳم

از كه هستند جديدي كاملا̈ نتاي; و مفاهيم دربرگيرنده چهارم تا اول هاي فصل ،Ͷكل نΎاه در

عناوين با مقاله چهار آنها

• The perturbations of self-adjoint regular Fredholm operators acting on Hilbert

C∗− modules,

• Douglas range factorization theorem for regular operators on Hilbert C∗−

modules,

• Majorization, range inclusion and factorization for closed densely defined

operators,

• Meore-Penrose inverse of Gram operators in Hilbert C∗− modules.

رسيد. خواهد اتمام به نامه واژه و مناب΄ از Ͷفهرست با انتها در نامه پايان است. شده استخراج



هيلبرت هاي ∗C−مدول

آنها از نامه پایان این در که پردازیم ͳم اي پايه و مهم قضایای و مفاهیم بیان به بخش این در

مورد استاندارد مراج΄ عنوان به [۴٢ ،٢٧ ،١٢ ،١١] های کتاب و مقالات کرد. خواهیم استفاده

گیرند. ͳم قرار استفاده

هیلبرت های مدول ١.٠

به که است E مدول −A Έی A جبر −C∗ Έی روی (راست) هیلبرت مدول −C∗ پیش Έی

است: مجهز زیر خواص با ⟨·, ·⟩ : E × E −→ A مقدار −A نΎاشت Έی

⟨x, αy + z⟩ = α⟨x, y⟩+ ⟨x, z⟩ ،α ∈ C و x, y, z ∈ E هر برای (i)

⟨x, ya⟩ = ⟨x, y⟩a ،a ∈ A و x, y ∈ E هر برای (ii)

⟨x, y⟩∗ = ⟨y, x⟩ ،x, y ∈ E هر برای (iii)

.x = ٠ گاه آن ⟨x, x⟩ = اگر٠ و ⟨x, x⟩ ≥ ٠ ،x ∈ E هر برای (iv)

هیلبرت هیلبرت، مدول −A پیش- Έی شود. ͳم نامیده مقدار −A ͳداخل ضرب ⟨., .⟩ نΎاشت

باشد. کامل ∥.∥ = ∥⟨., .⟩∥ ١
٢ نرم به نسبت اگر شود ͳم نامیده

مجموعه گاه آن باشند A جبر −C∗ بروی ١ هیلبرت مدول −C∗ دو F و E اگر .١.١.٠ مثال

ͳداخل ضرب با F و E از مرتب های زوج تمام

⟨(x١, y١), (x٢, y٢)⟩ := ⟨x١, x٢⟩+ ⟨y١, y٢⟩
١Hilbert C∗− module



٧ هیلبرت های مدول .١.٠

دهیم. ͳم نشان E ⊕ F با را آن که است هیلبرت مدول −A Έی

ͳداخل ضرب با A گاه آن باشد جبر −C∗ Έی A اگر .٢.١.٠ مثال

⟨a, b⟩ := a∗b (a, b ∈ A)

است. A بروی هیلبرت مدول −C∗ Έی

در (xk)
∞
k=١ مانند عناصری همه مجموعه HA و باشد جبر −C∗ Έی A کنیم فرض .٣.١.٠ مثال

کنیم ͳم تعریف باشد. همΎرا A جبر −C∗ نرم توپولوژی در
∑∞

k=١ x
∗
kxk که باشد

∏∞
k=١A

(xk) + (yk) := (xk + yk)

(xk) · a := (xka)

⟨(xk), (yk)⟩ :=
∑∞

k=١ x
∗
kyk

نرم با اعمال این تحت HA صورت این در .a ∈ A و (xk), (yk) ∈ HA هر ازای به

∥(xk)∥ =

√√√√∥
∞∑
k=١

x∗
kxk∥

[۴٢] نامیم. ͳم A جبر −C∗ روی استاندارد مدول −C∗ را آن که است هیلبرت مدول −A Έی

باشد. E از بسته مدول زیر Έی F و هیلبرت مدول −C∗ Έی E کنیم فرض .۴.١.٠ تعریف

صورت دراین

F⊥ = {y ∈ E : ⟨x, y⟩ = ٠, x ∈ F}

شود. ͳم نامیده F متعامد متمم

Έی که کنید توجه .E = F⊥ ⊕ F هرگاه شود ͳم نامیده ٢ متعامد پذیر متمم E از F مدول زیر

نیست. متعامد پذیر متمم لزوماً هیلبرت مدول −C∗ Έی در بسته مدول زیر

این در .F = {f ∈ E, f(٠) = ٠} و E = A و A = C([٠,١]) دهید قرار .۵.١.٠ مثال

نیست. متعامد پذیر متمم F بسته مدول زیر ͳیعن E ̸= F ⊕ F⊥ صورت
٢orthogonally complemented



٨ هیلبرت های مدول −C∗

کراندار پذیر الحاق عملΎرهای ٢.٠

یΈعملΎر باشند. A جبر −C∗ بروی هیلبرت مدول −C∗ دو F و E فرضکنیم تعریف١.٢.٠.

T ∗ : F −→ E ͳخط −A عملΎر اگر شود ͳم نامیده ٣ پذیر الحاق T : E −→ F ͳخط −A

تساوی که باشد موجود

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩

به بنا نامیم. ͳم T ۴ الحاق را T ∗ عملΎر صورت دراین باشد. برقرار y ∈ F و x ∈ E هر ازای به

E از کراندار پذیر الحاق عملΎرهای تمام مجموعه باشد. ͳم کراندار T عملΎر [۴٢] ١۵.٢.٣ لم

L(E) با را L(E,E) فضاي گاه آن E = F اگر و دهیم ͳم نشان L(E,F ) نماد با را F توی به

دهيم. Ͷم نمايش

گاه آن باشد. A جبر −C∗ بروی هیلبرت مدول −C∗ Έی E کنیم فرض [٢٧] .٢.٢.٠ قضیه

است. جبر −C∗ Έی ∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ ≤ ١} عملΎری نرم با L(E)

پذیر الحاق هیلبرت مدول −C∗ Έی بروی کراندار ͳخط −A عملΎر هر ͳکل حالت در کنید توجه

نیست.

عملΎر و E = {a ∈ A; f(٠) = ٠} و F = A = C([٠,١]) کنیم فرض .٣.٢.٠ مثال

برای گاه آن باشد A ͳهمان عضو ١ و الحاق نΎاشت i∗ اگر باشد. مشمول نΎاشت i : E −→ F

،x ∈ E هر

⟨x, i∗(١)⟩ = ⟨i(x),١⟩ = ⟨x,١⟩

باشد. پذیر الحاق تواند ͳنم i پس .١ /∈ E اما .i∗(١) = ١ بنابراین
٣adjointable
۴adjoint



٩ کراندار پذیر الحاق عملΎرهای .٢.٠

،y ∈ E و x ∈ F برای باشند. A جبر −C∗ بروی هیلبرت های مدول −C∗ F و E فرضکنیم

کنیم ͳم تعریف

θx,y(z) = x⟨y, z⟩ (z ∈ E)

.(θx,y)∗ = θx,y و θx,y ∈ L(E,F ) که شود ͳم دیده ͳسادگ به

عملΎرهای فضای را L(E,F ) در {θx,y : x ∈ F, y ∈ E} مجموعه توسط شده تولید ͳخط فضای

دهیم ͳم نشان K(E,F ) نماد با L(E,F ) در را فوق مجموعه فضای بستار نامیم. ͳم ͳمتناه مرتبه

دهیم. ͳم نشان K(E) نماد با را K(E,E) فضای نامیم. ͳم ۵ فشرده عملΎرهای را آن عناصر و

برقرارند: زیر روابط که کنید توجه است. جبر −C∗ Έی K(E) لذا

؛ θx,yT = θx,Ty ،T ∈ L(E,F ) هر برای (i)

Tθx,y؛ = θTx,y،T ∈ L(E,F ) هر برای (ii)

باشد. ͳم L(E) در آل ایده Έی K(E) پس

به را ran(.) و ker(.) ،D(.) نمادهای که کنیم ͳم فرض نامه پایان این در قرارداد Έی عنوان به

برد. خواهیم كار به عملΎرها برد و هسته دامنه، برای ترتیب

جبر −C∗ بروی هیلبرت مدول −C∗ دو F و E کنیم فرض ([٢٧] ٣.٢ (قضیه .۴.٢.٠ قضیه

صورت؛ دراین باشد. بسته برد دارای T ∈ L(E,F ) و باشند A

،ran(T ∗) متمم با است متعامد پذیر متمم E در ker(T ) (i)

،ker(T ∗) متمم با است متعامد پذیر متمم E در ran(t) (ii)

است. بسته برد دارای T ∗ ∈ L(E,F ) عملΎر همچنین (iii)

هرگاه نامیم ͳم ۶ خودالحاق را E هیلبرت مدول −C∗ بروی T کراندار پذیر الحاق عملΎر

.T = T ∗ = T ٢ هرگاه نامیم ͳم تصویری عملΎر Έی را T همچنین .T = T ∗

۵compact operators
۶self-adjoint



١٠ هیلبرت های مدول −C∗

تنها و اگر است متعامد پذیر متمم E هیلبرت مدول −C∗ از زیرمدول Έی [٢٧] .۵.٢.٠ نتیجه

باشد. تصویري عملΎر Έی برد اگر

U∗U = هرگاه نامیم ͳم ی΋ه را E هیلبرت مدول −C∗ بروی کراندار پذیر الحاق عملΎر Έی

پوشا عملΎر Έی U که شود ͳم دیده ͳسادگ به باشد E بروی ی΋ه عملΎر Έی U اگر .UU∗ = ١

ͳیعن باشد، ͳم نیز ٧ ی΋متری که است

∥U(x)∥ = ∥x∥, (x ∈ E).

اند: معادل زیر شرایط گاه آن باشد E بروی عملΎر Έی U اگر ، [٢٧] ٣.۵ قضیه به بنا همچنین

است. پوشا و ی΋متری U ͳخط −A نΎاشت U (i)

است. E بروی ٨ ی΋ه عملΎر Έی U (ii)

منظم عملΎرهای ٣.٠

تعریف چΎال طور به عملΎر باشد، A جبر −C∗ بروی هیلبرت مدول −C∗ دو F و E کنیم فرض

آن نمودار هرگاه گوییم بسته را t : D(t) ⊆ E −→ F شده

G(t) = {(x, t(x)) : x ∈ D(t)}

باشد. E ⊕ F از بسته زیرمدول Έی

زیرمدول هرگاه گوییم ٩ بستارپذیر را t : D(t) ⊆ E −→ F شده تعریف چΎال طور به عملΎر

طور به .y = ٠ که کند ͳم ایجاب (٠, y) ∈ G(T ) ͳیعن باشد، عملΎر Έی نمودار G(t)

عملΎر .y = ٠ گاه آن t(xn) −→ y و xn −→ ٠ که ͳقسم به {xn} ⊆ D(t) اگر معادل

s = t با و نامیم ͳم t عملΎر ١٠ بستار را G(s) = G(t) که خاصیت این با s : D(t) ⊆ E −→ F

٧isometry
٨unitary
٩closurable

١٠closure



١١ منظم عملΎرهای .٣.٠

دهیم. ͳم نشان

t برای ١١ هسته Έی E بروی t شده تعریف چΎال طور به عملΎر دامنه در D زیرمدول گوییم ͳم

.(t |D )̄ = t ͳیعن باشد D به تحدیدش بستار t اگر است

D(t∗) زیرمدول باشد. شده تعریف چΎال طور به عملΎر Έی t : D(t) ⊆ E −→ F کنیم فرض

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به را F از

D(t∗) = {y ∈ F : ∃z ∈ E s.t ⟨t(x), y⟩ = ⟨x, z⟩, ∀x ∈ D(t)} (١)

ͳم بنابراین دهیم. ͳم نشان z = t∗(y) با و ی΋تاست (١.١.۵) رابطه در z عنصر y ∈ D(t∗) برای

رابطه در که کرد تعریف را t∗ : D(t∗) ⊆ F −→ E عملΎر توان

⟨x, t∗(y)⟩ = ⟨t(x), y⟩ (x ∈ D(t), y ∈ D(t∗))

نامیم. ͳم t عملΎر الحاق را t∗ عملΎر کند. ͳم صدق

مشابه کنیم. ͳم تعریف U(x, y) = (y,−x) ضابطه با را U ∈ L(E ⊕ F, F ⊕ F ) ی΋ه عملΎر

بنابراین .G(t∗) = UG(t)⊥ که داد نشان توان ͳم هیلبرت، فضاهای بروی ͳخط عملΎرهای حالت

است. بسته عملΎری t∗

−A عملΎر باشد. A جبر −C∗ بروی هیلبرت مدول −C∗ دو F و E کنیم فرض تعریف١.٣.٠.

هرگاه نامیم ١٢ منظم را t : D(t) ⊆ E −→ F ͳخط

باشد، شده تعریف چΎال طور به و بسته t عملΎر (i)

باشد، چΎال F در D(t∗) زیرمدول (ii)

است. چΎال E در ١+ t∗t عملΎر برد (iii)

E = F اگر همچنین دهیم. ͳم R(E,Fنشان ) نماد با را F به E از منظم عملΎرهای تمام مجموعه

دهیم. ͳم نشان R(E) با را R(E,F ) مجموعه
١١core
١٢regular



١٢ هیلبرت های مدول −C∗

کنیم. ͳم بیان لنس کتاب از را زیر معروف نتای; و قضایا اکنون

شده تعریف چΎال طور به بسته عملΎر Έی t کنیم فرض ([٢٧] ٣.٩ (قضیه .٢.٣.٠ قضیه

اگر باشد. شده تعریف چΎال طور به t∗ کنیم فرض همچنین باشد. E هیلبرت مدول −C∗ بروی

است. منظم t عملΎر گاه آن باشد متعامد پذیر متمم E ⊕ E در G(t) ،t نمودار

.t∗∗ = t گاه آن باشد E هیلبرت مدول −C∗ بروی منظم عملΎر t اگر .٣.٣.٠ نتیجه

D(t∗t) گاه آن باشد E هیلبرت مدول −C∗ بروی منظم عملΎر t اگر ([٢٧] ٢.٩ (لم لم٣.٠.۴.

است. t عملΎر برای هسته Έی

Qt = (١+t∗t)
−١
٢ کنیم ͳتعریفم باشد. E هیلبرت ∗C−مدول بروی منظم یΈعملΎر t اگر

است. برقرار زیر روابط [٢٧] کتاب ١٠ و ٩ های فصل به بنا صورت این در Ft = tQt و

Ft ∈ L(E), Qt ∈ L(E)

٠ ≤ Qt ≤ ١, ran(Qt) = D(t),

t = Ft(١− F ∗
t Ft)

−١
٢ , Qt = (١− F ∗

t Ft)
١
٢

شود. ͳم نامیده t منظم عملΎر مبدل) −z ) ١٣ کراندار مبدل را Ft عملΎر

نΎاشت گاه آن باشد هیلبرت مدول −C∗ Έی E کنیم فرض .۵.٣.٠ قضیه

R(E) −→ {T ∈ L(E); ∥T∥ ≤ ١, ran(١− T ∗T )is dense in E}

t 7−→ Ft

F ∗
t = Ft∗ ͳیعن است. الحاق حافظ که م�ͳباشد ͳدوسوی Έی

١٣bounded transform



١٣ منظم عملΎرهای .٣.٠

Ft آن كراندار مبدل به ها خاصيت از Ͷبعض E هيلبرت مدول −C∗ بروي t منظم عملΎر براي

كنيم. Ͷم يادآوري [١١] از را زير گزاره برع΋س. و يابد Ͷم انتقال

باشد. E هيلبرت مدول −C∗ بروي منظم عملΎر t فرضكنيم ([١١] ٢.٢ (گزاره .۶.٣.٠ گزاره

صورت دراين

هستند، E از بسته هاي مدول زير ker(t∗) و ker(t) (i)

،ran(t∗) = ran(Ft∗) و ran(t) = ran(Ft) (ii)

،ker(t) = ran(t∗)⊥ و ker(t∗) = ran(t)⊥ (iii)

.ker(t∗) = ker(Ft∗) و ker(t) = ker(Ft) (iv)

باشد. بسته برد داراي t∗ Ͷيعن آن الحاق اگر تنها و اگر است بسته برد داراي t منظم عملΎر (v)

و E = ran(t∗) ⊕ ker(t) = ker(|t|) ⊕ ran(|t|) هاي تجزيه |t| := t∗t
−١
٢ براي صورت دراين

برقرارند. ker(t∗)⊕ ran(t)

شود. Ͷم نتيجه زير گزاره فوق، گزاره و [٢٧] ٣.٢ قضيه از اكنون

برد كه Ͷقسم به باشد E هيلبرت مدول −C∗ بروي منظم عملΎر t كنيم فرض .٧.٣.٠ گزاره

صورت دراين باشد. بسته t عملΎر

.ran(t∗) متمم با است متعامد پذير متمم E در ker(t) بسته زيرمدول (i)

.ker(t) متمم با است متعامد پذير متمم E در ran(t∗)بسته زيرمدول (ii)

است. بسته برد داراي t∗ عملΎر همچنين (iii)

مجموعه .t = t∗ هرگاه گوییم ͳم خودالحاق را E هیلبرت مدول −C∗ بروی t منظم عملΎر

عملΎر [٢١] ١.١۴ نتیجه به بنا دهیم. ͳم نشان SR(E) نماد با را E بروی خودالحاق عملΎرهای

باشد. خودالحاق Ft عملΎر اگر وفقط اگر است Eخودالحاق بروی t منظم

و ٧.٩ لم به بنا گاه آن باشد خودالحاق E هیلبرت مدول −C∗ بروی t منظم عملΎر کنیم فرض


