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١  

  : تار فپيشگ
  

مهمترين كاربرد .  رياضيدان بزرگ ابداع گرديده است،كه درقرن هجدهم توسط اويلرنظريه گراف شاخه اي ازرياضيات است     

 از اين رو امـروزه نظريـه گـراف دركليـه شـاخه      .شدنظريه گراف مدل سازي پديده هاي گوناگون وبررسي بر روي آنها مي با       

  . كاربرد فراوان دارد،هاي مختلف علوم

  .معرفي شد1999 درسال P. S. Livingston و D.F. Anderson مقسوم عليه صفراول بارتوسطگراف 

 سـال درمقالـه ديگـري كـه در     Livingston و Lauve و  Frazier   وAnderson   توسـط  و همچنين ) ]3[ .ك .ر( 

پـس ازچـاپ اولـين       ) ]2[. ك .ر.( چاپ شد به ارتباط دقيقتري بين گراف مقسوم عليه صفرو ساختارحلقه پرداخـت            2001

  . تا كنون تحقيقات زيادي دراين ارتباط صورت گرفته است1999مقاله درمورد گراف مقسوم عليه صفردر سال 

  .يم پرداختدراين پايان نامه به بررسي گراف كامل براي حلقه ومدول خواه

   )]1[. ك. ر ( .خواهيم پرداخت به يادآوري تعاريف ومفاهيم اوليه گراف درفصل اول اين پايان نامه

))(( گراف كامل آن يعني      ،R براي حلقه    ،درفصل دوم  RT Γ                را بررسي مي نمـاييم ودرادامـه بـه مطالعـه سـه زيرگـراف 

))((Re Rg Γ و ))(( RZ Γ و ))(( RNil Γ از ))(( RT Γ1[. ك. ر ( . مي پردازيم[(    

))(( گراف كامل آن يعني ،M مدول -Rدرفصل سوم براي  MT Γ7[. ك. ر ( . رابررسي مي كنيم[(   

     

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



٢  

  

  

  

  

  

  

  

  

  اولفصل 

  

  تعاريف ومفاهيم اوليه

  



٣  

 همچنين مجموعه مقسوم عليه .است) با يكه مخالف صفر( ار يك حلقه جا بجايي ويكد هموارهRاين پايان نامه سراسردر

Re)( را با R و مجموعه عضوهاي منظم حلقه RZ)( را با Rهاي صفرحلقه  Rgنشان مي دهيم  .  

  

  .  نشان مي دهيمGE)(، و مجموعه يال ها را با GV)(، مجموعه رآس ها را با Gبراي گراف 

  

راف مجموعه اي ازرأس هاست كه توسط خانواده اي ازخطوط كه همان يال ها مي باشـند بـه هـم مربـوط                        گ : 1-1 تعريف

  . شده اند) وصل(

  .يال ها نيزدونوع ساده وجهت دار مي باشند

  

 )تعداد يال هايي كه فقط ازدو رأس مربوطـه مـي گذرنـد              (  گراف ساده گرافي است كه طوقه ويال چند گانه        :  2-1 تعريف

 .ندارد

  

يك يال به    ،يعني (هرگاه يك يال بين آن دو وجود داشته باشد         ،را مجاورگويند  G ازگراف w و v س دو رأ  : 3-1تعريف  

wv صورت تيـب دو  به همين تر .برآن يال واقع هستند  w و   v صورت مي گويند كه رئوس    دراين  ).  وجود داشته باشد   −

  .هرگاه حداقل يك رأس مشترك داشته باشند ،را مجاورگويند Gازيال متمايز

  

 nگـراف كامـل بـا       يـك   . يك گراف كامل گوينـد     ، هر دو رأس متمايزآن مجاور باشند      يك گراف ساده را كه    :  4-1 تعريف

  . مايش مي دهند نnKرأس را به صورت 

  

  افرازكرد بطوري كه هـر يـال       Wو Vفرض كنيد مجموعه رئوس يك گراف را بتوان به دو مجموعه مجزاي             :  5-1 تعريف

G   يك رأس از V       ازرأس  را بـه يـكW    درايـن صـورت   . وصـل كنـد G             را يـك گـراف دوبخـشي گوينـد وبـه صـورت 

),( WVG   زدريك گراف دوبخشي لزوماً هررأس ا     . نمايش مي دهندV  از به هررأس W  ا اگر . وصل نيستچنين باشـد   ام

srK  دوبخـشي متنـاهي باشـد آن را بـا          Gهنگامي كه   . راف دوبخشي كامل گويند   يك گ  G  ساده باشد، آنگاه   Gواگر , 

ه كنيـد كـه     . ندهست Wو Vبه ترتيب تعداد رئوس در     sو r ننشان مي دهند كه درآ     srK توجـ sr تعـداد ،  , رأس  +

  . يال دارد srو

زيرمجموعه افرازكرد بطـوري   r  را مي توان بهگرافي است كه مجموعه رأس هاي آن   ،   بخشي -rف  يك گرا :  6-1 تعريف

 بخشي را كه هررأس آن با -rيك گراف   .  ازآن مجموعه ها را به هم وصل مي نمايد موجود نباشد           يكي كه يالي كه دو عضو    

   . كامل گويند بخشي -r ررأس ديگركه درزيرمجموعه يكساني قرارندارد، متصل شده باشد را يك گرافه

  

sKيك گراف دوبخشي كامل به صورت :  7-1 تعريف   .  يك گراف ستاره اي ناميده مي شود،1,

  

  

دارد وهريـال آن عـضو   تعلـّق   GV)(  كـه هـررأس آن بـه     خود يك گراف است،   ،  G  گراف ازگراف   زير يك:  8-1 تعريف

)(GEاست .  

  

مـي گيـريم كـه آن را بـه      را در نظر 1v 0v  و 2v 1v و K و   mv1−mvدنباله اي ازيال ها به صـورت        :  9-1 تعريف

mmصورت vvvvv −−−−−−−−−−−−−−− −1210 LL     اگررئـوس . يم  نيزنشان مـي ده ـ mv   و K   1 وv  0 وv  

    .مسيرگوينديك باشند، به اين دنباله ازيال ها متمايز



٤  

  

  باشند كه بـه ازاي هـر  G رأس هايي متمايزازگراف m≤3  كه 0v   و1v  و K   وmv−1فرض كنيد :  10-1 تعريف

10 −≤≤ mi ،      رأس هايiv  1   و−iv    0چنانچـه رآس هـاي      . مجاور مي باشـندv    1 و−mv     نيزمجاورباشـند، درايـن 

0110  صورت vvvv m −−−−−−−−−−−− −LL  دوربه طول را يك m گوييم .  

  

 Gاگـر . گوينـد  Gنمـايش مـي دهنـد وآن را كمرگـراف            Ggr)(را با    Gطول كوتاهترين دوردرگراف    :  11-1 تعريف

  . را برابربي نهايت تعريف مي كنندGري نباشد، كمرگراف شامل هيچ دو

  

ــف ــر : 12-1 تعريـــ ــاي  0xو   1x  و K  و mx−1 اگـــ ــايي متمـــ ــاه Gازگراف ز رأس هـــ ــند، آنگـــ                   باشـــ

yxxx m −−−−−−−−−−−− −110 LL    راه به طول    يكm طول كوتاهترين راه از   .  است x به  y    را با ),( yxd 

),(  موجود نباشـد y به x درصورتي كه چنين راهي از    . نمايش مي دهند   yxd  بـي نهايـت تعريـف مـي كننـد      را برابـر. 

),(0همچنبن =xxd .  

  

 ـ. گوينـد  G  را قطرگـراف Gسوپريمم فاصله بين رئوس متمايزگراف  بعبارت ديگر: 13-1 تعريف  Gdiam)( او آن را ب

  . نشان مي دهند

sup)( =Gdiam { ),( yxd y وx  رأس هاي متمايزهستند }. 

                                          

  . گوييميك گراف كه بين هردو رأس آن مسيري وجود داشته باشد را يك گراف همبند:  14-1 تعريف

  

  . گوييم گراف كلاًً ناهمبند است، مجاورنباشد G اگرهيچ دو رأس از:  15-1 تعريف

  

MRمجموعه.  مدول باشد  -R يك   M يك حلقه جابجايي و    Rفرض كنيد   :  16-1 تعريف به همراه اعمال زير يـك       ×

  .حلقه جابجايي است

),(),(),(

),(),(),(

msnrsrnsmr

nmsrnsmr

+=

++=+
  

MRاين حلقه را با    . گوييمR بر Mنشان مي دهيم و آن را ايده ال ساز از +)(

  

   )] 1.1 ,2 [. ك .ر: (  17-1 قضيه

  دراين صورت.  مدول باشد-R يك M يك حلقه جابجايي وRفرض كنيد 

                       

 
{ } { }

{ }MnRZana

maMmMnRanaMmmMRZ

∈∈

=∈∃∈∈∈=+

∗

∗∗∗∗

,)(),(

0,;,),(),0())(( UU
  

  

   )] Theorem. 1 ,3 [. ك .ر: (  18-1 قضيه

)1(ي مقسوم عليه صفرغيربديهnهرحلقه جابجايي كه    ≥n    1(2 داشته باشد، لزومـاً متنـاهي اسـت وحـداكثر( +n  عـضو 

  . دارد

  

  .  مي پردازيم مهم مرتبط با آنيهو قضاكنون به تعريف گراف مقسوم عليه صفر



٥  

  

)()(}0{گراف مقسوم عليه صـفرعبارت اسـت ازگرافـي بـا رأسـهاي              :  19-1 تعريف −=∗ RZRZ  بـراي هـر   ، كـه x     و 

yمتمايزاز∗)(RZ   رأسهاي ،x و y   0 مجاورهستند اگروتنها اگر=yx .        گراف مقسوم عليه صفر را با نماد)(RΓ ن  نشا

  . مي دهيم

  

  .  يك گراف ساده استRبديهي است گراف مقسوم عليه صفرحلقه 

  

   ) ]3 [. ك. ر(  : 20-1 قضيه

))((3 همبند اسـت و    RΓ)(دراين صورت   .  يك حلقه جابجايي باشد    Rفرض كنيد    ≤Γ Rdiam .  بعـلاوه اگـر)(RΓ 

))((4شامل يك دور باشد آنگاه  ≤Γ Rgr.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



٦  

  

  

  

  

  

  

  

   دوم فصل

  

   درحلقه جابجاييگراف كامل

  
  

  

  

  



٧  

  مي باشد R ايده الي از RZ)(، وقتي كه Rگراف كامل حلقه جابجايي  2-1

  

))((  با  را R گراف كامل حلقه  :  1-1-2 تعريف RT Γ                نشان داده وآن گرافي است كه رأس هـاي آن عـضوهاي R   مـي 

RZyx)( ورند اگرو تنها اگر مجاy وx دراين گراف دو عضو. باشند ∈+ .   

  

Re))(( ن پس اياز Rg Γ   و ))(( RZ Γ     ( از) القا شده ( به ترتيب زيرگراف)(( RT Γ       با رأس هـايي در       )(Re Rg 

))((  اســت وRZ)(و  RNil Γ  ( از) القــا شــده(زيرگــراف)(( RT Γ ) ودرنتيجــه از ))(( RZ Γ(   ــا رأس هــايي در ب

)(RNil است .( ))()( RZRNil ⊆ .  

 نـسبت بـه عمـل       RZ)( يك ايده ال باشد، كافي است      RZ)(براي اينكه   . ماً يك ايده ال نيست     لزو RZ)(مي دانيم كه    

  . يك ايده ال استRZ)( بخش فرض مي كنيم كهدراين . جمع بسته باشد

درايـن  . رآن يك ايده ال باشد     مجموعه مقسوم عليه هاي صف     RZ)( يك حلقه جابجايي و    Rفرض كنيد   :  2-1-2تبصره  

  :صورت

  . استR يك ايده ال اول ازRZ)() الف(

)()( است و دراين صورت R يك ايده ال ماكزيمال ازRZ)( متناهي باشد، آنگاه Rاگر) ب( RZRNil =.  

RZyx)(فرض كنيد   ) الف(: برهان Raعضوغيرصفر  پس  . ∋ ، ay=0  اگـر  .ayx=0چنان موجـود اسـت كـه         ∋

RZy)(آنگاه  RZx)( آنگاه، ay≠0 اگر و ∋   .يك ايده ال اول است RZ)( واين نشان مي دهد كه ∋

  يك ايده ال اول است ودرنتيجهRZ)(، يك ايده ال باشد RZ)(پس اگر 
)(RZ

R  دامنه صحيح مي باشد.  

 درايـن صـورت    .لقه متناهي باشـد    يك ح  R فرض كنيد ) ب(
)(RZ

R       رنتيجـه د.  متنـاهي اسـت    صـحيح   يـك دامنـه 

)(RZ
R    روازاين  . يك ميدان است )(RZ    يك ايده ال ماكزيمال از Rگرا.  خواهد بود R اهي باشـد و يك حلقه متن 

Ra }  باشد، دراين صورتR كال عضوغيرييك 0≠∋ }Nna
n  اين نشان مي دهد كه. داراي عضو تكراري است ∋

)(RNila   . است R  يك ايده ال ماكزيمال ازRNil)( زاين رو ا.∋

αβدر قضاياي زير    . باشندنيزمي توانند اوردينال هاي نامتناهي ,

  . باشدR ايده الي از RZ)( كه بطوري حلقه جابجايي يكR فرض كنيد : 3-1-2 قضيه

α=)(RZ   و β=
)(RZ

R  

2)( اگر) 1( RZ∈ آنگاه،باشد  ))((Re Rg Γ 1( اجتماعي از( −β ، گراف كاملα
Kمتمايزاست  .  

2)( اگر) 2( RZ∉ آنگاه ،باشد ))((Re Rg Γاجتماعي از  )
2

1
(

−β
ααگراف دوبخشي كامل ،  ,

Kمتمايزاست .  
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2)( فرض كنيد )1( :برهان RZ∈ و)(Re Rgx RZx)(باشد ، دراين صـورت هرهمدسـته    ∋   زيرگـراف كامـل از  +

))((Re Rg Γ 1چون براي هر . استz 2 وzاز  )(RZ ،همچنين )(2 RZ∈  داريم:  

.)(2)()( 2121 RZzzxzxzx ∈++=+++  

Re)( هربه ازايازطرف ديگر Rgy ,)( و ∋ 21 RZzz 1zx  عضوهاي،∋ 2zy و +  دوهمدسته متمايزبراي  +

)(RZx RZy)( و +   :چون اگرمجاورباشند داريم.  مجزا هستند+

.)()()( 2121 RZzyzxzzyx ∈+++=+++  

  آنگاه               

.)())()()(( 2121 RZzzzyzxyx ∈+−+++=+  

)(2)( درنتيجه  RZyyxyx )()( لذا .  −=+−∋ RZyRZx  متناقض با متمايز بودن همدسته  اينكه +=+

RZx)(هاي  RZy)(  و+ RZx)(بنابراين اجتماع زيرگراف هاي كامل . است+ Re))((  برابر+ Rg Γاست  .  

.))((Re))((
)(ReU Rgx

RgRZx
∈

Γ=+  

=βچون 
)(RZ

Rو  )(Re0 Rg∉ پس تعداد همدسته هاي )(RZx )1( برابر+ −βازطرفي.  است  

α==+ )()( RZRZx. لذا ))((Re Rg Γ 1( ازاجتماع( −β زيرگرافهاي متمايز )(RZx  تشكيل شده +

  . مي باشدαK است كه هركدام ازآنها گراف كامل

  

2)(فرض كنيد ) 2( RZ∉ و )(Re Rgx RZx)(دراين صورت هيچ دوعضو . ∋ چون اگر مجاور .  مجاورنيستند+

  :  باشند داريم

.)()2()()( 2121 RZzzxzxzx ∈++=+++  

2)(پس  RZx 2)( كه متناقض با ∋ RZ∉.  

1zxديگرعضوهايازطرف  2zx و+ RZx)( براي دوهمدسته متمايز−+ RZx)( و+ زيرا   .مجاورند −+

)()()()( 2121 RZzzzxzx ∈+=+−++.                                                                                 

))(())((پس RZxRZx +−+ Uيك گراف دوبخشي كامل از ))((Re Rg Γ به ازاي  اگر به علاوه .است

Re)(هر Rgy ,)( و ∋ 21 RZzz 1zx  عضوهاي،∋ 2zy  و+ RZx)(  متمايز ازدوهمدسته+ RZy)( و + + 

   آنگاه ،مجاور باشند

.)())()(()( 1221 RZzyzxzzyx ∈+++=+++  

  پس          
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.)())()()(( 2112 RZzzzyzxyx ∈+−+++=+  

)()(درنتيجه  RZyRZx +==α وهمچنين  −+=+ )()( RZRZx .  

Re))((لذا  Rg Γ ازاجتماع )
2

1
(

−β
))(())((متمايز زيرگراف  RZxRZx +−+ U تشكيل شده كه هركدام ازآنها 

ααگراف دوبخشي كامل  ,K مي باشد .  

                                                   

ــه ــف(:  4-1-2 نكت )(}0{ اگــر) ال =RZ)  يعنــي اگــرR 2)( آنگــاه ،)دامنــه صــحيح باشــد RZ∈اگروتنهــا اگــر  

2)( =RChar .  

)(2  دامنه صحيح با شرط      R اگر) ب( =RChar آنگاه   ، باشد ))((Re Rg Γ    1( اجتماعي از( −β،    1گراف كاملK 

  .يزاستمتما

)(2  دامنه صحيح با شرط      R اگر) ج( ≠RCharآنگاه ، باشد ))((Re Rg Γ اجتماعي از )
2

1
(

−β
گـراف دوبخـشي   ، 

  . متمايزاست1,1Kكامل 

)(2اگر   ⇒)() الف: (برهان =RChar       آنگاه به ازاي هـر ،Rx 2)11(0 داريـم،    0≠∋ =+=+= xxxx    و ايـن 

2)(نشان مي دهد كه  RZ∈.  

2)( فرض كنيد    ⇐)( RZ∈ .عضو پس  Rx 2)11(0 چنان موجود است كـه    0≠∋ =+= xx .   چـونR   دامنـه 

0211پس  صحيح است  0211بنابراين با توجه به فرض . x=0  يا +== )(2لذا . +== =RChar .  

)(2اگر  ) ب( =RChar      2)() الف(، انگاه با توجه به RZ∈ .  چونR        0{يعنـي   (  دامنـه صـحيح اسـت{)( =RZ(  ،

)(1پس  == αRZ . بنابراين))((Re Rg Γ 1( اجتماعي از( −β ، 1گراف كاملKمتمايزاست  .   

)(2اگر  ) ج( ≠RChar      2)() الف(، انگاه با توجه به RZ∉ .  چونR     0{يعني (  دامنه صحيح است{)( =RZ(  پس ،

1)( == αRZ . بنابراين))((Re Rg Γاجتماعي از )
2

1
(

−β
  . متمايزاست1,1Kگراف دوبخشي كامل ، 

  

                                     : دراين صورت. باشدR يك ايده الي از RZ)( يك حلقه جابجايي بطوريكه R فرض كنيد:  5-1-2 قضيه

)1 ())((Re Rg Γ2روتنها اگر  است اگ كامل
)(

Z
RZ

R
3ZR يا   ≅ ≅.                

)2 ())((Re Rg Γ 2 همبند است اگروتنها اگر
)(

Z
RZ

R
3 يا   ≅

)(
Z

RZ

R
≅.  

)3 ())((Re Rg Γ  ) و ))(( RZ Γو  ))(( RT Γ (  ــر ــا اگ ــد اســت، اگروتنه ــلاً ناهمبن ــا  R ك ــه صــحيح ب ــك دامن  ي

2)( =RChar باشد.  
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=βفرض كنيد 
)(RZ

Rو   α=)(RZ.  

Re))((،   3-1-2 توجه به قضيه  با   )1( :برهان Rg Γ    كامل است اگروتنها اگر  ))((Re Rg Γ      گراف كاملαK   يا گراف 

    . باشد1,1K دوبخشي كامل

2)(اگر   RZ∈ آنگاه ، باشد ))((Re Rg Γ    1( اجتماعي از( −β  ، گراف كاملαK رض قـضيه   چون طبق ف  .  متمايزاست

))((Re Rg Γ  كامل  پس بايد يك گراف   ،كامل استαKدرغيراين صورت با توجه به اينكـه  ،  وجود داشته باشدαK  هـا

Re))((، متمايزهستند Rg Γ11پس .  كامل نمي شود =−β،2   درنتيجه=β 2، بنابراين
)(

Z
RZ

R
≅ .  

2)(اگر   RZ∉ آنگاه   ، باشد))((Re Rg Γ    اجتماعي از )
2

1
(

−β
ααگراف دوبخشي كامل    ،   ,K چون طبق  .  متمايزاست

Re))((فرض قضيه    Rg Γ 1س بايد    پ ،امل است  ك=α   1,1  و يك گرافK   درغيراين صورت با توجـه      ، وجود داشته باشد 

ααبــه اينكــه   ,K هــا متمايزهــستند ،))((Re Rg Γ  1 پــس.  كامــل نمــي شــود
2

1
=

−β
  و β=3 درنتيجــه  .

α=)(RZ 1 و=α  0{  پس{)( =RZ.3  درنتيجه
)(

Z
RZ

R
R ≅≅.   

Re))(( ، 3-1-2با توجه به قضيه      )2( Rg Γ  همبند است اگروتنهـا اگـر  ))((Re Rg Γ     گـراف كامـلαK    يـا گـراف

ααدوبخشي كامل  ,Kباشد  .  

2)(اگر   RZ∈ چون طبق فرض قضيه      ، باشد ))((Re Rg Γ كامل گراف   پس بايد  يك، همبند استαK  وجود داشـته 

11  لذا،باشد =−β. 2 در نتيجه=β.  2بنابراين
)(

Z
RZ

R
≅ .  

2)(اگر   RZ∉ چون طبق فرض قضيه      ، باشد))((Re Rg Γ  گـراف دوبخـشي كامـل     يك    پس بايد  ، همبند استαα ,K 

1 لذا ،وجود داشته باشد
2

1
=

−β
3بنابراين  .β=3 در نتيجه ،

)(
Z

RZ

R
≅.  

)3( ))((Re Rg Γ 1كامل گراف  كلاً ناهمبند است اگروتنها اگراجتماع متمايزازKباشد  .   

2)( شد كهدامنه صحيح بايك  بايد R، )ب(4-2 با توجه به قضيه RZ∈.2  پس)( =RChar.  

  

  : دراين صورت. باشدR  يك ايده ال ازRZ)( كه حلقه جابجايي بطوري يكR رض كنيدف:  6-1-2 قضيه

ــا∞) 1( Γ= 0و   1 و  2   يــ ))((Re( Rgdiam.  ــر ــصوص اگــ Re))((بخــ Rg Γ ــد ــد باشــ ــاه،همبنــ        آنگــ

2))((Re( ≤Γ Rgdiam .    

Γ= 3  و 4 يــــا  ∞) 2 ( ))((Re( Rggr.  بخــــصوص اگــــر))((Re Rg Γآنگــــاه، شــــامل يــــك دورباشــــد  

4))((Re( ≤Γ Rggr .  
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Re))((فرض كنيد  ) 1( :برهان Rg Γ3-1-2 با توجه به قضيه . همبند است ، ))((Re Rg Γ   يك تك نقطه اي يـا يـك 

  . گراف كامل يا يك گراف دوبخشي كامل است

)Re))(((1 ابراين بن ،درگراف كامل چون بين هردو رأس يك يال وجود دارد          =Γ Rgdiam .      درگـراف دوبخـشي كامـل

ــود    ــسيري وجـــ ــردو رأس مـــ ــين هـــ ــون بـــ ــابراين  ،داردچـــ )Re))(((2بنـــ =Γ Rgdiam .      ــه درنتيجـــ

2)))((Re( ≤Γ Rgdiam . درغيراين صورت∞=Γ )))((Re( Rgdiam.  

Re))((فرض كنيد    )2( Rg Γ   3-1-2با توجه به قضيه      . شامل يك دورباشد   ،))((Re Rg Γ  گرافهاي كامل   اجتماعي از

  . كه متمايزند،  استيا دوبخشي كامل

Re))(( آنگاه ،اگر گراف كامل باشد    Rg Γ        آنگـاه  ،  گـراف دوبخـشي كامـل باشـد         و اگـر    اسـت  3 شامل يك دوربـه طـول 

))((Re Rg Γ   ــول ــه طـ ــك دوربـ ــامل يـ ــت4 شـ ــه اسـ )Re))(((4   درنتيجـ ≤Γ Rggr.  ــورت ــراين صـ  درغيـ

∞=Γ )))((Re( Rggr .  

  

  .  باشدR  يك ايده ال ازRZ)(يك حلقه جابجايي بطوري كه  R دفرض كني:  7-1-2 هقضي

Re))(( يك زيرگراف القا شده از       G  كه فرض كنيد ) 1( Rg Γ  باشد و  x و  y     دو رأس متمايزازG      باشند كـه توسـط 

Re))(( بخـصوص اگـر   .  وجـود دارد   y و xبـين    2  دراين صورت يك مسيربا طـول حـداكثر        .يك مسيرهمبندند  Rg Γ 

)Re))(((2مبند باشد، آنگاه ه ≤Γ Rgdiamاست  .  

Re)( عناصرمتمايز yو   x فرض كنيد كه  ) 2( Rg   اگـر .كـه توسـط يـك مـسيرهمبند باشـند          باشند  )(RZyx ∉+ 

    مسيرهاينگاهآ، ) مجاورنباشند yو  x يعني(

yxx −−−−−−− yyx       و    )( −−−−−−− )(  

Re))((در  yو  x  بين2به طول  Rg Γ  وجود دارد.  

xy اگر) 1( :برهان xy بين 1 مسيري به طول  آنگاه،شند باGدو رأس متمايزاز  ,   . وجود دارد,

xyz اگر xyz بين  2 آنگاه مسيري به طول ، باشندG سه رأس متمايزاز ,,   .وجود دارد ,,

1234اگر  ,,, xxxx  رأسهاي متمايزG4321 آنگاه يك مسير به صورت  ، باشند xxxx −−−−−−−−−  

41 وجود دارد كه , xxزيرا.  مجاورند 

.)(,)(,)( 433221 RZxxRZxxRZxx ∈+∈+∈+  

))()()(()( درنتيجه 43322141 RZxxxxxxxx 41 پس .+=+−+++∋ , xx بازمسيري بـه    بنابراين   ، مجاورند

41بين   1 طول , xx بين   2پس يك مسيربا طول حداكثر . وجود داردyx    .  وجود دارد,

xy  مي بينيم مسيربين   )1(شده در   با توجه به اثبات انجام      ) 2(  باشـد   1 اگـراز طـول   .  اسـت  2يا به طول      1  يا به طول   ,

xy آنگاه RZyx)(ذا    مجاورند و ل   , xy بـين  پس طول مسير    ،  كه اين يك تناقض است      +∋  ايـن .  اسـت 2برابـر   ,
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Re)(عضو   نشان مي دهد كه    Rgz yzx   چنان موجود است كه    ∋ xy   يك مسيربين   −−−−−−  بنـابراين  ، اسـت  ,

)(,)( RZyzRZzx    پس . +∋+∋

.)())()(( RZyzzxyx ∈+−+=−  

xxچون   RZyx)( درغيراين صورت( ≠−     و)دارد  كه تناقض −∌

xy RZyx)(درغيراين صورت   (≠− RZyx)(  و ) دارد  كه تناقض+∋    پس  .+∌

yxx −−−−−−− yyx         و    )( −−−−−−− )(  

xyبين   2 مسيرهايي به طول Re))((  در, Rg Γ هستند .  

  

  . باشدR يك ايده ال از RZ)( يك حلقه جابجايي بطوريكه Rفرض كنيد :  8-1-2 قضيه

1-) a (0)))((Re( =Γ Rgdiam  2  اگروتنها اگرZR ≅.  

)    b (1)))((Re( =Γ Rgdiam  2  اگروتنها اگر
)(

Z
RZ

R
2ZR  و  ≅ ≅/.   

2يعني (        
)(

Z
RZ

R
)(2  و  ≅ ≥RZ(  3  ياZR ≅.    

)    c( 2)))((Re( =Γ Rgdiam  3   اگروتنها اگر
)(

Z
RZ

R
3ZR  و  ≅ ≅/.   

3يعني (        
)(

Z
RZ

R
 . )RZ)(≤2  و  ≅

)    d ( درغيراين صورت∞=Γ )))((Re( Rgdiam.   

2-) a (3)))((Re( =Γ Rggr  2)(  اگروتنها اگر RZ∈  3  و)( ≥RZ.   

)    b( 4)))((Re( =Γ Rggr  2)(  اگروتنها اگر RZ∉    2و)( ≥RZ.    

)    c ( درغيراين صورت∞=Γ )))((Re( Rggr.  

3-) a (3)))((( =Γ RTgr  3  اگروتنها اگر)( ≥RZ.   

)    b (4)))((( =Γ RTgr  2)(  اگروتنها اگر RZ∉  2  و)( =RZ.   

)    c (  درغيراين صورت∞=Γ )))((( RTgr.   
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)Re))(((0چون   ⇐)() a( -1 :برهان =Γ Rgdiam  ، 2)(نتيجه مـي گيـريم كـه        ،   3-1-2 پس ازقضيه RZ∈  و 

))((Re Rg Γ  ــك ــا ازي ــل   تنه ــراف كام ــه  αKگ ــت ك ــده اس ــشكيل ش ــر  . α=1  ت ــون اگ ــاه  α<1چ ــد آنگ  باش

1)))((Re( =Γ Rgdiam،  ــاقض ــه تن ــس .دارد ك )(1 پ =RZ ــي )(}0{  يعن =RZ 211 و =⇒=− ββ  .

2درنتيجه  
)(

=
RZ

R .   لذا  

. 2
)(

Z
RZ

R
R ≅≅  

  . بديهي است ⇒)(

)b ()(⇐ 1 چون)))((Re( =Γ Rgdiam  نتيجه مي گيريم كه      ، 3-1-2 ، پس ازقضيه ))((Re Rg Γ    گراف  از يك

ααگراف دوبخشي كامل      يا يك  αKكامل ,K   فـرض كنيـد كـه    .  تشكيل شده است))((Re Rg Γ گـراف كامـل     از يـك

αK  11تشكيل شده است پس =−β  2يعني=β .  2درنتيجه
)(

=
RZ

R . لذا   

. 2
)(

Z
RZ

R
≅  

)Re))(((0  آنگاه،α=1اگر  =Γ Rgdiam . 2پس≥α. 2 درنتيجه)( ≥RZ.   

Re))((فرض كنيد كه     Rg Γ    گراف دوبخـشي كامـل       از يكαα ,K        31  تـشكيل شـده اسـت پـس
2

1
=⇒=

−
β

β
 . 

3درنتيجه  
)(

=
RZ

R .   3 لذا
)(

Z
RZ

R
)Re))(((1   چون  .≅ =Γ Rgdiam   1پس=α.   1 لذا)( =RZ . پـس 

}0{)( =RZ .3 درنتيجهZR ≅ .  

  . بديهي است ⇒)(
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