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:ଘم৤قدৎ
گاঃଡ࣊ਂیعاॿمඩযرশࢌ ৾

وآن�ਪ୓یୀ଒ૼنਏࣹیدار৯د



೯دایا...
یൊتا॥ت،اষبازی৯داردوਟی�േঙتا॥ت.দواਤঘیازرویا௿دوا৷مان،ਟی�آਵࣣغୀآॠدهازاঃࣇحان؛ দواਘیਗی�دকم೯଒دا
িشاਪ୓�ଡی৮دیدار،و඼້آ਩یඓࢻ૛ുهభع࢙م کار،وبا ଲیآਣশتادبادণජࡶভت.اورا॥راوධෂஉندهٔاوو঻(ص)مّد೺ख़଒مকی�دਗیਘواদو
دودฮیازدঀھاБЗداید، ୏وردگار.ৗ଒وریا॥ترࣺشان،وඟ໖ا਒یا॥ت඼່وزان،ودਬࣥورী୓شروଃنوࣅیان.ඟَ໋หدِ

وباࣵࡆّتودॻࣱلمُ࢓චم඼່ماید.
ජ໑گ،ਟୀی�඼෻৴یॺࡗ૗ه�ایୀ଒ایزಶඌীنথذ૛তها॥ت،ඥࣹرت৅࡜ورموජُ໑د਩یࠝطا૽ن ଘૼنزਣංඌীیࠝطا૽نॺభ଒ࡗ૗ه

ග঻ୀ଒ࢭود౷ࣂش،१وদوارষباॵم.بఴذارหآنرا،ऒوداষࣇخاب঍࣒م،اماآ൒৅نان৔଒ودو॥تਗی�داری.
ଘૼن৔وਮ࣪قتلاشభشࢁࡣت،ධ්رৗభوঃیدی،رಶ౮نਟی�඼෻ঙاه،गھادਟی�سلاح،کارਟی�پاداش،तداکاریభسࢆوت،دଌن
وام،എࠝ࢟تਟی�ฬم،೯دक़تਟی�ฬن،ا৷مانਟی�ریا،ऒوਟیਟی�৶ࢤود،ീঝتاਅیਟی�خاਗی،मناࠥتਟی�ହور، ਟی�دষیا،ॠذ঑بਟیࠩ�

࠙࡭قਟی�ওوس،ඛ঺ھاਪیభاಪࣤوه॒ࢣࡁࢹت،ودو॥تداಶඍنਟی�آنૢهدو॥ت঴دا৯د،روزی૽ن.
گاریૼنభآنا॥ت ശণر ঴دا૏৅ه ودॿمرا کارمراଘૼن৶ما ণ୏یدنرا৯داৣم،صلاحِ راهِ ೯دایا!ا०୏భඟ໋شऒودభماৣمیا

.ଡو৔ھای඘শفاঅࣂࡣتوازඓ ਵࣥو඼່ଥما!಻ൾফ଒نکارازراঘ࣒ماගশھای৔وতฬنا૛঩ه

از඼່ماীشاتතअرتعਚی(ع)



චاری... ণپاس໋�
ඟانऒود،آدਗیراز৘ورࠟ࢞لآرا॥ت. ণپاس೯داو৯دگارحൊ࣓مرا଒با੪ॸفਟی໊�

భآغازو૑ࣣಮه�ऒودਗی�داৣماززॐماتਟی�৒భغاسا঺یدراঘ࣒مایସ୍م،آ༚یدන඿ر಻ඌࣹنඵෆریودන඿رعਚیاબࡂ೰ජدୌی
اীشان،اଌنहख़ࢤوଘଐا৅جامਖ৶ی�رণید. ঴دونراঘ࣒ماਪی�୓یارز৯ده� اධ඿ر༙م،േ઼࣓ماพ়ଡࢁඟوदدردا਩ی঍࣒م੪ऩ଒عاً

൉ৎ࣫لड़඼່ود৯دوభآماده اଌنرساଔرا ज़شاوره� و ازপنابآ༚یدන඿ر඼້با৑عਚی਼ࣹࣣࡲت�دو॥ت଒زॐ࢟تॡطاૐॹه
سازیاଌنرسا৅ଘ،ଔ࡛وا૮ࣹناশ࣊جاষࢋراड़وردراঘ࣒ماਪی඼້ارداد৯د،෼لاංඖنانرادارم.

اଌنرساଔرا෼భل و ൉ৎ࣫لड़඼່ود৯د اଌنرساଔرا وداوری� ازপنابآ༚یدන඿رکا੓مධ෱౵ری଒زॐ࢟تॡطاૐॹه
ධ්روऑوص૤هड़وردୀرਉیوارزیاਟی඼້ارداد৯د،෼لพ়ࢁඟرادارم.

ازراঘ࣒ماਪی��୓یدوণتانସ୍م،ઍ࡙মوصآ༚ی಻ඌࣹنधضਚی෼لพ়ࢁඟوदدردا਩یرادارم.
భپایان،রوਗଖی�زৣمୀدণتان೯داو৯دگاران඼ෙय़و඼ෙय़با਩ی،৮دروماସభ୍موভعداز೯دا،ণتاীشਗی�঍࣒موओودग़قدس�شان
راوพ়ࢁਗඟی�঍࣒مازୀاସభ୍مଘپاسعا૑੎هໆرشاروඟ໋مایاঃیدমࡑشوओودش،భ଒اଌنໆردଌୃنروزگاران،න෤঳رଌن

௵نૼنরود.
وনیدصاد਎یاسلام

ඵෑر۱۳۹۱



وحید نام: اسلام خانوادگͬ:صادقͬ نام

روش از استفاده با همیلتونͬ سیستم�های در آشوب و نظم بررسͬ پایان�نامه: عنوان

زیرین هم�ترازی شاخص

فام اکبر جدیری اصغر علͬ دکتر و خیری حسین دکتر راهنما: استاد

حقیقت�دوست قربانعلͬ دکتر مشاور: استاد

گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

دیفرانسیل معادلات

ریاضͬ علوم دانشͺده: تبریز دانشͽاه:

١٠٧ صفحه: تعداد ١٣٩١ تابستان فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

روششاخص همیلتونͬ، سیستم آشوب، پایستار، سیستم ،ͬͺدینامی سیستم کلیدواژه�ها:

لیاپانوف نماهای تغییرات، معادلات زیرین، هم�ترازی

مͬ�شود. بیان ͬͺدینامی سیستم�های مورد در اولیه مفاهیم ابتدا پایان�نامه، این در چͺیده:
لیاپانوف نماهای و تغییرات معادلات خواص، همیلتونͬ، سیستم�های بررسͬ به سپس
نشان و توصیف آشوبناک مدارهای برای سالͬ رفتار مͬ�شود. پرداخته سیستم�ها نوع این
وابسته که آهنگͬ با مͬ�کند، میل صفر به نمایی بطور سالͬ حالت، این در مͬ�شود داده
است. SALI ∝ e−(σ1−σ2)t صورت، به σ2 و σ1 لیاپانوف، نمای دو بزرگترین تفاضل به
همیلتونͬ سیستم�های در آشوبناک و منظم حرکت تشخیصبین برای را سپسروشسالͬ
مͬ�شود. مقایسه لیاپانوف روشنماهای با روش، این و برده کار به آزادی درجه� سه و دو با



مطالب فهرست

چ مطالب فهرست

د تصاویر لیست

س مقـدمـه

١ اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بحرانͬ نقاط ١.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺدینامی سیستم و شار ٢.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حدی دور�های و حدی نقاط ٣.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انشعاب ۴.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ�سازی ۵.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته سیستم�های ۶.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپایدار و پایدار منیفلدهای ٧.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . τ-زمانͬ نگاشت�های ٨.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوانکاره مقاطع ٩.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعامد مسیرهای و منحنͬ دسته�های ١٠.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشوب ١١.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشوب تاریخچه ١٢.١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشوب نظریه ویژگͬ�های و آشوب ١٣.١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پروانه�ای اثر ١.١٣.١

چ



ح مطالب فهرست

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . پویا سازگاری یا خودسازمان�دهͬ ٢.١٣.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودشباهتͬ یا خودمانایی ٣.١٣.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عجیب جاذب ۴.١٣.١
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشوبناک رفتار تشخیص روش�های ١۴.١
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انشعاب ١.١۴.١
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه شرایط به حساسیت ٢.١۴.١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیاپانوف نمای ٣.١۴.١
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آشوب کاربرد ١۵.١

٣٨ آن�ها خواص و همیلتونͬ سیستم�های ٢
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایستار سیستم�های ١.٢
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همیلتونͬ سیستم�های ٢.٢
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال�پذیری ١.٢.٢
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺسیمپلتی ساختار ٢.٢.٢
۶٢ . . . . . . . . . . . همیلتونͬ شارهای پوانکاره�ی نگاشت�های ٣.٢.٢
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیاپانوف نماهای ۴.٢.٢
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرادیان سیستم�های ٣.٢
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییرات معادلات ۴.٢

٧۴ همیلتونͬ� سیستم�های در آشوب و نظم بررسͬ ٣
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . همیلتونͬ سیستم�های در سالͬ روش کاربرد ١.٣
٨١ . . . . . . . . . آشوبناک و منظم حرکت بین تشخیص برای سالͬ روش ٢.٣
٨۴ . . . . . . . . . . . . آشوبناک و منظم حرکت برای سالͬ روش رفتار ٣.٣
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . منظم حرکت برای سالͬ روش رفتار ١.٣.٣
٨٧ . . . . . . . . . . . . آشوبناک حرکت برای سالͬ روش رفتار ٢.٣.٣
٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . دیͽر روش�های با سالͬ روش مقایسه�ی ۴.٣
٩٣ . . . . . . . . . . لیاپانوف نمای روش با سالͬ روش مقایسه�ی ١.۴.٣
٩٣ . . . . . . . . . . . . . . ٠-١ آزمون با سالͬ روش مقایسه�ی ٢.۴.٣



خ مطالب فهرست

٩۴ . . . . . . . . . . پوانکاره مقطع سطح با سالͬ روش مقایسه�ی ٣.۴.٣

١٠٠ نتایج

١٠١ مراجع

١٠٣ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه



تصاویر لیست

٣ .R2 در مبدأ بحرانͬ نقطه برای ٣.١.١ تعریف در N ′ و N همسایͽͬ�های ١.١
۴ .R2 در مبدأ بحرانͬ نقطه برای ۶.١.١ تعریف در N ′ و N همسایͽͬ�های ٣.١
۴ .R2 در مبدأ بحرانͬ نقطه برای ۴.١.١ تعریف در N ′ و N همسایͽͬ�های ٢.١

،p ثابت نقطه�ی ناپایدار و پایدار منیفلدهای ابتدایی ͷهموکلنی تقاطع ۴.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�دهند. نشان را منیفلدها هموار خطوط

x3 = c آن�ها برای که شده�ای نمونه�برداری نقاط ،n = 3 در پوانکاره مقطع ۵.١
نمونه�برداری P3 و P1 ،P1 نقاط شده داده نشان مسیر برای .ẋ3 < 0 و

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده�اند.
نقطه�چین خطوط مختصاتمͬ�باشد، مبدا آن�ها مرکز دوایریکه تمام دسته�ی ۶.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. دوایر این بر عمود
١۴ . . . . . . . . . . . . . . آن�ها. شیب و هم بر عمود منحنͬ�های دسته ٧.١
١٧ . . . . . . . است. شده گرم پایین قسمت از که سیال جسم از لایه ͷی ٨.١

(ج) حدی؛ دور (ب) نقطه�ای؛ جاذب (الف) جاذب. مختلف نوع چهار ٩.١
٢۴ . . . . . . . . . . . . عجیب. جاذب (د) و مارپيچͬ سطحͬ جاذب

(ب) x1؛ متغیر (الف) :0 ≤ r ≤ 30 برای لورنز سیستم انشعاب نمودار ١٠.١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .x3 متغیر (ج) و x2 متغیر

را اولیه شرایط به حساسیت لورنز، سیستم برای x1(t) زمانͬ سری�های ١١.١
x1(0) = و x1(0) = x2(0) = x3(0) = 1 اولیه، شرایط مͬ�دهد. نشان

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. 1.0001, x2(0) = x3(0) = 1

د



ذ تصاویر لیست

صورت به مͬ�توان را کت نگاشت مناسب، مختصاتͬ تغییر ͷی از بعد ١٢.١
٣۵ . . . . . . . . گرفت. نظر در چنبره ͷی سطح از توری روی عملͽری،

حالت از جرم جابجایی x و فنر ثابت k جرم، m که فنر به آویزان جرم ١.٢
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. تعادل

متفاوت مقادیر و m = .1kg ،k = 200
N

m
برای همساز نوسانگر مدارهای ٢.٢

اولیه شرایط زیرا نیستند، حدی دورهای بسته مدارهای .E کل انرژی از
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . مͬ�کنند. تولید را متفاوتͬ مدارهای متفاوت
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١۵.٢.٢ مثال برای فاز تصویر ٣.٢
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١۶.٢.٢ مثال برای فاز تصویر ۴.٢

(آ)-(ب) وقتͬ (١۶.٢) سیستم برای پوانکاره مقطع سطح از تصاویری ۵.٢
.ω2 = 1 ،ω1 =

√
2 (ه)-(و) و ω2 = 3 ،ω1 = 8 (ج)-(د) ،ω2 = ω1 = 2

۵١ . . . . . . . . . . . هستند. بعدی چهار سیستم ͷی از تصاویری این�ها
۵٢ . . . . . . . . . محور. ͷی حول دوران حال در ذره�ی زاویه�ای تکانه�ی ۶.٢

،m1 = 105kg اولیه�ی: شرایط به متناظر اوربیتال مساله از پایا استوانه�ی ٨.٢
۵۴ . . . . . . . . . .ℓ = 120kgm2/s و E = 5.3× 10−7J ،m2 = 103kg

،m1 = 105kg اولیه�ی: شرایط به متناظر اوربیتال مساله از پایا چنبره�ی ٧.٢
۵۴ . . . . . . . .ℓ = 100kgm2/s و E = −1.67× 10−6J ،m2 = 103kg

m2 = ،m1 = 105kg اولیه�ی: شرایط به متناظر اوربیتال مساله از پایا سطح ٩.٢
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ℓ = 115kgm2/s و E = 0 ،103kg

و (δp, δq)ͷکوچ بی�نهایت بردار دو توسط که ͷکوچ بی�نهایت مساحت ١٠.٢
۶١ مͬ�شود. تعریف ͷی آزادی درجه�ی با همیلتونͬ سیستم�های برای ،(δṕ, δq́)
٧٠ . . . . . . . . . .۴.٣.٢ مثال گرادیان سیستم مسیرهای و بحرانͬ نقاط ١١.٢

y(t) = x(t) + که لیاپانوف، مشخصه�ی نمای بزرگترین عددی محاسبه�ی ١٢.٢
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ω(t)

٧۵ .y(t) = x(t) + ω(t) که بطوری لیاپانوف، نمای بزرگترین عددی محاسبه�ی ١.٣
انحرافͬ بردار دو و مͬ�افتد اتفاق چنبره ͷی روی حرکت منظم، مدار برای ٣.٣

٧٧ . . . . . . . . . مͬ�شوند. مماس چنبره به مختلف جهت�های در اولیه



ر تصاویر لیست

هم�راستا به میل متفاوت، اولیه�ی انحرافͬ بردار دو آشوبناک مدار�های برای ٢.٣
٧٧ مͬ�شود. تعریف لیاپانوف نمای بزرگترین توسط که دارند جهتͬ در شدن

px = ،y = −0.25 ،x = 0 آشوبناک: مدار برای سالͬ وضعیت عملͽر ۵.٣
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . هنون-هیلز. سیستم از py = 0 ،0.42081

،px = 0.49058 ،y = 0.1 ،x = 0 منظم: مدار برای سالͬ وضعیت عملͽر ۴.٣
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هنون-هیلز. سیستم از py = 0

،z = 0 ،y = 0 ،x = −0.07310 آشوبناک: مدار برای وضعیتسالͬ عملͽر ٧.٣
٨٢ . . . . . . . .(۴.٣) سیستم از pz = 0.06760 ،py = 0 ،px = 0.07695

،y = 0.05060 ،x = 0.01054 منظم: مدار برای سالͬ وضعیت عملͽر ۶.٣
٨٢ . . . . . . . .(۴.٣) سیستم از pz = 0.11906 ،py = 0 ،px = 0 ،z = 0

px = ،y = −0.25 ،x = 0 آشوبناک: مدار برای سالͬ وضعیت عملͽر ٨.٣
از متفاوت که انحرافͬ بردارهای با ،(٣.٣) سیستم از py = 0 ،0.42081

٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. ۵.٣ شͺل انحرافͬ بردارهای
مدار برای سالͬ، وضعیت عملͽر (ب) و لیاپانوف نماهای نمودار (آ) ٩.٣
سیستم از py = 0 ،px = 0.49974 ،y = −0.01597 ،x = 0 آشوبناک:

٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(٣.٣)
مدار برای سالͬ، وضعیت عملͽر (ب) و لیاپانوف نماهای نمودار (آ) ١٠.٣
،py = 0 ،px = 0.07695 ،z = 0 ،y = 0 ،x = −0.07310 آشوبناک:

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(۴.٣) سیستم از pz = 0.06760

شرایط با اولیه انحرافͬ بردار از a4 ،a3 ،a2 ،a1 ضرایب: وضعیت عملͽر ١١.٣
خط a1 (آ) .(٩.٣) معادله�ی از a4 = 1 ،a3 = 0 ،a2 = 1 ،a1 = 1 اولیه�ی:
لͽاریتمͬ. مقیاس با آبی خط a4 و قرمز خط a3 (ب) قرمز؛ خط a2 و آبی
زیر اولیه�ی شرایط دارای شده، استفاده همیلتونͬ(١٠.٣) تابع از که مداری

٨٧ . . . . . . . . . . . .py = 1.99416 ،px = 0 ،y = 0 ،x = −0.6 است:
نمودار (ج) و لیاپانوف نماهای نمودار (ب) سالͬ؛ وضعیت عملͽر (آ) ١٢.٣
،y = −0.25 ،x = 0 آشوبناک: مدار برای ،σ1 = 0.047 ازای به e−σ1t تابع

٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . سیستم(٣.٣). از py = 0 ،px = 0.42081



ز تصاویر لیست

نمودار (ج) و لیاپانوف نماهای نمودار (ب) سالͬ؛ وضعیت عملͽر (آ) ١٣.٣
آشوبناک: مدار برای ،σ2 = 0.0005 و σ1 = 0.0107 ازای به e−(σ1−σ2)tتابع
pz = 0.06760 ،py = 0 ،px = 0.07695 ،z = 0 ،y = 0 ،x = −0.07310

٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیستم(٣.۴). از
هنون- برایسیستم پوانکاره مقطع سطح از دو-بعدی و سه-بعدی تصاویر ١۴.٣

٩۵ . . . . . . . است. برابر 0.041466 با حالت این در انرژی سطح که هیلز
اولیه�ی شرایط با همیلتونͬ(٣.٣) سیستم برای پوانکاره قاطع صفحه�ی ١۵.٣

٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متفاوت.
سیستم(٣.۴) برای پوانکاره مقطع سطح از دو-بعدی و سه-بعدی تصاویر ١۶.٣

٩٧ . . . . . . . . . است. برابر 0.010165 با حالت این در انرژی سطح که
اولیه�ی شرایط با (۴.٣) همیلتونͬ سیستم برای پوانکاره مقطع صفحه�ی ١٧.٣

٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متفاوت.



پژوهش پیشینه و مقدمـه

شرح زمان گذشت با فاز فضای در را نقطه موقعیتهر استکه معینͬ قانون ،ͬͺدینامی سیستم
ͬͺدینامی سیستم ͷی صورت به کاربردی، مساله ͷی مدل که صورتͬ در بنابراین، مͬ�دهد.
در را آن وضعیت مͬ�توان خاص، لحظه ͷی در متحرک وضعیت دانستن و آن حل با باشد،
رو، این از آورد. دست به آن مورد در را اطلاعات کل و کرد پیش�بینͬ بعد و قبل لحظه�های

است. برخوردار ویژه�ای اهمیت از ͬͺدینامی سیستم�های کیفͬ رفتار درک
شͺل به خودگردان ͬͺدینامی سیستم ͷی

ẋ(t) = F (x(t)) (١)

نخواهد آشوبناک رفتار باشد، خطͬ یا و بعدی دو (١) سیستم که صورتͬ در مͬ�شود. بیان
بوده بیشتر یا بعدی سه که مͬ�شود حاصل سیستم��هایی در فقط آشوب پدیده بنابراین داشت.�
هستند آشوبناک یا منظم ͬͺدینامی سیستم ͷی مدارهای آیا این�که دانستن باشند. خطͬ غیر و
تشخیص برای زیادی روش�های اخیر، سال�های در است. اساسͬ سیستم رفتار درک برای

است. شده ارائه ͬͺدینامی سیستم�های بودن آشوبناک یا منظم
لیاپانوف نمای محاسبه�ی شده، استفاده منظور این برای که معمولͬ و معروف روش
١ همͺارانش و بنتین است. آشوبناک مدار باشد σ1 > 0 اگر است. σ1 ماکزیمال مشخصه�ی
الͽوریتم ͷی و بررسͬ را لیاپانوف مشخصه�ی� نماهای همه�ی محاسبه�ی مساله�ی نظری بطور

.[۵] کردند ارائه آن�ها محاسبه�ی برای
٢ زیرین(سالͬ) هم�ترازی شاخص روش شده، استفاده منظور این برای که دیͽر روش
برای و شده معرفͬ چͬ.اسͺͺس٣ توسط میلادی 2001 سال در بار نخستین روشسالͬ است.

١Benettin
٢Smaller Alignment Index
٣Ch.Scoks

س



ش

و چهاربعدی بعدی، دو ͷسیمپلتی نگاشت�های در مدارها، آشوبناک و منظم تشخیصحرکت
.[٢۴ است[٢٢، شده برده کار به بعدی شش

در بار اولین برای که هستند ͬͺدینامی سیستم�های از خاصͬ کلاس همیلتونͬ های سیستم�
به اصل این که شدند، ناشͬ همیلتون اصل بنام اصلͬ ͷی از و شدند مطرح ͷکلاسی ͷفیزی
زمانͬ فاصله ͷی در ͬͺدینامی یͷسیستم که ممͺن مسیرهای همه�ی بین از است: زیر صورت
باشد داشته را زمانͬ فاصله�ی کوتاهترین که مͬ�شود انتخاب مسیری کند، طͬ مͬ�تواند معین

.[٧ ،١]
آن در و است فصل سه شامل است، شده تنظیم [٢٣] مرجع اساس بر که پایان�نامه این
سیستم�ها این در آشوبناک و منظم تشخیصحرکت و همیلتونͬ خواصسیستم�های بررسͬ به
لیاپانوف نماهای و زیرین هم�ترازی شاخص روش از استفاده با سه) و دو آزادی درجه�ی (از

مͬ�شود. پرداخته
بحرانͬ، نقطه قبیل از پیوسته ͬͺدینامی سیستم�های مورد در اولیه مفاهیم ابتدا اول، فصل در
تشخیصآشوب روش�های برخͬ آشوب، حدی، دور حدی، نقطه شار، بحرانͬ، نقطه پایداری
داده تعمیم گسسته ͬͺدینامی سیستم�های به شده ذکر مطالب سپس، است. شده بیان غیره و

است. شده
از آن�ها خواص و همیلتونͬ سیستم�های پایستار، سیستم�های تعریف از پس دوم، فصل در
نحوه�ی و همیلتونͬ شارهای پوانکاره�ی نگاشت�های ،ͬͺسیمپلتی ساختار انتگرال�پذیری، قبیل
و همیلتونͬ سیستم�های ارتباط سپس، است. شده بیان سیستم�ها این لیاپانوف نماهای تعیین

است. شده بررسͬ همیلتونͬ سیستم�های تغییرات معادلات و بیان گرادیان سیستم�های
ترتیب به همیلتونͬ سیستم دو برای روش این سالͬ، روش شرح از پس سوم، فصل در
توضیح آشوبناک و منظم حرکت برای آن رفتار و شده برده کار به سه و دو آزادی درجه�ی از
آن�ها بین مقایسه�ی و بررسͬ لیاپانوف نمای روش با روش این رابطه�ی سپس، است. شده داده

است. گرفته صورت
دلیل به است. شده نوشته Maple12 نرم�افزار با لازم برنامه�های همه که است ذکر به لازم
شده ضمیمه CDͷی در شود، پیوست پایان�نامه آخر در اینکه جای به برنامه�ها، این زیاد حجم

است. شده استفاده رانگ-کوتا۴ روش از عددی شبیه�سازی�های در همچنین، است.

۴Runge-Kutta



١ فصل

اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های

است. شده نگاشته ریاضͬ زبان به طبیعت کتاب

(١٨-١٧٨١۴٠) گالیله

سیستم برای که وضعیت�هایی از است کاملͬ مجموعه�ی n-بعدی یͷسیستم برای فاز فضای

فازی فضای ممͺن مسیرهای همه�ی از مجموعه�ای ͬͺدینامی یͷسیستم بیفتد. اتفاق مͬ�تواند

چنین کرد. تعیین را سیستم آینده�ی وضعیت مͬ�توان فعلͬ وضعیت دانستن با آن در و است

معمول بطور سیستم�هایگسسته باشند. پیوسته یا گسسته زمان به نسبت مͬ�توانند سیستم�هایی

صورت به تکراری نگاشت با

xn+1 = f(xn),

دیفرانسیل معادله�ی توسط معمول بطور پیوسته سیستم�های که حالͬ در مͬ�شوند، توصیف

صورت به

ẋ =
dx

dt
= F (x),

برای مشابه روندی با است برقرار پیوسته سیستم�های برای آنچه بیشتر مͬ�شوند. توصیف

را پیوسته سیستم که است مطلوب اغلب واقع در مͬ�شود. برده کار به گسسته سیستم�های

تبدیل گسسته سیستم صورت به τ-زمانͬ نگاشت�های یا پوانکاره نگاشت�های از استفاده با

نمایش حالت این در زیرا مͬ�شوند، مواجه بالاتر بعد با سیستم�های با که وقتͬ ویژه به کنند،

مͬ�آید. بدست مسیرها از بهتری



٢ اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های .١ فصل

بحرانͬ نقاط ١.١

صورت به سیستم�هایی .١.١.١ تعریف

ẋ = X(x), x ∈ D ⊆ Rn, (١.١)

X(x) تابع در صریح طور به و بوده چپ سمت در dt دیفرانسیل در فقط t مستقل متغیر که

مͬ�شود. نامیده خودگردان یͷسیستم نمͬ�گردد، ظاهر راست سمت در

کردن پیدا خودگردان، ͬͺدینامی سیستم ͷی کیفͬ رفتار درک برای روش�ها بهترین از ͬͺی

است. نقاط این ͬͽهمسای در سیستم رفتار بررسͬ و خاصسیستم نقاط برخͬ

تعادل، (نقطه بحرانͬ یͷنقطه بͽیرید. نظر در را (١.١) خودگردان سیستم .٢.١.١ تعریف

از جواب ͷی اگر مͬ�کند. صدق ẋ = X(x) = 0 معادله در که است نقطه�ای ثابت)، نقطه

مͬ�ماند. باقͬ آنجا در همیشه برای شود، شروع نقطه این

و است برخوردار خاصͬ اهميت از ͬͺدینامی سیستم�های رفتار بررسͬ در بحرانͬ نقاط

ͬͽهمسای در (١.١) سیستم جواب رفتار كرد. درک را سيستم تحول نحوه مͬ�توان آن براساس

خنثͬ پایدار پایدار، مجانبی طور به حالت سه از ͬͺی صورت به فقط و فقط بحرانͬ، نقطه هر

است. ناپایدار و

x0 از N ͬͽهمسای هر برای هرگاه گویند پایدار را (١.١) از x0 بحرانͬ نقطه .٣.١.١ تعریف

وارد که مسیری هر که طوری به باشد داشته وجود x0 از N ′ ⊆ N کوچ�ͷتر ͬͽهمسای ͷی

ببینید. را ١.١ شͺل بماند. باقͬ N در ،tافزایش با مͬ�شود، N ′

هرگاه گویند پایدار مجانبی طور به را (١.١) از x0 بحرانͬ نقطه .۴.١.١ تعریف

باشد؛ پایدار .١

با مͬ�شود N وارد که مسیری هر که طوری به باشد داشته وجود x0 از N ͬͽهمسای ͷی .٢

کند. میل x0 به ،tافزایش



٣ اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های .١ فصل

N

N ′

.R2 در مبدأ بحرانͬ نقطه برای ٣.١.١ تعریف در N ′ و N همسایͽͬ�های :١.١ شͺل

به باشد، x0 ͬͺنزدی در کافͬ اندازه به اگر مسیری هر پایداری، تعریف در که کنید توجه

زیرا است؛ پایداری از قوی�تر مجانبی، پایداری اما مͬ�ماند. باقͬ آن ͬͺنزدی در دلخواه اندازه

شود. ͷنزدی x0 به کافͬ اندازه به مسیری هر ،tافزایش با که مͬ�کند ایجاب پایداری بر علاوه

است. شده داده نشان ٢.١ شͺل در خاصیت، این

طور به اما باشد پایدار هرگاه گویند خنثͬ پایدار را (١.١) از x0 بحرانͬ نقطه .۵.١.١ تعریف

نباشد. پایدار مجانبی

نباشد. پایدار هرگاه گویند ناپایدار را (١.١) از x0 بحرانͬ نقطه .۶.١.١ تعریف

هر برای که طوری به دارد وجود x0 بحرانͬ نقطه از N ͬͽهمسای ͷی دیͽر، عبارت به

نمͬ�ماند. باقͬ N در ولͬ Nمͬ�شود ′ وارد که دارد وجود یͷمسیر حداقل ،N ′ ⊆ N ͬͽهمسای

ببینید. را ٣.١ شͺل

ͬͺدینامی سیستم و شار ٢.١

اولیه مقدار مساله

ẋ = X(x), x(0) = x0 (٢.١)

بͽیرید. نظر در را



۴ اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های .١ فصل

N

N ′

در N ′ و N همسایͽͬ�های :٣.١ شͺل
در مبدأ بحرانͬ نقطه برای ۶.١.١ تعریف

.R2

N

N ′

در N ′ و N همسایͽͬ�های :٢.١ شͺل
در مبدأ بحرانͬ نقطه برای ۴.١.١ تعریف

.R2

ϕ(t, x0) ،x0 ∈ D ازای به اگر باشد. X ∈ C1(D) و D ⊆ Rn کنید فرض .١.٢.١ تعریف

،t ∈ R هر ازای به صورت، این در باشد، I بازه�ی روی (٢.١) اولیه مقدار مساله جواب

مͬ�شوند، تعریف ϕt(x0) = ϕ(t, x0) صورت به که ϕt : D → D نگاشت�های از مجموعه�ای

مͬ�شوند. نامیده ẋ = X(x) سیستم شار١

ϕt شار ویژگͬ�های

است. زیر ویژگͬ�های دارای مͬ�نگارد، ϕt(x0) نقطه به را x0 ∈ D هر که ϕt تابع

ϕ0(x)؛ = x .١

ϕs+t(x)؛ = ϕs(ϕt(x)) ،t, s ∈ R هر ازای به .٢

.ϕ−1
t = ϕ−t ،t ∈ R هر ازای به .٣

که طوری به است شده تعریف x ∈ D و t ∈ R ازای به که است ϕt(x) تابع ،ͬͺدینامی سیستم

به را ͬͺدینامی سیستم مͬ�توان حال مͬ�کند. توصیف زمان به نسبت را x ∈ D نقاط موقعیت

کرد. تعریف دقیق صورت به ریاضͬ زبان

است ϕt : D → D پیوسته مشتق�پذیر نگاشت ،D روی ͬͺدینامی یͷسیستم تعریف٢.٢.١.

مͬ�کند. صدق شار ویژگͬ�های در که طوری به
١Flow



۵ اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های .١ فصل

حدی دور�های و حدی نقاط ٣.١

هستند. توجه مورد خواصموضعͬ از بیشتر خیلͬ مسیرها کلͬ خواص مسایل، از بسیاری در

بیان فاز صفحه از وسیعͬ محدوده در را مسیرها رفتار که هستند خواصͬ مسیرها، خواصکلͬ

مͬ�تواند که راه�هایی از ͬͺی یافت. خواصدست این به مͬ�توان مشͺل خیلͬ عموماً و مͬ�کنند

دارای ،ẋ = X(x) غیرخطͬ سیستم آیا کنیم بررسͬ که است این برساند، هدف این به را ما

مسیرهای یافتن به ،ẋ = X(x) سیستم متناوب جواب�های جستجوی خیر؟ یا است بسته مسیر

اگر فقط و اگر است بسته مسیرهای دارای خطͬ سیستم ͷی که مͬ�دانیم مͬ�شود. منجر بسته

دارای مͬ�تواند غیرخطͬ سیستم ͷی باشند. محض موهومͬ آن، ضرایب ماتریس ویژه مقادیر

دیͽری بسته مسیرهای بسته، مسیر این ͬͺنزدی در که مفهوم بدین باشد. منفرد بسته مسیر ͷی

نباشند. واقع

صورت، این در باشد. ϕt شار از فاز تصویر در نقطه�ای x کنید فرض .١.٣.١ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود {tn} دنباله هرگاه گویند x حد (−w) −α را y نقطه •

باشد. برقرار lim
n→∞

ϕtn(x) = y رابطه ،(tn → +∞) tn → −∞ وقتͬ

با و گویند x حد (−w) −α مجموعه را هستند x حد (−w) −α که نقاطͬ مجموعه •

مͬ�دهند. نشان (Lw(x)) Lα(x)

برخͬ برای و نباشد بحرانͬ نقطه شامل هرگاه گویند حدی دور را ℓ بسته مدار تعریف٢.٣.١.

را منفرد متناوب مسیر هر عبارتͬ، به باشد. ℓ ⊂ Lα(x) یا ℓ ⊂ Lw(x) نیستند، ℓ در که xهایی

مͬ�نامند. حدی دور

صورت، این در باشد. حدی دور ͷی ℓ کنید فرض .٣.٣.١ تعریف

عبارت به باشد. Lw(x) = ℓ آن، از ͬͽهمسایͷی در هرگاه است پایدار حدی یͷدور ℓ •

شوند. جذب آن طرف به مسیرها ،ℓ از ͬͽهمسای ͷی در دیͽر،

به باشد. Lα(x) = ℓ آن، از ͬͽهمسای ͷی در هرگاه است ناپایدار حدی دور ͷی ℓ •

شوند. دور آن از مسیرها ،ℓ از ͬͽهمسای ͷی در دیͽر، عبارت


