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 چكيده
كاربرد جالبي از تبديل لاپلاس را در محاسبه انتگرال ها بيان مي كنيم. قضاياي مقدماتي در  ،در فصل اول از اين رساله

توابع با استفاده از قضايايي تبديل لاپلاس برخي از ده اند. همچنين در اين فصل، وارون بخش دوم از اين فصل اثبات گردي

در ادامه، جواب برخي از معادلات  مي شوند.ويدر، تيچ مارچ و .  .  . و با استفاده از نمايش انتگرالي محاسبه  –همچون پست 

و وارون هاي مختلف آن و حل معادلات انتگرال  ليسياشت ، تبديلآنگاهانتگرال منفرد از مرتبه كسري را پيدا مي كنيم و 

ويدر در دو بعد و تبديل لاپلاس  –. در فصل دوم، قضيه پست را بررسي مي كنيم اشتيليسمنفرد با استفاده از وارون تبديل 

ي از قضاياي فصل بعدي و كاربردهاي آنها در محاسبه انتگرال ها مورد بررسي قرار گرفته است. قضاياي اين فصل، تعميم دو

در فصل سوم، جواب تحليلي برخي از معادلات ديفرانسيل معمولي از مرتبه كسري و معادلات تاخيري كسري  اول مي باشد.

را جستجو كرده ايم. دستگاه هاي معادلات ديفرانسيل كسري هم در اين فصل مورد مطالعه قرار گرفته اند. چندين روش 

از اهميت بيشتري قالات مختلف پيشنهاد شده است كه از بين آنها تبديل لاپلاس در م كسري براي حل معادلات خطي

. هدف اين فصل، استفاده از تبديل لاپلاس براي نمايش جواب دستگاه هاي ديناميكي كسري است. همان برخوردار است

زيك دارند. همچنين توجيه طور كه مي دانيم، دستگاه هاي ديناميكي معمولي، كاربردهاي فراواني در علوم مهندسي و في

معادلات  توضيح ،برخي از اين دستگاه ها و معادلات، با توجه به قوانين فيزيكي موجود امكان پذير است. در اين فصل، هدف

 استفادهبا جواب دقيق در حالت كسري با جواب دقيق در حالت معمولي مقايسه و دستگاه هاي معمولي در حالت كسري و 

بسياري از پديده ها در طبيعت به  زيرا ،. معادلات خطي كسري به دلايل زيادي مورد توجه هستندباشد ميجواب  نمودار زا

، معادله شده گرفته در نظركه در اين فصل  كسري صورت معادلات خطي فرمول بندي مي شوند. از جمله معادلات خطي

حل معادلات كسري تاخيري مي باشد. در فصل ارتعاش نخ و معادله فنر مي باشد. يكي از نكات برجسته در اين فصل، 

  لفلر –معادله موج و گرما و شارش را بر حسب تابع ميتگ  قبيلچهارم، جواب دقيق معادلات با مشتقات جزيي كسري از 
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، معادلاتي را با استفاده از قضاياي فصل اول از جمله قضيه فصل چهارمدست آورده ايم. همچنين در يكي از قسمت هاي به 

فوريه و لاپلاس براي به دست آوردن  يلاتن فصل، به كار بستن هم زمان تبدتيچ مارچ حل كرده ايم. از نكات برجسته در اي

 ر جا لازم بوده، با ارائه نمودارها، جواب ها را نمايش داده ايم.جواب تحليلي معادلات جزيي كسري مي باشد. ه
  

معادله با مشتقات جزيي كسري، مشتق كسري كاپوتو، تبديل لاپلاس، تبديل حساب كسري،  :ها و عبارات كليد واژه

 فوريه، معادلات انتگرال.
 

 

 ث



Abstract 
In the first chapter of this thesis, we describe some interesting applications of the Laplace 

transform in computational of integrals. Basic theorems are proved in the second part of this 
chapter. Also in this chapter, the Laplace transform inverse of some functions are calculated 
using the theorems such as Post-Widder, Titchmarsh,  . . . and integral representation. In going 
on, we find the solution of some singular integral equations of fractional order, then we study 
the Stieltjes transform and its various inversions and solving singular integral equations using 
the Stieltjes transform inversion. In the second chapter, the Post-Widder theorem in two 
dimensions and two-dimensional Laplace transform and their applications in computational of 
integrals have been shown. Theorems of this chapter are a generalization of theorems of first 
chapter. In the third chapter, we survey the analytical solution of some ordinary differential 
equations of fractional order and fractional delay equation. Fractional differential equation 
systems have been studied in this chapter. Several methods for solving fractional linear 
equations have been proposed in various papers, that among them, the Laplace transform is 
more important. The purpose of this chapter is to use of the Laplace transform for 
representation of solving fractional dynamical systems. As we know, the typical dynamical 
systems have many applications in engineering and physics. Also, justification for some of these 
systems and equations according to physical laws is possible. In this chapter, the goal is to 
explain ordinary equations and systems in fractional case and comparison exact solution in 
fractional case with exact solution in normal case using charts. Fractional linear equations are 
considered for many reasons, because many phenomena in nature are formulated as linear 
equations. Among fractional linear equations considered in this chapter, are vibrating string 
equation and spring equation. Solving fractional delay equations is one of the highlight points 
of this chapter. In the fourth chapter, we obtain exact equation of fractional partial differential 
equations such as wave/heat/diffusion equations in terms of Mittag-Leffler function 
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In some parts of chapter four, we have solved the equations using first chapter's theorems such 
as Titchmarsh theorem. Highlight of this chapter is simultaneous applying of joint Fourier-
Laplace transform to obtain analytical solution of fractional partial equations. Wherever is 
necessary, we represent the solutions with plotting. 

 
Key Words and Phrases: Fractional calculus, Fractional partial differential equations, 

Caputo fractional derivative, Laplace transform, Fourier transform, Integral equations.   

 

 
ج  



 ليست تصاوير
1-2 .......................................................................................................................................................................................................... 42 

2-2 .......................................................................................................................................................................................................... 43 

3-2 .......................................................................................................................................................................................................... 44 

1-3 .......................................................................................................................................................................................................... 47 

2-3 .......................................................................................................................................................................................................... 50 

3-3 .......................................................................................................................................................................................................... 52 

4-3 .......................................................................................................................................................................................................... 53 

5-3 .......................................................................................................................................................................................................... 54 

6-3 .......................................................................................................................................................................................................... 55 

7-3 .......................................................................................................................................................................................................... 56 

8-3 .......................................................................................................................................................................................................... 57 

9-3 .......................................................................................................................................................................................................... 58 

10-3 ....................................................................................................................................................................................................... 60 

11-3 ....................................................................................................................................................................................................... 60 

12-3 ....................................................................................................................................................................................................... 67 

13-3 ....................................................................................................................................................................................................... 67 

1-4 .......................................................................................................................................................................................................... 70 

2-4 .......................................................................................................................................................................................................... 72 

3-4 .......................................................................................................................................................................................................... 75 

4-4 .......................................................................................................................................................................................................... 76 

5-4 .......................................................................................................................................................................................................... 80 

6-4 .......................................................................................................................................................................................................... 80 

7-4 .......................................................................................................................................................................................................... 80 

8-4 .......................................................................................................................................................................................................... 80 

9-4 ........................................................................................................................................................................................................ 100 

چ  
 



شكر ت ر و  دي  تق
 

همچنين به ياري او توانسته ام اين دوره تحصيلي را سپري نمايم. سپاس گزارم كه  قادر و متعال راخداوند 

هم به لحاظ علمي و هم كه زحمت هاي فراواني به خاطر آقاي دكتر آرمان عقيلي استاد عزيز و بزرگوارم  از

به در اين جا لازم مي دانم از اساتيد داور پايان نامه براي من متحمل شده اند، كمال تشكر را دارم. معنوي 

 نمايم.   خاطر حضورشان در جلسه، قدرداني
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 فصل اول تبدیل لاپلاس تک بعدی و کاربردهای آن

 

۱ 
 

 مقدمه

 معادلات ديفرانسيل (معمولي يا جزيي) ابزار تحليلي پديده هاي طبيعي در علومي كه نيازمند مدل سازي و تحليل اند، مي باشند. بسياري از

پديده ها براي سادگي تحليل آنها، به صورت خطي مدل بندي مي شوند. در اين صورت با استفاده از روش هاي تحليلي همانند تبديل لاپلاس، 

اين دستگاه فوريه و ملين .  .  . مي توانيم جواب اين گونه معادلات خطي را بيابيم. يكي از اين معادلات، معادله ديفرانسيل تاخيري مي باشد. در 

مات ها، شخص كنترل كننده، وضعيت دستگاه را مي بيند و تنظيمات لازم براي دستگاه را براساس مشاهدات خود انجام مي دهد. چون اين تنظي

قتصاد، هرگز نمي توانند بلافاصله انجام شوند، لذا يك تاخير بين مشاهده و اقدام كنترلي پيدا مي شود. چنين دستگاه هايي در علوم بيولوژي و ا

 فراوان ديده مي شوند. معادلات ديفرانسيل تاخيري كه در قرن هجدهم براي اولين بار توسط لاپلاس معرفي شد، براي توصيف دستگاه هاي

ديناميكي با تاخير زماني استفاده مي شوند. اين قبيل معادلات بيشتر در طبيعت و مسائل كنترل تكنولوژيكي ظاهر مي شوند. شكل كلي اين 

 معادلات به صورت زير مي باشد:

( ) ( , ( ) , ( ) ).x t f t x t x t τ′ = − 

ا مورد مطالعه قرار دادند. همين كار را دنگ و سايرين پايداري دستگاه هاي كسري تك بعدي با عقب افتادگي زماني ر ]46[اخيرا چِن و مور 

دستگاه چِن مرتبه كسري با تاخير زماني زير را  ]44[براي دستگاه هاي معادلات كسري با تاخير زماني چندگانه انجام دادند. گجي و ديگران  ]47[

 مطالعه كرده اند:
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D z t x t y t b z t
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 = − −


= − − − +
 = − −

 

 تاخيري كسري غير خطي به صورت زير را با استفاده از روش عددي بررسي كرده اند؛ معادلات ]45[بالكار و گجي 

0 ( ) ( , ( ) , ( ) ).tD y t f t y t y tα τ= − 

آنها همچنين جواب دستگاه معادلات تاخيري كسري را با همين روش عددي تخمين زده اند. جواب دقيق دستگاه معادلات تاخيري كسري با 

 يز به دست مي آيد كه در اين رساله به آن پرداخته ايم. استفاده از تبديل لاپلاس و جبر خطي ن

اما هميشه وقايع فيزيكي به صورت خطي واقع نمي شوند. در طبيعت، پديده هايي موجودند كه با استفاده از مدل بندي غير خطي بيان مي 

سيت نشان مي دهند. يكي از اين پديده ها، وضعيت شوند. يكي از پديده ها، پديده آشوب مي باشد. پديده هاي آشوبي، به كوچك ترين تغيير حسا

 مي باشد. شكل كلي اين دستگاه به صورت معادله ماتريسي زير است؛ ]35[آب و هوايي است. يكي از دستگاه هاي آشوبي، دستگاه چن 

( ) 0 ( ) 0 0 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
( ) 0 0 ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( )

x t a a x t a a x t
y t c a c y t x t z t c a c x t y t
z t b z t x t y t x t b z t

′ − −           
           ′ = − + − = − −           

′           − −           

 

 ي عددي تحليل كردند؛اين دستگاه را براي اولين بار با مرتبه كسري با يك الگو ]37[لي و پِنگ 
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1وقتي كه  2 30 , , 1α α α< )3و  ≥ , , )a b c ∈ با  ]62[يك كاربرد از دستگاه چن را يافتند. وانگ و سايرين  ]36[. فلاحي و ديگران

آشفتگي را در دستگاه  ]39[رد تجزيه و تحليل قرار دادند. لي و چِن استفاده از يك الگوي گسترش يافته عددي و تبديل لاپلاس اين دستگاه را مو

چن مرتبه كسري بررسي كردند. اما اين دستگاه با روشي كه تلفيقي از اغتشاش هموتوپي و  تبديل لاپلاس مي باشد، نيز قابل بررسي است كه 

 اين روش را در اين رساله توضيح داده ايم.

زمان هاي طولاني در زمينه هاي گوناگون، مطالعه شده و توسط روش هاي مختلفي از جمله روش جداسازي معادلات موج، گرما و شارش در 

يك مساله نوع كشي براي معادله  ]63[متغيرها، تابع گرين، تبديل انتگرالي، روش هاي تقريبي، روش تفاضل متناهي حل شده اند. فوجيتا 

 ديفرانسيل جزيي كسري 

0 0( )( , ) ( )( , ) (1 2 , 1 2),t xD u x t D u x tα β α β= ≤ ≤ ≤ ≤ 

0كه در آن  xD uβ  ليوويل متناظر با  –مشتق جزيي كسري ريمانx  مي باشد، در نظر گرفت. او وجود و يكتايي يك جواب( , )u x t  و

0ك معادله شارش كسري را با جواب ضمني براي ي ]65[نمايش براي چنين جوابي را ثابت كرد. اشنايدر و ويس   1α< در نيم صفحه  ≥

1nD − += ×   1با مرز {0}nD −∂ = ×  چند معادله شارش كسري از  ]66[و با شرايط مرزي خاص به دست آوردند. دي آريِتا و كالا

 مساله كشي زير را بررسي كرد؛  ]67[ين مورد بحث قرار دادند. كوچوبيِ اشنايدر را توسط تبديل لاپلاس و تبديل مل -نوع ويس 

( )( )( , ) ( , ) (0 1 , , 0 ),C n
tD u x t L u x t x t Tα α= < < ∈ < ≤ 

( , ) ( ),u x t f x= 

)هنگامي كه  )C
tD uα  مشتق كسري جزيي منظم كاپوتو متناظر باt تعريف شده به صورت 

( )

0

1 ( , ) ( ,0)( )( , ) ,
(1 ) ( )

tC
t

u x s ds u xD u x t
t t s t

α
α αα

 ∂
= − Γ − ∂ − 

∫ 

 متغير به صورت زير مي باشد؛ n، عملگر ديفرانسيل بيضوي مرتبه دوم با Lدر ضمن 

,
.

k j k

k j k
k j kk j k

L a a a
x x x

+∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂∑ ∑ 

 جواب يك معادله به شكل زير را يافت: ]68 ,  69  ,70[مايناردي 

(1 0)−                                  
2

2
0 2

( , )( )( , ) ( 0 , 0),C
t

u x tD u x t
x

α λ α λ∂
= > >

∂
 

xكه در آن  ∈ ،0t 0و  < 2α< 0و  ≥
C

tD uα  مشتق كسري كاپوتو بر حسبt زير را تحقيق  اوليه مي باشد. او همچنين مساله با شرط

 كرد؛ 
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2
2

0 2

( , )( )( , ) ( , 0 1 , 0),C
t

u x tD u x t x t
x

α λ α∂
= ∈ < < >

∂
 

( ,0) ( ) , lim ( , ) 0.
x

u x f x u x t
→±∞

= = 

ل مايناردي با استفاده از روش پيشنهاد شده توسط اشنايدر و استفاده از تبديل لاپلاس و تبديل فوريه، جواب مساله بالا را بر حسب انتگرا

1)ز روشي مشابه براي يافتن جواب مساله نوع كشي با معادله ا ]4[لفلر و تابع رايت نوشت. پدلوبني  –تابع ميتگ   اوليهو شرايط  −(0

1
0 | |

( )( , ) ( ) , lim ( , ) 0,
0t x

D u x t f x u x t
t

α −

→∞
= =

=
 

 معادله شارش   ]71[اشنايدر استفاده كرد. گورنِفلو و مايناردي  –و همچنين معادله از نوع ويس 

2

0 2

( , )( )( , ) ( ( , ) , 0 2),C
t

u x tD u x t x t
x

α α++∂
= ∈ < ≤

∂
 

)}2را در ربع صفحه  , ) ; 0 , 0}x t x t++ = ∈ > >  اوليه، با شرايط مرزي و  

( ,0) 0 , (0, ) ( ) ( 0),u x u t t tφ= = ≥ 

0براي  1α<  اوليهو با شرايط مرزي و  ≥

( ,0) (0, )( ,0) 0 , ( ) ( 0),u x u tu x t t
t t

ψ∂ ∂
= = = ≥

∂ ∂
 

1براي  2α< مستقيم و معكوس براي به دست آوردن جواب مساله از تبديل لاپلاس  ]72[با استفاده از تبديل لاپلاس حل كردند. آگراوال  ≥

معادله شبه شارش با مشتق كسري جزيي كاپوتو  ]73[كشي براي معادله ديفرانسيل كسري جزيي از مرتبه چهار استفاده كرد. چِچكين و ديگران 

 واب ضمني مساله كشي زير به كار بردند؛ تبديل فوريه و لاپلاس را براي يافتن ج ]74[از مرتبه توزيعي را حل نمودند. كيلباس و سايرين 

0( )( , ) ( )( , ) ( , 0 , 0 1 , 0 , \{0}),C
t xD u x t D u x t x tα βλ α β λ−∞= ∈ > < < > ∈  

( ,0 ) ( ) , lim ( , ) 0,
x

u x g x u x t+

→±∞
= = 

0tبا مشتق كسري كاپوتو بر حسب  >  

0 0

1 ( , ) ( ,0)( )( , ) ,
(1 ) ( )

tC
t

u x u xD u x t d
t t

α
α

τ τ
α τ

∂ −
=
Γ − ∂ −∫ 

xليوويل بر حسب  –و مشتق كسري ريمان  ∈  

[ ] 1
{ }

1 ( , )( )( , ) ( ) ,
(1 { }) ( )

x

x
u tD u x t d

x x
β β

β

τ τ
β τ

+
−∞ −∞

∂
=
Γ − ∂ −∫ 

]كه در آن  ]β جزء صحيح ،β  و{ } [ ]β β β= از چنين روشي براي ساختن جواب ضمني از مساله نوع كشي  ]75[. كيلباس و سايرين −

 زير استفاده كردند؛
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0( )( , ) ( )( , ) ( , 0 , 0 1 , 0 , \{0}),t xD u x t D u x t x tα βλ α β λ−∞= ∈ > < ≤ > ∈  

1
0( )( ,0 ) ( ) , lim ( , ) 0.t x
D u x g x u x tα − +

→±∞
= = 

عادلات ديفرانسيل جزيي از مرتبه كسري در مدل بندي تعدادي از فرآيندهاي فيزيكي مورد استفاده قرار گرفته است. جواب هاي معادلات م

چند  ]41[مورد مطالعه قرار گرفته اند. پوروهيت و كالا  ]76[واكنشي كسري توسط كارهاي انجام گرفته توسط ساكسنا و سايرين  –شارشي 

نسيل جزيي كسري تعميم يافته يك بعدي همگن و غير همگن را با استفاده از تبديل لاپلاس و فوريه حل كرده اند. جيانگ و سايرين معادله ديفرا

موج كسري چند جمله اي را در يك دامنه متناهي با استفاده از تبديل لاپلاس و تبديل فوريه متناهي حل كردند.  –معادله شارش و شارش  ]42[

همرفتي كسري ناهمگن چند جمله اي را با شرايط مرزي ثابت در يك دامنه متناهي به دست  –جواب معادله شارشي  ]77[ دينگ و جيانگ

زماني را براي يك نخ مرتعش با استفاده از روش جدا سازي متغيرها و تبديل لاپلاس  –معادله موج كسري  ]78[آورده اند. ساندو و تومووسكي 

 بررسي كرده اند.     

] اين مساله را با استفاده 97[مساله حرارتي خطي را با حركت كرانه ها در يك ناحيه نيمه متناهي مطرح كرد. به دنبال آن، دافي  ]97[دوزوبوو رِ

ين كه چند معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي را با استفاده از تبديل لاپلاس با شرط ا ]98-100[كارتاشوف و سايرين از تبديل لاپلاس حل كرد. 

 مرزها با زمان تغيير كنند، حل كردند. 
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ل يمرتبه كسري، نقش عمده اي در سيستم هاي ديناميكي، كوانتومي، كلاسيك و پيچيده دارند. كاربرد اين قب از مشتقات و انتگرال هاي

مد، شيمي، سيستم هاي ديناميكي تصادفي، فيزيك انتگرال ها و مشتقات، مي تواند در ديناميك سيالات، ديناميك آشفتگي، فيزيك حالت جا

پلاسما و فيزيك هسته اي، نظريه انرژي جنبشي، نظريه ميدان، نظريه كنترل غير خطي، پردازش تصوير، سيستم هاي بيولوژيكي غير خطي، علوم 

ن از جمله، فوريه، آبل، ريمان، ليوويل و . . . چند . در ابتدا چند رياضي دا]1-12[ماده، اختر فيزيك، ويژگي هاي تغيير شكل صخره ها و . . . باشد 

ميلادي  1837ميلادي تا سال  1832تعريف براي مشتق و انتگرال كسري ارائه دادند. مطالعه و بررسي عميق در اين زمينه توسط ليوويل از سال 

شتر در اين زمينه منجر به تعريف عملگر انتگرال كسري انجام شد و او موفق به تعريف اولين عملگر انتگرال كسري گرديد. بعدها، پيشرفت هاي بي

ليوويل شد، كه امروزه نقش مهم و عمده اي در تحليل سيستم هاي ديناميكي پيچيده دارد. امروزه چند نوع عملگر مشتق و انتگرال  –ريمان 

پوتو را نام برد. با وجود اين مي توان گفت كه لتنيكوف و مشتق كسري كا –كسري وجود دارد كه از جمله آنها مي توان مشتق كسري گرونوالد 

 .  ]4[ليوويل بيشتر مورد استفاده قرار مي گيرد  –عملگر انتگرال كسري ريمان 

       اي از آناليز رياضي به نام حساب كسري، با محاسبات و كاربردهاي مشتقات و انتگرال هاي از مرتبه (مختلط يا حقيقي) كسري  شاخه

اين موضوع پيچيده با مسائل گوناگوني در تئوري توابع، معادلات ديفرانسيل و انتگرال، تبديلات انتگرالي و توابع خاص و ديگر و كار دارد.  سر

در طي سي سال اخير گسترش يافته است. تعداد  به شكل چشمگيريشاخه هاي آناليز پيوند خورده است. حساب كسري، تاريخ طولاني دارد و 

ت، كتابها و كنفرانس هاي بين المللي در زمينه حساب كسري خود گوياي اين مطلب مي باشد كه اين شاخه از رياضيات، روز بسيار زيادي از مقالا

 به روز در حال پيشرفت است. 

 ليوويل و مشتق كسري كاپوتو مي پردازيم. –در اين جا به تعريف انتگرال كسري و مشتق كسري ريمان  

 قضايا و تعاريف مقدماتي -1-1

 كسريمرتبه مشتق و انتگرال هاي  █

)فرض كنيد  :1-1-1تعريف  ) [ , ]a b a b−∞ < < < بازه اي متناهي روي محور حقيقي باشد. انتگرال كسري ريمان ليوويل چپ از  ∞+

aكه آن را با نماد  fتابع  xI fα 8 ، 4[يف مي شود نشان مي دهند، به صورت زير تعر[ 

1

1 ( )( )( ) : ( , , Re( ) 0).
( ) ( )

x

a x a

f tI f x dt x a
x t

α
α α α

α −= > ∈ >
Γ −∫  

aكه آن را با نماد  fليوويل چپ  –مشتق كسري ريمان  xD fα  8و  4[نشان مي دهند، به صورت زير تعريف شده است[ 

( )( ) : ( ) ( )( )n n
a x a x

dD f x I f x
dx

α α−= 

1

1 ( )( ) ( , [ Re( ) ] 1 , , Re( ) 0).
( ) ( )

xn
na

d f t dt x a n
n dx x t α α α α

α − += > = + ∈ >
Γ − −∫  

]فرض كنيد  :2-1-1 تعريف , ]nf A C a b∈ آنگاه مشتق كسري كاپوتو چپ يا به طور كلي مشتق كسري كاپوتو .f  كه آن را با نماد
C
a xD fα   نشان مي دهند، تقريبا همه جا روي بازه[ , ]a b موجود است و  
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0αلف) اگر ا ∉  وRe( ) 0α > ،[ Re( ) ] 1n α= C، آنگاه +
a xD fα 8و  4[ به صورت زير تعريف مي شود[ 

( )
( )

1

1 ( )( )( ) : ( )( ) .
( ) ( )

nxC n n
a x a x na

f tD f x I f x dt
n x t

α α
αα

−
− += =

Γ − −∫ 

0αب) اگر  ∈ آنگاه ،( )( )( ) ( )C n
a xD f x f xα =. 

 مي پردازيم. آنها وارونمعرفي در اين قسمت به تعريف تبديلات فوريه و لاپلاس و 

 تبديل فوريه █

0lبراي هر . صدق كند ]21[كه در شرايط ديريكله  باشد يك تابع روي  fفرض كنيد  ]روي بازه را  fمي توان  < , ]l l−  به

lمي خواهيم ببينيم كه وقتي صورت يك سري فوريه بسط داد.  بسط فوريه را به براي اين منظور،  .رخ مي دهدبراي اين بسط ، چه اتفاقي ∞→

]صورت زير مي نويسيم. براي  , ]x l l∈ − 

, ,
1( ) , ( ) .

2

n x n yli i
l l

n l n l l
n

f x c e c f y e dy
l

π π∞ −

−
=−∞

= =∑ ∫ 

فرض كنيد 
l
πξ∆ nو  =

nn
l
πξ ξ= ∆  مي شوندنوشته . آنگاه فرمول هاي بالا به صورت زير =

, ,
1( ) , ( ) .

2
n n

li x i y
n l n l l

n
f x c e c f y e dyξ ξξ

π

∞
−

−
=−∞

= ∆ =∑ ∫ 

)فرض كنيد كه  )f x  به طور سريع وقتي كهx ]آنگاه اگر ناحيه انتگرال گيري را از ، به صفر نزديك شود. ∞±→ , ]l l−  به( , )−∞ ∞ 

n,گسترش دهيم،  lc زيرا نرم زياد تغيير نخواهد كرد ،,n lc بنابراينبرابر يك است . 

, ( ) .ni y
n lc f y e dyξ∞ −

−∞
≈ ∫ 

)است و اگر آن را  nξانتگرال بالا فقط يك تابع از  )nf ξ بناميم، داريم 



1( ) ( ) (| | ).
2

ni x
n

n
f x f e x lξξ ξ

π

∞

=−∞

≈ ∆ <∑ 

lشبيه به مجموع ريمان مي باشد. حالا اگر  بسيارمجموع بالا  ∆0ξري كه ، به طو∞→ تبديل شود و  =بايد به نماد  ≈، آنگاه نماد →

 مجموع بالا به يك انتگرال تبديل خواهد شد. لذا

(1 1)−                                                            

1( ) ( )
2

i xf x f e dξξ ξ
π

∞

−∞
= ∫ 

 وقتي كه

( ) ( ) .i xf f x e dxξξ
∞ −

−∞
= ∫ 

1) و fتبديل فوريه تابع  f تابع  مي باشد.  وارونتبديل فوريه  −(1
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كاربردي مي باشد.  وبيان كنيم كه يك وسيله بسيار كارآمد به لحاظ نظري فوريه را  در تبديل تلفيق دو تابعداريم كه  نياز به ايندر اين جا 

fباشند. تلفيق اين دو، تابع  دو تابع روي  gو  fفرض كنيد  g∗ تعريف شده توسط 

( )( ) ( ) ( )f g x f x y g y dy
∞

−∞
∗ = −∫ 

 مي باشد، مشروط بر اين كه اين انتگرال موجود باشد. 

 تبديل لاپلاس █

)باشد به طوري كه  يك تابع انتگرال پذير روي  fفرض كنيد  ) 0f t 0tبراي  =  ، يعنيf. در تعريف انتگرال تبديل فوريه >



0
( ) ( ) ,i tf f t e dtωω

∞ −= ∫ 

iωدر واقع، اگر  بگيريم.در نظر يك عدد مختلط را  ωمي توانيم  α β= α,با  + β ∈ آنگاه ،| |i t te eω β− نه . بنابراين انتگرال بالا =

و اين انتگرال يك تابع تحليلي روي اين دامنه تعريف  همگرا است ،هاي با قسمت حقيقي منفي ωهاي حقيقي، بلكه براي همه  ω رايب فقط

)Imه نيم صفحه را ب ωاگر مي كند.  ) aω < انتگرال پذير باشد، ضعيف تر كنيم: انتگرال قبل،  fمي توانيم اين الزام كه محدود كنيم،  −

)براي همه توابع  )f t از كه سريع تر ate  در اين وضعيت، مرسوم است كه تغيير متغير  باشد.رشد نمي كنند، همگرا ميz i ω=  را اعمال

 شودبه صورت زير تعريف  fلاپلاس از تابع كنيم تا تبديل 



0
( )} ( ) ( ) .z tf z f i z f t e dt

∞ −= − = ∫L{ 

اول اين كه به علت يل بيشتر از تبديل فوريه به كار مي رود. اما اين تبد تبديل لاپلاس حقيقتا يك حالت خاص از تبديل فوريه مي باشد.

zوجود تابع نمايي  te )Reبراي  − ) 0z 0tو  < دوم اين كه تبديلات  ي شود.كمتر مفوق مساله همگرايي انتگرال حساسيت در مورد ، <

 براي كمك به مطالعه آنها به كار مي رود.  هستند و همه تشكيلات تئوري متغيرهاي مختلط zلي از توابع تحليلاپلاس، 

,0]روي نيم خط حقيقي مثبت  fتمام توابع مانند  رده ζفرض كنيد   در تخمين  وكه قطعه به قطعه پيوسته هستند باشد  ∞(

| ( )| ( 0 , )a tf t C e C a≤ ≥ ∈ 

روي خط حقيقي منفي صفر باشند. به  ζتوافق مي كنيم كه عناصر ظاهر مي شوند و  tبعضي اوقات، مقادير منفي متغير  كنند.مي صدق 

,0]يا توابع روي  ζعناصر  ،عبارت ديگر ) كه در شرط مي باشند يا توابعي روي  ∞( ) 0f t 0tبراي هر  = در اين صدق مي كنند.  >

)ارتباط، تابع پله اي هويسايد  )H t ه به صورت زير تعريف مي شود،ك 

1 : 0
( )

0 : 0
t

H t
t
≥

=  <
 

0tبراي  fاين كه آيا تابع  مورد در ممكن نگرانيهر اشتباه و . مفيد مي باشد )، صفر خواهد شد يا نه، مي تواند توسط ضرب > )f t  در

( )H t  ،فرض كنيم كه تابع رفع شود. بنابراين، براي مثالf ζ∈  به صورت( ) cosf t t=  0برايt  گسترشتعريف شده باشد. آنگاه  ≤

f  به  به صورت( ) ( ) cosf t H t t= .داده مي شود  
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fاگر  ζ∈ تبديل لاپلاس ،f تابعي از متغير مختلط ،z تعريف شده به صورت 

0
{ ( )} ( ) z tf z f t e dt

∞ −= ∫L 

)Reبراي  ) 0z  مي باشد.  <

انتگرال تلفيق براي  همانند تبديل فوريه، تبديل لاپلاس نيز از خاصيت هاي عملگري بهره مي گيرد. يكي از اين عملگرها، تلفيق دو تابع مي باشد.

0tتوابعي كه براي  0tهر دو وقتي  gو  fفرض كنيد كه صفر مي باشند، منجر به يك انتگرال روي بازه هاي متناهي مي گردد.  > ، صفر >

sباشند. آنگاه براي  t> ،( ) 0f t s− 0sو براي  = < ،( ) 0g s  ا، لذ=

0
( ) ( ) : 0

( )( ) .
0 : 0

t
f t s g s ds t

f g t
t

 − ≥∗ = 
 <

∫ 

}را از  f ج داريم كه بدانيم چگونهايحتبراي اين كه تبديل لاپلاس يك وسيله كارآمد باشد، ا }fL  .براي اين منظور، از به دست آوريم

fفوريه كمك مي گيريم. فرض كنيد كه  وارونفرمول  ζ∈  و| ( )| a tf t C e≤ عدد .b a>  را انتخاب مي كنيم و قرار مي دهيم

( ) ( )b tg t e f t−= . آنگاهg  0]روي بازه, با توجه به محاسبه كنيم (ديل فوريه اش را ، بنابراين مي توانيم تبمي باشدانتگرال پذير  ∞(

)اين كه  ) 0g t 0tبراي  =  )؛>



0
( ) ( ) { ( )}.b t i tg e f t e dt f b iωω ω

∞ − −= = +∫ L 

       تعريف شود اش د چپ و راستش در هر نقطه از ناپيوستگي متوسط حدو) قطعه به قطعه هموار باشد و gو در نتيجه ( fبا فرض اين كه 

 را به كار برده و به دست آوريم ]21[از فصل هفتم مرجع  6-7(دوباره تعريف شود)، مي توانيم قضيه 



1 1( ) ( ) lim ( ) lim { ( )} .
2 2

r rb t i t i t

r rr r
e f t g t g e d f b i e dω ωω ω ω ω

π π
−

− −→∞ →∞
= = = +∫ ∫ L 

zقرار مي دهيم حال  b i ω= ]روي بازه  ω؛ وقتي كه + , ]r r− تغيير مي كند ،z  عمودي از خط روي قطعهb i r−  تاb i r+  تغيير

را با خط مي كند و انتگرال روي اين قطعه 
b i r

b i r

+

dنشان مي دهيم. همچنين،  ∫− z i dω=بنابراين ، 

( )1( ) lim { ( )} .
2

b i rb t z b t

b i rr
e f t f z e dz

iπ
+− −

−→∞
= ∫ L 

bدر  فوقي وسرانجام، با ضرب دو طرف تسا te داريم 

1( ) lim { ( )} .
2

b i r z t

b i rr
f t f z e dz

iπ
+

−→∞
= ∫ L 

به اندازه كافي بزرگ باشد  bمادامي كه است،  bمستقل از انتخاب توجه كنيد كه فرمول بالا  لاپلاس مي باشد.تبديل  واروناين فرمول، فرمول 

)به طوري كه  )R z b=  در نيم صفحه اي كه{ }fL  اين نتايج را در يك قضيه جمع بندي مي كنيم.شود. تحليلي است، واقع در آن 
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fفرض كنيد  ]21[ :1-1-1 قضيه ζ∈ يعني ،| ( )| a tf t C e≤ و ،f  0]روي هموار قطعه اي, bباشد. اگر  ∞( a>آنگاه ، 

1 1{ ( ) ( )} lim { ( )} ,
2 2

b i r z t

b i rr
f t f t f z e dz

iπ
+− +

−→∞
+ = ∫ L 

tبراي همه  ∈ .  1در حالت خاص، عبارت طرف راست مساوي با (0 )
2

f 0tمي باشد، وقتي كه  + 0tو صفر مي باشد، وقتي كه  = <. 

}باشند و  ζ به متعلق gو  fاگر  ]21[ :1-1-1نتيجه  } { }f g=L L آنگاه ،f g= .) ،دقيق تر بگوييم( ) ( )f t g t=  براي همه

t  ها وقتي كه هر دويf  وg (.پيوسته باشند 

fتوسط نتيجه بالا، تابع  ζ∈ آن به وسيله تبديل لاپلاس ،F ، (تا ميزان تغييرات در ناپيوستگي ها)مي گوييم و  به طور يكتا تعيين مي شود

}1مي باشد و مي نويسيم  F وارونتبديل لاپلاس  fكه  }f F−= L: 

1{ } { }.f F F f−= ⇔ =L L 

)فرض كنيد  ]21[ :2-1-1قضيه  )F z  يك تابع تحليلي در نيم صفحهRe( )z a>  باشد و برايb a> ،0r tو  < ∈فرض كنيد . 

,
1( ) ( ) .

2
b i r z t

r b b i r
f t F z e dz

iπ
+

−
= ∫ 

) فرض كنيد )F z با شرطزير  خميندر ت Re( )z a> صدق كند 

1| ( )| (1 | |) ( ),
2

F z C z α α−≤ + > 

bو اين كه براي  a> ،, ( )r bf t وقتي r )همگراي نقطه اي به تابع  ∞→ )f t  ردهدر ζ  .آنگاهباشد ,lim ( ) ( )r br
f t f t

→∞
براي  =

bهمه  a> و ،{ }F f= L . 

)وقتي كه يك تابع تحليلي مانند عملا  )F z  داده شود، انتظار داريم كه تبديل لاپلاس يك تابع مانند( )f t  باشد. بنابراين براي محاسبه

f ،F  مي كنيم. اين فرآيند، اگر ندانيم كه جايگذاري  وارونرا در فرمول لاپلاسF  پذير است. خطرمي باشد، كمي تابعي واقعا تبديل لاپلاس

)2براي مثال، فرض كنيد  ) exp( )F z z=  و
21( ) exp( )
42
tf t

π
= )چون . آنگاه − )F z  ،مي توان خط هيچ نقطه استثنايي ندارد

bاز را عمودي  i− bتا  ∞ i+  bبراي هر عدد حقيقي  ها. در اين صورت، yدر هر جايي در صفحه مختلط قرار داد، از جمله روي محور  ∞

0bاز جمله   داريم، =

1 1( ) ( ) ( ) .
2 2

b i it z t z

b i i
f t F z e dz F z e dz

i iπ π
+ ∞ ∞

− ∞ − ∞
= =∫ ∫ 

zهاست، بنابراين فرض مي كنيم  yروي محور  zچون  i x=  كهx ∈ .لذا 

2
2 2 2

4
0

1 1 1 1( ) cos( ) .
2 2 2

ti z t z x i t x x

i
f t e e dz e e dx e t x dx e

iπ π π π

∞ ∞ ∞ −− −

− ∞ −∞
= = = =∫ ∫ ∫ 
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 به دليل آن كه در شرايط قضيه بالا صدق نمي كند.  ،نيست fتبديل لاپلاس  Fاما 

}كنيد  فرض ]22[ واندر پل) –(سوخوتن  :3-1-1قضيه  ( )} ( )f t F s=L  و( )F s  0در نيم صفحهRe( )s s> .تحليلي است 

}فرض كنيد  ( )} ( ) ( ( ) )g t G s F sϕ= =L  كه( )sϕ  0نيز در نيم صفحهRe( )s s>  تحليلي مي باشد. با داشتن اين مفروضات   

 را تعيين كنيم. يعني اين كه  gمي توانيم تابع 

0
( ) ( ( ) ) ( ) exp( ( ) ) ,G s F s f s dϕ τ ϕ τ τ

∞
= = −∫ 

 و

1( ) ( ( ) ) exp( ) ,
2

c i

c i
g t F s t s ds

i
ϕ

π
+ ∞

− ∞
= ∫ 

 آنگاه

0

1( ) ( ) exp( ( ) ) exp( ) .
2

c i

c i
g t f s t s ds d

i
τ ϕ τ τ

π
∞ + ∞

− ∞

 
= − 

 
∫ ∫ 

به ، بخشبسياري از معادلات ديفرانسيل معمولي و جزيي كسري به كار مي رود. اما در اين تبديل لاپلاس در حل همان طور كه مي دانيم، 

اين گونه انتگرال ها محاسبه از نمايش انتگرالي نيز براي . مي پردازيمبرخي انتگرال ها  تبديل لاپلاس و وارون آن براي محاسبهجالب كاربرد 

 به اثبات چند قضيه مقدماتي مي پردازيم. استفاده مي كنيم. اما قبل از اين كه به سراغ حل انتگرال ها برويم، ابتدا 

 قضاياي مقدماتي در تبديل لاپلاس -2-1

)فرض كنيد  ]103[ :1-1-2قضيه  )f t  0پيوسته، مثبت و صعودي برايt  باشد. آنگاه رابطه هاي انتگرالي مختلط زير، برقرار مي باشند. <

)الف)  )1

0

1( ) exp( ( ) )
2

t sc i

c i

t ef a s f d ds
a i s

ε ε
π

+ ∞ ∞ −

− ∞
= −∫ ∫ 

10ب) 

1 1( ) exp( )
2 ( )

t sc i

c i

e sf d ds
t i s f

ε
π ε

+ ∞ ∞

−− ∞

 
= − 

 
∫ ∫ 

)ج)  )1

0

1( ( ) ) (0) ( ) exp( ( ) )
2

t sc i

c i

eg f t g g s f d ds
i s

ε ε ε
π

+ ∞ ∞ −

− ∞
′− = −∫ ∫ 

 داريم گيري ترتيب انتگرال عويضالف) با ت اثبات:

( ) 11 ( )

0 0

1 1exp( ( ) )
2 2

t s t sc i c i as f

c i c i

e ea s f d ds e ds d
i s i s

εε ε ε
π π

−+ ∞ ∞ ∞ + ∞− −

− ∞ − ∞

 
− =  

 
∫ ∫ ∫ ∫ 

1 ( )1 ( ) 1

0 0 0

1 ( ( ) ) ( ).
tfa s f a te d H t a f d d f

s a
ε ε ε ε ε

−∞ ∞− − − = = − = = 
 ∫ ∫ ∫L 

 تابع پله اي هويسايد مي باشد.  H در ضمن،
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 اثبات اين قسمت دقيقا مشابه اثبات قسمت (الف) مي باشد.ب) 

 داريم ،(بنا به قضيه فوبيني) با تعويض ترتيب انتگرال گيري كه مجاز مي باشدج) 

( )1 1

0 0

1 1( )exp( ( ) ) ( ) exp( ( ) )
2 2

t s t sc i c i

c i c i

e eg s f d ds g s f ds d
i s i s

ε ε ε ε ε ε
π π

+ ∞ ∞ ∞ + ∞− −

− ∞ − ∞

 
′ ′− = − 

 
∫ ∫ ∫ ∫ 

1 1 1

0 0

1( ) exp( ( ) ) ( ) ( ( ) )g s f d g H t f d
s

ε ε ε ε ε ε
∞ ∞− − − ′ ′= − = − 

 ∫ ∫L 

( )

0
( ) ( ( ) ) (0).

f t
g d g f t gε ε′= = −∫ 

 محاسبه وارون تبديل لاپلاس توابع -3-1

 با استفاده از نمايش انتگرالي محاسبه وارون تبديل لاپلاس █

 رد.توابع زير را محاسبه ك وارونبا كمك نمايش انتگرالي، مي توان تبديل ] 103[ :1-1-3مساله 

الف) 
2 2

1
1 2 2
( )

s aef t
s a

− +
−
  =  

+  
L      (ب

2 2
1

2 2 2

sinh
( 0) ( )

s a
a f t

s a
−
 + > =  

+  
L 

1ج) 
3 1

2 2 2 2 2

1( Re( ) | Im( )|) ( )
( )

n
s a f t

s a s s a

−

+

 
 > =  
 + + + 

L 

1د) 
4 ( ) { ( )}nf t K a s−= L  وقتي كه( )nK a s تعميم يافته از مرتبه  تابع بسلn  .مي باشد  

 سونين، داريم يرابطه انتگرال با استفاده از حل:

1
2 2 2 2 2

1 2 2
110

2 2 2

( ) ( )( ) ( )
( )

K s x z a s ax J a x dx K z s a
s zx z

µ ν
ν

µ ν
ν µ νµ ν µ ν

− −

∞ +
− −− −

+ +
= +

+
∫ 

0 , 0 , Re( ) 1 , |arg( )| ,
2

s a z πν> > > − < 

Kوقتي كه  µ 89[ تابع بسل تعميم يافته مي باشد. براي اثبات رابطه بالا، مي دانيم كه[ 

2

4
10

1( ) ( ) .
2 2

ww dK w e eµ τ τ
µ µ

τ
τ

−∞ −
+= ∫ 

 سپس

2 2 2( )2 2
1 14

1 10 0 0
2 2 2

( )
( ) ( )

2( )

s x zK s x z s dx J a x dx e e x J a x dx
x z

µ
µ ν τ ντ

ν νµ µ µ

τ
τ

+
−∞ ∞ ∞+ − +

+ +

 +
 =
 
 +

∫ ∫ ∫ 


