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و مشاور ي اساتيد راهنما  هاي دلسوزانه ها و راهنمايي دانم كه از مهرباني بر خود لازم مي     
كه در اين مدت،  دكتر شهرام سعيديو  دكتر هوگر قهرمانيعزيزم آقايان  

نمودند، نامه، هدايت و راهنمايي  خالصانه بنده را در راستاي فهم ودرك عميق مفاهيم پايان
.تشكر نمايم  

همچنين ساير اساتيدي كه در طول دوران تحصيلي مقطع كارشناسي ارشد افتخار     
.  شاگردي آنها را داشته و مرا ياري نمودهاند، ارج مي نهم  

، خواهران دلسوز و برادران عزيزم، پايان پدر و مادر مهربانم زحمات بي در پايان از      
 چنين همسر مهربانم كه  همواره يار و ياور من بودند وحيدر، ناصر و فردين و هم

عزيزم ازجمله وحيد قاسمي،ناصح مردوخي، شاهو همه دوستان  از  همچنين 
بات احمدي، حسام ابراهيمي، صلاح  ناصري كوروش كريمي، فواد امجدي، خه

خوبم كه در طول دوران  هاي ساير همكلاسيو، اميد ابراهيميئي محمدي، مهدي ولي
.را دارم و قدرداني  ،  نهايت تشكر تحصيلي يار و ياور من بودند  



چͺیده

عنصر هر برای σ(ax) = {۰} خاصیت با a ∈ A عنصر تنها هرگاه است١ نیم�ساده A باناخ جبر

باشد. صفر عنصر ،x ∈ A

مورد مͬ�کنند، صدق زیر شرط دو از ͬͺی در که را a, b ∈ A عناصر بین رابطه�ی پایان�نامه این در

مͬ�دهیم: قرار بررسͬ

.x ∈ A هر برای σ(ax) = σ(bx) .١

.x ∈ A هر برای r(ax) ≤ r(bx) .٢

که است این اول سوال نتیجه آنگاه باشد ∗C−جبر ͷی A اگر که مͬ�دهیم نشان خاص حالت در

عنوان به انتها در .a ∈ Cb که است این دوم سوال نتیجه باشد، اول جبر −C∗ ͷی A اگر و ،a = b

خواهیم دست به را ضربی٢ نگاشت�های از طیفͬ مشخصه�ی چند بالا، سوالات نتایج از کاربردی

آورد.

ضربی نگاشت� طیف، ∗C−جبر، ساده، نیم باناخ جبر کلیدی: کلمات

[chapter]مثال [chapter]تذکر [chapter]نتیجه

١Semi-simple
٢Multiplicative



مطالب فهرست

ث مطالب فهرست

١ پیش�نیازها و مقدمات ١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باناخ فضاهای و ͷتوپولوژی فضا�های ١.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∗C−جبرها و باناخ جبرها�ی ٢.١

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طیفͬ نظریه ٣.١

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایش نظریه ۴.١

۴٢ σ(ax) = σ(bx) شرط بررسͬ ٢

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی خودتوان�های طیفͬ مشخصه�سازی ٢.٢

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺه-منظم عناصر ٣.٢

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جابجایی حالت ۴.٢

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∗C−جبرها در اصلͬ مسئله بررسͬ ۵.٢

۵۶ r(ax) ≤ (bx)شرط بررسͬ ٣

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣

۵٧ . . . . . . . . . . . . ∗C−جبر مورد در تذکراتͬ و وارون�پذیر اعضای حالت ٢.٣

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیاز مورد نتایج برخͬ ٣.٣

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول ∗C−جبرهای ۴.٣

۶٨ ضربی نگاشت�های طیفͬ مشخصه�سازی ۴

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴

ث



۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . σ(φ(x)φ(y)φ(z)) = σ(xyz) شرط بررسͬ ٢.۴

٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . r(φ(x)φ(y)φ(z)) = r(xyz) شرط بررسͬ ٣.۴

٧۵ مراجع

ج



پیشͽفتار

اولین شد. نامͽذاری باناخ٣ استفان از پس باناخ جبر تابعͬ، آنالیز بخصوصدر ریاضیات، در

در ١٩٧۴ سال جولای دوازده تا ͷی از آن روی نگاشت�های و باناخ جبرهای درباره�ی کنفرانس

زیادی دلایل افتاد. اتفاق باناخ” جبرهای در مشتق�ها و همریختͬ�ها ” عنوان تحت کالیفرنیا دانشͽاه

است. زیر بصورت آنها از برخͬ که مͬ�کنیم مطالعه را باناخ جبرهای چرا که دارد وجود

مͬ�دهد. پوشش را متعددی مثال�های •

مͬ�کند. بیان مجرد قالب در را متعددی اثبات�های و مباحث •

مͬ�کند. بررسͬ هم با ارتباط در را آنالیز و جبر از مختلفͬ مباحث •

مͬ�کند. بیان باناخ جبرهای ساختار روی را جالبی و زیبا نتایج •

طیف مثال برای باشد. حقیقͬ باناخ جبرهای از متفاوت بسیار مͬ�تواند مختلط باناخ جبرهای تئوری

چنین حقیقͬ باناخ جبرهای در حالیͺه در باشد تهͬ نمͬ�تواند هرگز مختلط باناخ جبرهای از عناصر

است. امͺان�پذیر چیزی

مͬ�کنیم فرض کار سادگͬ برای و مͬ�باشد باناخͬ مختلط جبر باناخ، جبر از منظور پایان�نامه این در

دارند. همانͬ عنصر ما جبرهای تمام که

طیفͬ شعاع r(a) با همچنین مͬ�دهیم. نشان σA(a) با گاهͬ یا و σ(a) با را a ∈ A عنصر طیف

نیم�ساده A باناخ جبر که مͬ�کنیم یادآوری کرد. مشخصخواهیم را A مرکز Z(A) با و a ∈ A عنصر

باشد. صفر عنصر ،x ∈ A عنصر هر برای σ(ax) = خاصیت{۰} با a ∈ A عنصر تنها هرگاه است

.a = ۰ که دهد نتیجه x ∈ A هر برای σ(ax) = σ(۰x) یعنͬ این و

کنید. توجه زیر اساسͬ سوال دو به اکنون

رابطه�ی در a, b ∈ A اگر باشد. نیم�ساده باناخ جبر ͷی A کنید فرض سوال(١):

σ(ax) = σ(bx)

است؟ برقرار b و a بین ای رابطه چه صورت این در کنند، صدق ،x ∈ A هر برای

کردن پیدا به قادر متعددی ویژه�ی موارد در حال این با نمͬ�دانیم، کلͬ حالت در را سوال این جواب

هستیم. b و a بین رابطه�ی

٣Estephan Banach

چ



و خودتوان عنصر ͷی حاصل�ضرب صورت به a ∈ A که فرض این تحت را مسئله اول حالت در

از طیفͬ مشخصه�های بر مبتنͬ آن اثبات که مͬ�گیریم، نظر در شود، نوشته معکوس�پذیر عنصر ͷی

مͬ�باشد. مرکزی خودتوان�های

فرض سوم حالت در همچنین و باشد، جابجایی باناخ جبر ͷی A که مͬ�کنیم فرض دوم حالت در

باشد. ∗C−جبر ͷی A که مͬ�کنیم

رابطه�ی در a, b ∈ A اگر باشد. نیم�ساده باناخ جبر ͷی A کنید فرض :(٢) سوال

r(ax) ≤ r(bx)

دارد؟ وجود b و a بین ای رابطه چه صورت این در کنند، صدق ،x ∈ A هر برای

وابسته سوال این پاسخ که دید خواهیم حال این با اما نمͬ�دانیم، کلͬ حالت در نیز را سوال این جواب

و ،[۱۵] پتک۴ توسط قبلا ،b = ۱ وقتͬ خاص حالت ͷی در دارد. سوال داخل عناصر یا جبر به

.a ∈ Z(A) که است این مورد این نتیجه�ی است. شده بررسͬ ،[۴] در مستقل بطور

عناصر آنگاه باشد اول ∗C−جبر ͷی A اگر که مͬ�کنند بیان دوم مسئله باره�ی در ما اصلͬ نتایج

هستند. خطͬ وابسته لزوما مͬ�کنند، صدق دو مسئله در که a, b ∈ A

انگیزه�ی حال، بااین هستند. برانگیز چالش و جالب خود نوبه�ی به بالا سوال دو که هستیم معتقد

طیف حافظ نگاشت�های رو ͬͺکاپلانس مسئله�ی حول اصلͬ سوالات بررسͬ، این برای ما اولیه�ی

مͬ�باشند. چهارم فصل موضوع که بودند[۹]،

شرط در که ،A و A۰ باناخ جبرهای بین ،φ نگاشت آیا که را مسئله این دوم فصل نتایج از استفاده با

σ(φ(x)φ(y)φ(z)) = σ(xyz)

مͬ�کنیم. بررسͬ است؟ ضربی مͬ�کند، صدق x, y, z ∈ A۰ هر برای

پیچیده�تر شرایط آن در که ،[۱۳] مولنر۵ مقاله�ی از استفاده با ابتدا اینجا در

σ(φ(x)φ(y)) = σ(xy)

را سوم فصل اصلͬ نتایج آخر در و شده�ایم. تشویق کرده، بررسͬ خاصͬ جبرهای روی البته که را

رابطه�ی در که φ : A۰ −→ A نگاشت روی

r(φ(x)φ(y)φ(z)) = r(xyz)

۴Ptak
۵Molnar

ح



جزئیات با همراه و بیشتر نسبتا توضیحات مͬ�بریم. بͺار مͬ�کند، صدق x, y, z ∈ A۰ هر برای

آورد. خواهیم چهارم فصل آغاز در را اخیر نگاشت�های درباره زیادتری

خ



١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

باناخ فضاهای و ͷتوپولوژی فضا�های ١.١

این در که مطالبی مͬ�کنیم. بیان را توپولوژی به مربوط نیاز مورد نتایج از برخͬ بخش این در

مͬ�باشند. [۱۹ − ۲۲] منابع از برگرفته است، آمده فصل

ͷی را X زیرمجموعه�های از T گردایه باشد. ناتهͬ مجموعه ͷی X کنید فرض .١.١.١ تعریف

نماید: صدق زیر خواص در T اگر گوییم X روی توپولوژی

.∅ ∈ T و X ∈ T .١

U ∩ V ∈ T آنگاه باشند، T به متعلق V و U هرگاه .٢

.∪i∈IVi ∈ T آنگاه باشد، T اعضای از خانواده�ای {Vi : i ∈ I} هرگاه .٣

دارد. نام ͷتوپولوژی فضای ͷی (X , T) جفت آنگاه باشد، X مجموعه بر توپولوژی ͷی T هرگاه

T اعضای .X مͬ�نویسیم (X , T) جای به سادگͬ خاطر به گاهͬ نباشد، T توپولوژی در ابهامͬ اگر

مͬ�آوریم. ͷتوپولوژی فضاهای از مثال چند زیر در مͬ�نامیم. X باز زیرمجموعه�های را

توپولوژی ͷی T = {X , ∅} این�صورت، در باشد. ناتهͬ مجموعه ͷی X فرضکنیم .٢.١.١ مثال

شمول) به (نسبت ممͺن توپولوژی کوچͺترین توپولوژی، این ناگسسته. توپولوژی نام به است X بر

است. X بر

بر توپولوژی ͷی T = P (X ) این�صورت در باشد. ناتهͬ مجموعه ͷی X فرضکنیم .٣.١.١ مثال

است. X بر ممͺن توپولوژی بزرگترین این و مͬ�نامند، گسسته توپولوژی را توپولوژی این است. X

١



زیرمجموعه�های تمام گردایه�ی این�صورت، در باشد. متری یͷفضای (X , d) فرضکنید مثال١.١.۴.

است. ͷتوپولوژی فضای ͷی متری فضای هر لذا است. بهره�مند توپولوژی ͷی خواص از X باز

.[۲۱] به کنید رجوع بیشتر توضیح برای

بسته E ⊆ X زیرمجموعه مͬ�کنیم. تعریف متری فضاهای مانند را بسته مجموعه�های حال

عوض همسایͽͬ�ها با متری فضای گوی�های محدوده این در باشد. باز متممش اگر فقط و اگر است

ͷی انباشتگͬ نقاط و بست است. x شامل دلخواه باز مجموعه x نقطه ͬͽهمسای ͷی مͬ�شوند.

مͬ�شوند. تعریف متری فضاهای همانند مجموعه

متمایز نقاط اگر هاسدورفاست Tیͷتوپولوژی و هاسدورف١ یͷفضای (X , T) تعریف١.١.۵.

باشند. داشته جدایی هم از همسایͽͬ�های X

باز پوشش هر اگر است فشرده (X , T) ͷتوپولوژی فضای از K زیرمجموعه گوییم .۶.١.١ تعریف

باشد. داشته متناهͬ زیرپوششͬ ،K

فشرده ͷتوپولوژی فضای ͷی را (X , T) آنگاه باشد، مجموعه�فشرده ͷی خود X هرگاه خصوص، به

مͬ�نامیم.

فشرده باید ͷتوپولوژی فضای ͷی از متناهͬ زیرمجموعه�ی هر که است واضح فوق تعریف از

باشد. فشرده باید فشرده مجموعه�های از متناهͬ اجتماع هر که است روشن همچنین باشد.

برقرارند: (X , T) هاسدورف ͷتوپولوژی فضای در زیر احͺام .٧.١.١ قضیه

است. بسته ،X فشرده زیرمجموعه هر .١

است. فشرده B آنگاه باشد، A فشرده�ی مجموعه�ی از بسته�ای زیرمجموعه�ی B هرگاه .٢

[۲۱] ک. ر. اثبات:

و (X , T۱) ͷتوپولوژی فضای دو بین f : (X , T۱) −→ (Y , T۲) تابع گوییم .٨.١.١ تعریف

مانند ͬͽهمسای ͷی ،f(a) از V ͬͽهمسای هر ازای به اگر است پیوسته a ∈ X نقطه در ،(Y , T۲)

باشد، پیوسته X از نقطه هر در f هرگاه .f(x) ∈ V ،x ∈ W هروقت که طوری به باشد a از W

مͬ�نامیم. X بر پیوسته تابع ͷی را f آنگاه

١Hausdorff

٢



هم ͷتوپولوژی فضای دو بین f : (X , T۱) −→ (Y , T۲) تابع ازای به زیر احͺام .٩.١.١ قضیه

ارزند:

است. پیوسته تابع ͷی f .١

است. باز نیز f−۱(O) آنگاه باشد، Y از بازی زیرمجموعه O هرگاه .٢

.f(A) ⊆ f(A) ،X از A زیرمجموعه هر ازای به .٣

است. X از بسته�ای زیرمجموعه�ی f−۱(C) آنگاه باشد، Y از بسته�ای زیرمجموعه�ی C هرگاه .۴

[۲۱] ک. ر. اثبات:

ͷی تابع ͷی اگر نامیم همانریخت را (Y , T۲) و (X , T۱) ͷتوپولوژی فضای دو .١٠.١.١ تعریف

باشند. پیوسته دو هر f−۱ و f که طوری به باشد f : (X , T۱) −→ (Y , T۲) مانند پوشا و ͷی به

مͬ�نامیم. همئومورفیسم ͷی را بالا در شده تعریف f تابع این�صورت در

فشرده� زیرمجموعه�ی A و بوده پیوسته تابع ͷی f : (X , T۱) −→ (Y , T۲) هرگاه .١١.١.١ قضیه

است. Y از فشرده�ای زیرمجموعه�ی f(A) آنگاه باشد، X

ͷی بر را خود مینیمم و ماکزیمم (X , T۱) ͷتوپولوژی فضای بر پیوسته حقیقͬ تابع هر خصوص، به

مͬ�گیرد. X فشرده زیرمجموعه

[۲۱] ک. ر. اثبات:

همسایͽیی X از نقطه هر اگر نامیم فشرده موضعا را (X , T) ͷتوپولوژی فضای .١٢.١.١ تعریف

باشد. فشرده بستارش که باشد داشته

مثال عنوان به نیست. برقرار آن عکس ولͬ است فشرده موضعا فشرده، فضای هر که است واضح

است. فشرده موضعا ولͬ نیست فشرده Rn

همچنین، هاسدورفباشد. فشرده توپولوژیͷموضعا یͷفضای (X , T) فرضکنید .١٣.١.١ قضیه

صورت، این در .A ⊆ V که طوری به باشد فشرده مجموعه�ی ͷی A و باز مجموعه�ی ͷی V

.A ⊆ O ⊆ O ⊆ V طوریͺه به هست فشرده بست با O چون بازی مجموعه�ی

[۲۱] ک. ر. اثبات:

X جداسازی ͷی صورت این در باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

طوریͺه به هستند X تهͬ غیر باز مجموعه�ی دو V و U آن در که (U, V ) مانند مرتبی زوج یعنͬ

.U ∩ V = ϕ و X = U ∪ V

٣



واقع در باشد. نداشته جداسازی هیچ که صورتͬ در مͬ�گویند، همبند را X فضای تعریف١.١.١۵.

که: شرطͬ به نوشت، V و U مانند ناتهͬ مجموعه دو اجتماع صورت به نتوان را X

U ∩ V̄ = ϕ و Ū ∩ V = ϕ.

X بسته�ی مجموعه�ی دو هر ازای به هرگاه مͬ�نامند نرمال را X ͷتوپولوژی فضای .١۶.١.١ تعریف

به باشند داشته وجود V و U مانند هم از جدا باز مجموعه�ی دو ،E ∩ F = ϕ که F و E مانند

.F ⊆ V و E ⊆ U طوریͺه

فرض علاوه به باشند. X ͷتوپولوژی فضای مجموعه�ی زیر دو F و E کنید فرض .١٧.١.١ قضیه

f(x) = ۰ ،E از x هر ازای به که باشد داشته وجود چنان f : X −→ [۰,۱] مانند پیوسته تابعͬ کنیم

طوریͺه به موجودند V و U مانند بازی این�صورتمجموعه�های در .f(x) = ۱ ،F از x هر ازای به و

.U ∩ V = ϕ و F ⊆ V و E ⊆ U

[۲۲] ک. ر. اثبات:

باشد: زیر خاصیت با ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنید فرض .١٨.١.١ نتیجه

f : X −→ [۰,۱] مانند پیوسته تابعͬ ،F و E مانند هم از جدا بسته�ی مجموعه�ی دو هر ازای به

این در .f(x) = ۱ ،F از x هر ازای به و f(x) = ۰ ،E از x هر ازای به طوریͺه به است موجود

است. نرمال X صورت

[۲۲] . ک. ر. اثبات:

فضای در همͬ از جدا بسته�ی مجموعه�های B و A کنید فرض اوریسون٢) (لم .١٩.١.١ قضیه

که دارد وجود چنان f : X −→ [۰,۱] پیوسته�ی تابع آنگاه باشند. X نرمال

.a ∈ A هر برای ،f(a) = ۰ .١

.b ∈ B هر برای ،f(b) = ۱ .٢

[۲۲] ک. ر. اثبات:

فرضکنید علاوه به .A ⊆ X و باشند، ͷتوپولوژی فضای دو Y و X فرضکنید .٢٠.١.١ تعریف

مͬ�خوانیم f توسیع ͷی را F : X −→ Y تابع صورت این در باشد. پیوسته تابعͬ f : A −→ Y

.F (x) = f(x) ،A از x هر ازای به دیͽر، عبارت به .F | A = f که صورتͬ در

٢Uryson

۴



عناصرش که باشد، مختلط) یا حقیقͬ اعداد (مجموعه میدان ͷی F کنید فرض .٢١.١.١ تعریف

عناصرش که X غیرتهͬ مجموعه�ی ͷی F میدان روی برداری فضای ͷی مͬ�شوند. نامیده اسͺالر

: دوتایی عمل دو با نامند بردار را

X عضو ω و v اینجا در که ،+(v, ω) = v + ω ضابطه�ی با X × X → X برداری: جمع .١

هستند.

و v ∈ X اینجا، در که ،×(α, v) = α × v ضابطه�ی با F × X → X اسͺالری: ضرب .٢

.α ∈ F

مͬ�کند. صدق زیر شرایط در که است

شرکت�پذیری (خاصیت v + (ω + u) = (v + ω) + u داریم، X عضو u و ω ،v هر برای .١

برداری) جمع

جمع) جابجایی (خاصیت v +u = u+ v داریم X عضو u و v هر برای .٢

v + ۰ = v داریم، v ∈ X هر ازای به یعنͬ، است صفر خنثͬ عنصر دارای برداری جمع عمل .٣

u ∈ X عنصر ͷی ،v ∈ X هر ازای به یعنͬ، است وارون عنصر دارای برداری جمع عمل .۴

(u = −v) ،v + u = ۰ به�طوری�که دارد وجو

توزیع�پذیری (خاصیت α(v + u) = αv + αu داریم، X عضو u و v و α ∈ F هر ازای به .۵

برداری) جمع به نسبت اسͺالری ضرب

توزیع�پذیری (خاصیت (α + β)v = αv + βv داریم، F عضو β و α و v ∈ X هر ازای به .۶

اسͺالری) ضرب به نسبت اسͺالری جمع

ضرب توزیع�پذیری (خاصیت α(βv) = (αβ)v داریم، F عضو β و α و v ∈ X هر ازای به .٧

اسͺالرها) میدان در ضرب به نسبت اسͺالری

۱ ∈ F عنصر ͷی ،v ∈ X هر ازای به یعنͬ، است یͺه عنصر دارای اسͺالری ضرب عمل .٨

۱v = v به�طوری�که دارد وجو

به X از ،∥ · ∥ : x −→ ∥x∥ چون تابعͬ ،X برداری فضای روی نرم نیم ͷی .٢٢.١.١ تعریف

بطوریͺه: است [۰,∞)

۵



.∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ ،x, y ∈ X هر ازای به .١

.∥tx∥ = |t| ∥x∥ ،t ∈ C و x ∈ X هر ازای به .٢

مͬ�نامند. X روی نرم ͷی را ∥ · ∥ آنگاه ،x = ۰ که شود نتیجه ∥x∥ = ۰ از این، بر علاوه اگر

دادن قرار با صورت این در مͬ�نامیم. نرم�دار فضای ͷی را X باشد، X روی نرم ͷی ∥ · ∥ اگر

d(x, y) = ∥x − y∥

مͬ��گوئیم. نرم توسط شده تولید متر را d متر که بود خواهد متری فضای ͷی (X, d) زوج

هرگاه مͬ��گویند، معادل X نرم�دار برداری فضای روی را ∥ · ∥۲ و ∥ · ∥۱ نرم دو .٢٣.١.١ تعریف

باشیم: داشته ،x ∈ X هر ازای به طوریͺه به باشند، داشته وجود m,M ≥ ۰ مانند ثابتͬ اعداد

m∥x∥۲ ≤ ∥x∥۱ ≤ M∥x∥۲.

بود. خواهند برابر نیز نرم دو این توسط القایی توپولوژیهای صورت این در که کنید توجه

هستند. معادل نرم�ها همه�ی ، متناهͬ بعد با برداری فضای ͷی در .٢۴.١.١ قضیه

[۲۱] ک. ر. اثبات:

تعریف زیر بصورت را X در یͺه گوی آنگاه باشد، نرم�دار فضای ͷی X اگر .٢۵.١.١ تعریف

مͬ�کنیم:

ball X = {x ∈ X : ∥x∥ 6 ۱}

است کراندار) فقط (یا نرمͬ کراندار نرم�دار، یͷفضای از Aزیرمجموعه�ی گوییم تعریف١.١.٢۶.

باشد. برقرار x ∈ A هر ازای به ،∥x∥ ≤ M که طوری به باشد Mی > ۰ هرگاه

است. کراندار نرمدار، فضای ͷی از {xn} کشͬ دنباله�ی هر

آنگاه باشد نرم�دار فضای ͷی X کنید فرض .٢٧.١.١ گزاره

شده تعریف (x, y) −→ x+ y صورت به x, y ∈ X هر ازای به که X ×X −→ X نگاشت .١

است. پیوسته باشد،

تعریف (λ, x) −→ λx صورت به λ ∈ F و x ∈ X هر ازای به که F × X −→ X نگاشت .٢

است. پیوسته باشد، شده

۶



[۲۱] . ک. ر. اثبات:

همͽرا آن در کوشͬ دنباله هر هرگاه مͬ�گویند، کامل یͷفضای Xرا نرم�دار فضای تعریف٢٨.١.١.

باشد.

متر با X اگر باشد. X روی نرم ͷی ∥ · ∥ و برداری فضای ͷی X کنید فرض .٢٩.١.١ تعریف

مͬ��گویند. باناخ فضای ͷی را (X, ∥ · ∥) آنگاه باشد، کامل فضای ͷی نرم، این توسط شده تولید

n برداری فضاهای یعنͬ ،Cn و Rn از عبارتند باناخ فضاهای ساده�ترین جمله از .٣٠.١.١ مثال

مثلا، هرگاه شده�اند؛ مجهز معمولͬ اقلیدسͬ متر با که ،C و R روی بعدی

z = (z۱, z۲, ..., zn) (zi ∈ C)

آنگاه باشد، C در بردار ͷی

∥z∥ =
(
|z۱|۲ + ... + |zn|۲

) ۱
۲ .

مثال، عنوان به کرد. تعریف نیز دیͽری نرم�های مͬ�توان C روی

∥z∥ = max (|zi| : ۱ ≤ i ≤ n) یا ∥z∥ = |z۱| + |z۲| + ... + |zn|.

.[۲۱] به کنید رجوع بیشتر توضیحات برای

مͬ�گیریم: نظر در زیر صورت به را ∥.∥∞ : R۲ −→ [۰, +∞) نرم R۲ روی .٣١.١.١ مثال

∥ (x, y) ∥∞ = max {|x|, |y|}

مͬ�باشد، کامل آن تحت R۲ که مͬ�باشد R۲ روی نرم ͷی بالا تعریف با نگاشت این صورت این در

مͬ�باشد. باناخ فضای ͷی (R۲, ∥.∥∞) بنابراین

.[۲۱] به کنید رجوع بیشتر توضیحات برای

مͬ�گیریم: نظر در زیر صورت به را ∥.∥۱ : R۲ −→ [۰, +∞) نرم R۲ روی .٣٢.١.١ مثال

∥ (x, y) ∥۱ = |x| + |y|

مͬ�باشد، کامل آن تحت R۲ که مͬ�باشد R۲ روی نرم ͷی بالا تعریف با نگاشت این صورت این در

مͬ�باشد. باناخ فضای ͷی (R۲, ∥.∥۱) بنابراین

.[۲۱] به کنید رجوع بیشتر توضیحات برای

٧


