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چͺيده

چͺيده
صورت به که مͬ�پردازیم L الحاق خود عملͽر معرفͬ به ابتدا رساله این در

L =
d

dx
(p(x)

d

dx
) + r(x),

ویژه مقدار مسئله و مͬ�شود، مشخص
Lu+ λρ(x)u = ٠, x ∈ (a, b), (١)

مجزا مرزی شرایط با
α١u(a) + α٢u

′(a) = ٠, |α١|+ |α٢| > ٠,

β١u(b) + β٢u
′(b) = ٠, |β١|+ |β٢| > ٠.

ثابت مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد منفرد و منظم صورت دو به را آن و نامیده اشتورم-لیوویل مسئله�ی را
مقدار هر با متناظر ویژه توابع و باشد،حقیقͬ�اند داشته وجود معادله این از ویژه مقادیر اگر که مͬ�کنیم
عملͽرهای از آن در که کسری، اشتورم-لیوویل مسائل برای را مطلب این متعامدند. حقیقͬ ویژه�ی
انتͽرال وتبدیلات کرده معرفͬ را متناهͬ انتͽرال تبدیلات هم�چنین مͬ�دهیم. تعمیم شده استفاده کسری
نظریه�ی از استفاده با را آن�ها معͺوس و مͬ�کنیم مطرح را لژاندر و هنͺل فوریه، اشتورم-لیوویل، متناهͬ
مرزی مقدار مسائل حل در متناهͬ تبدیلات این که است ذکر به لازم مͬ�آوریم. به�دست فوریه سری

مͬ�شوند. واقع مفید بسیار

اشتورم-لیوویل، متناهͬ تبدیل متناهͬ، تبدیلات کسری، اشتورم-لیوویل مسئله�ی : کلیدی کلمات
کسری. لژاندر معادله هنͺل، متناهͬ تبدیل لژاندر، متناهͬ تبدیل فوریه، متناهͬ تبدیل

ج



مطالب فهرست

٣ مقدمه

۶ نمادها فهرست

٨ اشتورم�لیوویل مسائل ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عملͽر�خودالحاق ١.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشتورم-لیوویل مسئله�ی ٢.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه توابع وجود ٣.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفرد اشتورم-لیوویل مسئله�ی ۴.١

١٩ متناهͬ تبدیل�های ٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشتورم-لیوویل متناهͬ های تبدیل ١.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ فوریه�ی تبدیل�های توسعه ٢.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هنͺل متناهͬ تبدیل� ٣.٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ لژاندر تبدیل ۴.٢

۴١ کسری اشتورم�لیوویل مسئله ٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژگͬ�ها و تعاریف ١.٣
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری اشتورم-لیوویل مسائل ٢.٣
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری: لژاندر معادله ٣.٣
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر انتͽرال تبدیل ۴.٣
۶٣ . . . . . . . . معین وردشͬ مسئله�ی جواب در لژاندر جمله�ای�های چند از کاربردی ۵.٣
۶۵ انتشار متغیرهای با همراه کسری انتشار مسئله�ی و لژاندر جمله�ای�های چند از کاربردی ۶.٣
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . انتشار متغیر با کسری انتشار مسئله�ی تقارن بازتاب ٧.٣

۶٨ مراجع



٢ مطالب فهرست

۶٩ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٧١ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

٧۴ Abstract



مقدمه

نشان را کسری مختلف عملͽرهای از استفاده با اشتورم-لیوویل مسئله کسری مدل پایان�نامه این در
هنͺل فوریه، ، اشتورم-لیوویل تبدیل�های مانند متناهͬ دامنه�ی با انتͽرال تبدیلات به هم�چنین مͬ�دهیم.
عادی دیفرانسیل معادلات حل برای شده شناخته ابزاری انتͽرال تبدیل�های مͬ�پردازیم. متناهͬ لژاندر و
برای آن العاده�ی فوق نظری اهمیت بر علاوه انتͽرال تبدیل�های مͬ�باشند. انتͽرال معادلات و جزئͬ و
و ͷفیزی علوم در موجود مسائل از گسترده�تری طیف حل برای ساده�ای و مؤثر راهنمای ریاضیدانان،
به انتͽرال تبدیل اعمال با مͬ�توان را دارد بر در مشتق که مسئله�ای کلͬ به�طور مͬ�کند. ارائه مهندسͬ
سپس مͬ�دهیم کاهش شده، تشͺیل تبدیل متغیر در چندجمله�ای�ها ضرب از فقط که ساده�تر مسئله�ی

مͬ�یابیم. را آن معͺوس تبدیل آن�گاه و مͬ�کنیم حل تبدیل دامنه�ی در را مسئله
در است. الحاق خود عملͽر و اشتورم-لیوویل مسايل از مختصری توضیح پایان�نامه این اول فصل
با مسائلͬ مورد در انتͽرال تبدیل�های بردن کار به برای مͬ�پردازیم. متناهͬ انتͽرال تبدیلات به دوم فصل
متناهͬ انتͽرال را تبدیل�ها نوع این بنابراین باشد، متناهͬ تبدیل انتͽرال حدود استکه لازم متناهͬ دامنه�ی
البته و مͬ�شود واقع مفید مرزی مقدار مسائل از برخͬ جواب آوردن به�دست در تبدیلات این که مͬ�نامیم
تبدیل ͷی تعیین برای مستقیم روشͬ اشتورم-لیوویل مسائل نمونه برای دارند. نیز دیͽری کاربردهای
و کسینوسͬ تبدیل�های کند. مͬ فراهم شده داده مرزی مقدار مسئله ͷی حل در مناسب، خطͬ انتͽرال

کلͬ فرم انتͽرال، تبدیل مواقعͬ چنین در هستند. آن خاص حالت�های متناهͬ فوریه�ی سینوسͬ

F (n) =

∫ b

a
r(x)ϕn(x)f(x)dx, n = ١,٢, . . . ,

و f(x) تابع اشتورم-لیوویل تبدیل را F (n) و وزن تابع r(x) آن در که مͬ�گیرید خود به را
متناهͬ فوریه�ی تبدیل�های به مͬ�توان دیͽر مورد در مͬ�گویند. تبدیل هسته�ی را k(x, n) = r(x)ϕn(x)

به تبدیل�ها این و هستند تبدیل�ها کاربردترین پر از متناهͬ فوریه تبدیل از پس که کرد اشاره یافته تعمیم
مͬ�باشند. وابسته اشتورم-لیوویل مسائل

را آن خاص موارد از مورد شش که است متناهͬ هنͺل تبدیل مͬ�کنیم، اشاره آن به که دیͽری تبدیل
به�طور استوانه�ای مختصات در شده فرمول�بندی مرزی مقدار مسائل حل در تبدیل این که مͬ�کنیم بررسͬ
ظاهر آویزان زنجیر ͷی نوسانات تعیین مانند دیͽری کاربردهای در تبدیل این مͬ�شود. ظاهر طبیعͬ
در .[١٧] است اشتورم-لیوویل کلͬ تبدیل از خاصͬ حالت تبدیل این که است ذکر شایان مͬ�گردد.
عرصه�های از بسیاری در مهمͬ نقش مسائل این که مͬ�پردازیم اشتورم-لیوویل مسائل به سوم فصل



۴ مقدمه

معرفͬ پیش سال ١٧٠ حدود در بار اولین برای مسائل این مͬ�کنند. ایفا ریاضیات و مهندسͬ علمͬ،
نوشته مرتبط موضوعات و موضوع این بر تمرکز با زیادی کتاب�های و مقالات آن از پس .[۴] شدند

مͬ�شود. انجام رشته این روی بر بسیاری تحقیقات هم هنوز و شده
است: گونه بدین (SL اختصار (به اشتورم-لیوویل دیفرانسیل معادلات از استاندارد شͺل ͷی

− d

dx

[
p(x)

dy

dx

]
+ q(x)y = λw(x)y,

نیازمند را اضافه�تری شرایط معادلات حسب بر که هستند خاصͬ توابع w(x) و q(x) و p(x) آن در که
به مͬ�توان را لژاندر و ژاکوبͬ لاگر، هرمیت، قبیل از مهم دیفرانسیل معادلات از بسیاری شد. خواهند

شͺل به مرزی شرایط با همراه بالا دیفرانسیل معادله کرد. تبدیل بالا مانند SL مسئله ͷی
c١y(a) + c٢y(a) = ٠, (c٢١ + c٢٢ > ٠),

d١y(b) + d٢y(b) = ٠, (d٢١ + d٢٢ > ٠),

متناهͬ بازه�ی در پیوسته توابع w(x) و q(x) ،p(x) که مͬ�شود شناخته معمولͬ SL مسئله ͷی به�عنوان
ویژه تابع را آن جواب و ویژه مقدار باشد داشته جواب ͷی بالا مسئله که حالتͬ برای را λ هستند. [a, b]

هر به مربوط ویژه توابع و است حقیقͬ بالا مسئله ویژه مقدار که است این کلیدی نتایج از ͬͺی مͬ�گویند.
اشتورم-لیوویل) (مسئله SLP ͷی باشد صفر p(x) ،x = a, b در که هنͽامͬ هستند. عمود ویژه، مقدار
زیر به�صورت آن استاندارد فرم که است لژاندر دیفرانسیل معادله منفرد SLPهای از ͬͺی است. منفرد

است:
d

dx

[
(١− x٢)

]
+ n(n+ ١)y = ٠.

مͬ�آید وجود به ͷفیزی دیͽر دستͽاه�های یا آزاد دستͽاه ͷی در لاپلاس معادلات حل در لژاندر معادله�ی
از برخͬ جواب در و شد تحقیق و معرفͬ ناپیوسته لژاندر تبدیل مفهوم لژاندر، توابع با ارتباط در .[۵]
لژاندر تبدیل [۶] هارل و دبناث شد. گرفته به�کار [١٩] ترانتر و [٣] چرچیل توسط دیفرانسیل معادلات
قطب در مرزی مقدار مسائل حل در را آن کاربردهای و کردند معرفͬ را آن کاربردی ویژگͬ�های و پیوسته
و ها ویژگͬ مورد این در دادند. نشان را است ارتباط در نیومان و دریͺله مرزی های حالت با که کره
و لژاندر تبدیل ی درباره کلͬ نظر اظهار ͷی [١١ ،١٠] گوپتا و گوپتا است. آمده [١٢] در کاربردهایͬ
را آن در گرما تولید هم�چنین و ناپایدار رسانایͬ با قطعه ͷی در گرما انتقال مسائل حل در آن کاربردهای

کردند. بیان
استاندارد را لژاندر چندجمله�ای آن در که کردند معرفͬ کامل لژاندر تبدیل ͷی [٢] وارنر و استند و باترز
دیفرانسیل حساب [٨] کوه و دیبا شدند. جابه�جا ( حقیقͬ عدد λ) pλ(x) تابع با صحیح) عدد k) pk و
به�طور آن�ها دادند. بسط را بود شده بحث [٢] در که پیوسته لژاندر تبدیل برای را کاربردی انتͽرال و
مرزی مقدار مسائل حل برای آن�ها از و کردند معرفͬ پیچش معادله�ی و گیری مشتق سری ͷی اختصار
ذکر لژاندر تبدیل�های و لژاندر معادلات اشتورم-لیوویل، مسائل برای که ارجاعاتͬ در کردند. استفاده
مشخص اخیر سال�های در که چند هر گرفتند. نظر در را صحیح مشتقات دستور فقط نویسندگان شد،



۵ مقدمه

به مͬ�آورد. فراهم دستͽاه در را دقیق�تری حل راه گیری مشتق مدل کاربردها، از بسیاری در که شده
بنابراین مͬ�کنند. پیدا تمایل کسری اشتورم-لیوویل مسائل سمت به آینده در طبیعͬ مدل�های زیاد احتمال

بͽیرند. قرار بررسͬ مورد مسائل گونه این که است ضروری
از کلاس دو و مͬ�کنیم تعریف را کسری اشتورم-لیوویل عملͽرهای از برخͬ پایان�نامه این ٣ فصل در
هم�چنین مͬ�شوند. نامͽذاری منظم و منفرد FSLPهای به که کرده معرفͬ نیز را کسری SL مسائل
متعامدند. متفاوت ویژه�ی مقدار دو با متناظر ویژه توابع و حقیقͬ عملͽرها ویژه مقادیر که مͬ�کنیم ثابت
را آن حل راه و مͬ�کنیم معرفͬ را کسری لژاندر معادله�ی منفرد های FSLP برای عملͽر ͷی به�عنوان
لژاندر معادله ͷی از که لژاندر چندجمله�ای�های که دهیم مͬ نشان هم�چنین مͬ�دهیم. قرار بحث مورد

مͬ�آید. به�دست صحیح لژاندر معادله ͷی شبیه مͬ�شوند حاصل کسری
آن کاربردهای و مͬ�کنیم محاسبه دقیق و کامل به�طور کسری لژاندر عملͽر برای را لژاندر انتͽرال تبدیل
و ژاکوبͬ لاگر، هرمیت، مثل دیͽر دیفرانسیل معادلات از بسیاری که است ذکر قابل دهیم. مͬ نشان را

دهند. شͺل تغییر اشتورم-لیوویل معادله ͷی به مͬ�توانند لژاندر



نمادها فهرست

١٠. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشتورم-لیوویل. SL

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α دستور از کسری انتͽرال Iα

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . γ مرتبه از اول نوع بسل تابع Jν(.)

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . γ مرتبه از دوم نوع بسل تابع Yν(.)

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاما تابع Γ(.)

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرین تابع G(x, t)

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشتورم-لیوویل تبدیل T [.]

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i نوع هنͺل تبدیل hi,ν

۴٠. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زوج لژاندر تبدیل Le

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرد لژاندر تبدیل Lo

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری لژاندر جمله�ای چند Ln(x)

١١. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رونسͺین W

۵٠. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری زیرفضای S

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ عملͽر Lz

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری فضای V

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقͬ قسمت ℜe

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخص بازه�ی روی ͹لب پذیر انتͽرال فضای L٢(I)

١٢. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقͬ اعداد مجموعه R

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͹پذیرلب اندازه توابع مجموعه L١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [a, b] روی دوم و اول مشتقات با پیوسته توابع همه مجموعه�ی C٢[a, b]

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [a, b] روی اول مشتق با پیوسته توابع همه مجموعه�ی C١[a, b]

١٠. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [a, b]روی پیوسته توابع همه مجموعه�ی C[a, b]

۴٢. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری اشتورم-لیوویل مسئله FSLP

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷی نوع کسری اشتورم-لیوویل مسئله FSLP١

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دو نوع کسری اشتورم-لیوویل مسئله FSLP٢



٧ نماد�ها فهرست

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α دستور از کسری مشتق Dα

۴٠. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زوج لژاندر تبدیل معͺوس L−١
e

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرد لژاندر تبدیل معͺوس L−١
o

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میدان F



١ فصل

اشتورم�لیوویل مسائل



فصل مقدمه

مسئله معرفͬ به ادامه در مͬ�کنیم. معرفͬ را خودالحاق ماتریس و خودالحاق عملͽر ابتدا فصل این در
ͬͽونͽچ هم�چنین مͬ�دهیم. ارائه زمینه این در قضایایͬ و تعاریف و پرداخته منظم اشتورم-لیوویل
مسئله مورد در نیز مختصری توضیح مͬ�آوریم. مثال ͷی مورد این در و داده شرح را ١ گرین تابع ساخت
بیشتری کاربرد که اشتورم-لیوویل مسائل زمینه�ی در قضیه چند پایان در و داده منفرد اشتورم-لیوویل

است. [٩ ،١] منابع از برگرفته فصل این مطالب مͬ�کنیم. بیان دارد

عملͽر�خودالحاق ١.١

زیر دوم مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادله به توجه با
p(x)y′′ + q(x)y′ + r(x)y = ٠, (١.١)

نوشت: مͬ�توان
Ly = ٠,

که
L = p(x)d٢/dx٢ + q(x)d/dx+ r(x), (٢.١)

L مͬ�گیرد. قرار C٢(I) در y که مͬ�شود نامیده دوم مرتبه�ی خطͬ دیفرانسیل عملͽر ͷی بالا رابطه�ی
به�طوری�که است X برداری فضای در عملͽرخطͬ ͷی

L(ax+ by) = aLx+ bLy ∀a, b ∈ F x, y ∈ X.

به�طوری�که است L′ به�صورت عملͽری L از الحاق ͷی باشد داخلͬ ضرب فضای ͷی X اگر
⟨Lx, y⟩ = ⟨x, L′y⟩ x, y ∈ X.

بعد با داخلͬ ضرب فضای ͷی X چنان�چه است. الحاق خود عملͽر ͷی Lصورت این در L = L′ اگر
{ei : ١ ≤ i ≤ n} متعامد پایه�ی به�وسیله�ی مͬ�توان را خطͬ عملͽر هر که مͬ�دانیم باشد، Cn از متناهͬ

1. Green



١٠ اشتورم�لیوویل مسائل .١

داد: نشان زیر ماتریس با

A =

 a١١ . . . a١n
... ...
an١ . . . ann

 = (aij).

بطوری�که باشد موجود x ∈ X صفر غیر بردار و باشد Aماتریس از ویژه مقدار ͷی a چنان�چه
Ax = ax,

ͷی A مͬ�شود. بیان a ویژه�ی مقدار بوسیله�ی که است A ماتریس نظیر ویژه بردار x صورت این در
اگر است الحاق خود ماتریس
باشند. حقیقͬ ویژه مقادیر −١

باشند. متعامد متفاوت ویژه مقادیر با متناظر آن ویژه بردارهای −٢
باشند. X برای پایه ͷی ویژه بردارهای −٣

شده تعریف دوم مرتبه�ی خطͬ دیفرانسیل عملͽر ͷی L : C٢(a, b) → L٢(a, b) اگر .١.١.١ قضیه
به�وسیله�ی

Lu = p(x)u′′ + q(x)u′ + r(x)u, x ∈ (a, b), (٣.١)

آن�گاه باشد الحاق خود عملͽر ͷی نیز L و r ∈ C(a, b), q ∈ C١(a, b), p ∈ C٢(a, b) به�طوری�که باشد
معادله�ی ویژه�ی مقادیر

Lu+ λu = ٠, (۴.١)

[١] متعامدند. متفاوت ویژه�ی مقادر به�وسیله�ی شده بیان ویژه�ی تابع جفت هر و حقیقͬ�اند

اشتورم�لیوویل مسئله�ی ٢.١

باشد: زیر به�صورت الحاق خود عملͽر ͷی L اگر
L =

d

dx
(p(x)

d

dx
) + r(x). (۵.١)

ویژه�ی مقدار مسئله�ی به صورت این در
Lu+ λρ(x)u = ٠, x ∈ (a, b), (۶.١)

زیر مجزای مرزی شرایط با
α١u(a) + α٢u

′(a) = ٠, |α١|+ |α٢| > ٠, (٧.١)

β١u(b) + β٢u
′(b) = ٠, |β١|+ |β٢| > ٠. (٨.١)

اشتورم- ویژه�ی مقدار مسئله�ی هستند، حقیقͬ های ثابت βi و αi و حقیقͬ مقدار با پیوسته تابع ρ که
است، مرزی شرایط روی خودالحاق عملͽر ͷی L چون مͬ�شود. گفته SL مسئله�ی اختصار به یا لیوویل
آن ویژه�ی توابع و حقیقͬ باشد داشته وجود (۶.١) معادله�ی از ویژه مقادیر اگر که مͬ�دانیم بنابراین

متعامدند.



١١ اشتورم�لیوویل مسئله�ی ٢.١

SL مسئله�ی صورت این در است، اشتورم-لیوویل مسئله�ی از ویژه مقدار ͷی λ٠ .١.٢.١ تعریف
λ٠ با متناظر ویژه�ی تابع u٠ به که دارد u٠ ̸= ٠ بدیهͬ غیر جواب ͷی λ = λ٠ ازای به (٨.١)-(۶.١)

مͬ�گویند. اشتورم-لیوویل مسئله�ی ویژه�ی جفت λ٠ و u٠ به هم�چنین مͬ�شود، گفته
اشتورم-لیوویل مسئله�ی از ویژه جفت ͷی هم λ٠ و ku٠ بنابراین باشد صفر مخالف ثابت ͷی k اگر
مͬ�شود ثابت و مͬ�گوییم اشتورم-لیوویل مسئله�ی ساده�ی ویژه�ی مقدار λ٠ به صورت این در که هستند

دارد. وجود λ٠ با متناظر ویژه تابع ͷی تنها که

رونسͺین صورت این در باشند، I بازه�ی روی پذیر مشتق تابع دو u٢, u١ کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف
مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت آن�ها

W [u٢, u١](x) = u١(x)u
′
٢(x)− u′١(x)u٢(x).

صورت این در باشند پذیر مشتق u٢, u١ کنیم فرض لاگرانژ) (اتحاد .٣.٢.١ قضیه
u٢(x)Lu١(x)− u١(x)Lu٢(x) = {u٢(x);u١(x)}′.

مͬ�کنیم: معرفͬ زیر صورت به و گفته لاگرانژ براکت W [u١, u٢] به x ∈ I برای
{u٢(x);u١(x)} := p(x)W [u١, u٢], x ∈ I.

[١] است. u٢, u١ رونسͺین همان W [u١, u٢] که

مقادیر با متناظر ویژه وتوابع حقیقͬ�اند اشتورم-لیوویل مسئله�ی ویژه�ی مقادیر همه�ی .۴.٢.١ قضیه
متعامدند. [a, b] روی ρ وزن تابع به نسبت متفاوت، ویژه�ی

لاگرانژ اتحاد طبق هستند. اشتورم-لیوویل مسئله�ی از ویژه جفت�های λ١u١, λ٢u٢ کنیم فرض برهان.
داریم: آن�ها وتفاضل u١ در Lu٢ = −λ٢ρ(x)u٢ و u٢ در Lu١ = −λ١ρ(x)u١ طرفین ضرب با و

u١(x)Lu٢(x)− u٢(x)Lu١(x) = {p(x)W [u١, u٢]}′,

داریم: x ∈ [a, b] ازای به لذا
(λ١ − λ٢)ρ(x)u١(x)u٢(x) = {p(x)W [u١, u٢]}′,

داریم: [a, b] بازه�ی روی انتͽرال�گیری با
(λ١ − λ٢)⟨u١u٢⟩ρ = {p(x)W [u١, u٢]}ba,

مͬ�شود: ثابت مͬ�کنند، صدق اشتورم-لیوویل مسئله�ی مرزی شرایط در u٢, u١ اینͺه به توجه با
W [u١(x), u٢(x)](a) =W [u١(x), u٢(x)](b) = ٠.

بنابراین
(λ١ − λ٢)⟨u١(x)u٢(x)⟩ρ = ٠.



١٢ اشتورم�لیوویل مسائل .١

متعامدند. ρ وزن تابع به نسبت u٢, u١ توابع پس λ١ ̸= λ٢ اینͺه به توجه با
مͬ�کنیم فرض که صورت این به مͬ�کنیم، عمل قبل مانند حقیقͬ�اند ویژه مقادیر اینͺه اثبات برای حال

داریم: این بنابر باشد آن مزدوج λ و مختلط λ
(λ− λ)⟨u(x)u(x)⟩ρ = ٠,

به و
(λ− λ)

∫ b

a
ρ(x)|u(x)|٢dx = ٠,

که ∫مͬ�رسیم b

a
ρ(x)|u(x)|٢dx ̸= ٠,

است. حقیقͬ λپس .λ = λ و

اشتورم- مسئله�ی (٨.١) تا (۶.١) سیستم به نشود، صفر [a, b] در p و باشد متناهͬ (a, b) بازه�ی هرگاه
مͬ�کنیم ادعا منظم اشتورم-لیوویل مسئله�ی در واقع مͬ�شود.در گفته منظم) SL (مسئله�ی منظم لیوویل
عملͽر از ویژه توابع همان SL مسئله�ی جواب�های که است روشن است. p(x) > ٠ [a, b] بازه�ی در که
مسئله�ی که داد نشان مͬ�توان مͬ�کند. صدق (٨.١)،(٧.١) مرزی شرایط در که است C٢ در −L/p

مͬ�کنیم فرض سادگͬ برای مͬ�کند. تولید رانیز L٢ρ(a, b) فضای بلͺه دارد جواب�هایͬ تنها نه منظم SL
تابع از مͬ�سازیم. (٨.١)،(٧.١) مرزی شرایط روی L عملͽر برای را گرین تابع ابتدا است. ρ(x) = ١

مͬ�کنیم. استفاده (L (وارون L−١ انتͽرال به رسیدن برای گرین

ویژه توابع وجود ٣.١

الحاق خود عملͽر برای گرین تابع

L = p
d٢

dx٢
+ p′

d

dx
+ r,

مرزی شرایط روی
α١u(a) + α٢u

′(a) = ٠, |α١|+ |α٢| > ٠,

β١u(b) + β٢u
′(b) = ٠, |β١|+ |β٢| > ٠,

به�صورت تابعͬ
G : [a, b]× [a, b] −→ R,

است: زیر ویژگͬ�های با همراه
یعنͬ: است متقارن تابع ͷی G −١

G(x, ξ) = G(ξ, x) ∀x, ξ ∈ [a, b].



١٣ ویژه توابع وجود ٣.١

مͬ�کند. صدق مرزی شرایط در ξ, x متغیر هر برای G و
در که است {[a, b]× [a, b] | (x, y) : x = y} روی C٢ کلاس از [a, b]× [a, b] در پیوسته تابع ͷی G −٢

مͬ�کند: صدق زیر دیفرانسیل معادله�
LxG(x, ξ) = p(x)Gxx(x, ξ) + p′(x)Gx(x, ξ) + r(x)G(x, ξ) = ٠.

دارد: x = ξ در ͬͽپیوست نا ͷی ∂G
∂x −٣

∂G

∂x
(ξ+, ξ)− ∂G

∂x
(ξ−, ξ) = lim

δ→٠+
[
∂G

∂x
(ξ + δ, ξ)− ∂G

∂x
(ξ − δ, ξ)] =

١
p(ξ)

. (٩.١)

فرض دارد. را u = ٠ جزئͬ جواب ͷی تنها (٨.١)،(٧.١) مرزی شرایط روی ،Lu = ٠ همͽن معادله�ی
پس نیست، هم L ویژه�ی مقدار که باشد حقیقͬ عدد ͷی λ اگر و نیست. L ویژه�ی مقدار صفر کنیم

یافت: را زیر عملͽر مͬ�توان
L = L+ λ = p

d٢

dx٢
+ p′

d

dx
+ r,

وحالا r(x) = r(x) + λ اینجا در که
Lu+ λu = Lu+ (λ− λ)u.

از ویژه مقدار ͷی (λ− λ) اگر وتنها اگر است u ویژه تابع به وابسته L از ویژه مقدار ͷی λ که مͬ�دانیم
ویژه مقدار ͷی صفرنمͬ�تواند پس نیست، L از ویژه مقدار ͷی λ چون باشد. u ویژه�ی تابع به وابسته L

نیستند. L ویژه�ی مقادیر که دارند وجود طبیعͬ عددهای بنابراین باشد. L از

[١] مͬ�شوند. معرفͬ حقیقͬ ثابت ͷی صورت وبه هستند کراندار L ویژه مقادیر .١.٣.١ لم

مͬ�سازیم: زیر مرزی شرایط روی L عملͽر برای را گرین تابع اکنون

α١u(a) + α٢u
′(a) = ٠ |α١|+ |α٢| > ٠,

β١u(b) + β٢u
′(b) = ٠ |β١|+ |β٢| > ٠.

(غیر یͺتای جواب دو Lu = ٠ دوم مرتبه�ی دیفرانسیل معادلات ، [۴] وجودی استاندارد قضیه�ی طبق
دارد: زیر صورت به v٢ و v١ بدیهͬ)

v١(a) = α٢, v′١(a) = −α١,

v٢(b) = β٢, v′٢(b) = −β٢.

مͬ�کند: صدق مرزی اول شرط در x = a در v١ که صورت این به
α١v١(a) + α٢v

′
١(a) = ٠,

مͬ�کند: صدق x = b در مرزی دوم شرط در v٢ و
β١v١(b) + β٢v

′
١(b) = ٠.



١۴ اشتورم�لیوویل مسائل .١

مرزی شرایط و Lu = ٠ در آن�ها ریشه�های دیͽر عبارت به خطͬ�اند، مستقل v٢ و v١ که است واضح
دارد. تناقض نیست L ویژه�ی مقدار صفر این�که فرض با مطلب این اما مͬ�کند، صدق

مͬ�گیریم: نظر در زیر بصورت را G تابع حال

G(x, ξ) =

{
c−١v١(ξ)v٢(x), a ≤ ξ ≤ x ≤ b

c−١v١(x)v٢(ξ), a ≤ x ≤ ξ ≤ b,
(١٠.١)

است: زیر به�صورت صفر، مخالف و ثابت c این�جا در
c = p(x)[v١(x)v

′
٢(x)− v′١(x)v٢(x)] = p(x)W (v١, v٢)(x). (١١.١)

داریم: لاگرانژ اتحاد طبق و صفراند مخالف [a, b] بازه�ی روی p و W
[p(v١v

′
٢ − v′١v٢)]

′ = v١Lv٢ − v٢Lv١ = ٠. (١٢.١)

(٩.١) معادله�ی از استفاده با است. صادق شده گفته ویژگͬ�های در G(ξ, x) داد نشان مͬ�توان سادگͬ به
داریم: (١٠.١) از گیری مشتق با و

∂G

∂ξ
(x, x+ δ)− ∂G

∂ξ
(x, x− δ) =

١
c
[v١(x)v

′
٢(x+ δ)− v′١(x− δ)v٢(x)],

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت C([a, b]) روی را T عملͽر حال ، δ > ٠ اینجا در

(Tf)(x) =

∫ b

a
G(x, ξ)f(ξ)dξ. (١٣.١)

را بالا رابطه�ی است. Lu = f دیفرانسیل معادله از جوابͬ و C٢([a, b]) کلاس از Tf تابع مͬ�دهیم نشان
مͬ�گیریم: مشتق و کرده نویسͬ باز

(Tf)(x) =

∫ x

a
G(x, ξ)f(ξ)dξ +

∫ b

x
G(x, ξ)f(ξ)dξ,

(Tf)′(x) =

∫ x

a
Gx(x, ξ)f(ξ)dξ +

∫ b

x
Gx(x, ξ)f(ξ)dξ,

(Tf)′′(x) =

∫ x

a
Gxx(x, ξ)f(ξ)dξ +Gx(x, x

−)f(x−) +

∫ b

x
Gxx(x, ξ)f(ξ)dξ −Gx(x, x

+)f(x+),

و پیوسته�اند x = ξ در f و G این�جا در
Gx(x, x

−)−Gx(x, x
+) =

١
c
[v١(x

−)v′٢(x)− v′١(x)v٢(x
+)] =

١
p(x)

,

داریم: v٢ و v١ ͬͽپیوست از استفاده با لذا

(Tf)′′(x) =

∫ x

a
Gxx(x, ξ)f(ξ)dξ +

∫ b

x
Gxx(x, ξ)f(ξ)dξ +

f(x)

p(x)
.

مͬ�کند: صدق زیر رابطه�ی در و دارد قرار C٢([a, b]) در Tf که مͬ�گیریم نتیجه و
L(Tf)(x) = p(x)(Tf)′′(x) + p′(x)(Tf)′(x) + r(x)(Tf)(x)

=

∫ x

a
LxG(x, ξ)f(ξ)dξ +

∫ b

x
LxG(x, ξ)f(ξ)dξ + f(x) = f(x),


