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م �                                  قد� �              

 .,ی ب2شد      0ول ز#د"ی  .در -�ا,ی ام * با'را%$ ز#د"ی ��دن را از او آ�و��م و ����ه �وق 
ن �                                                                                                                       
�,ی 
ن ا@ت<دارزاده -�ا,ی ام >ید:جاد78ی 456ی                                 Aدل Cودش ماFو  *       .

   .      Yوردگارا VWن عاSTت ، سلاOت و Nعادت را <ای آJن Iقدر Hما                                                                                                                      



سپاسگذاري
 

پروردگارا، اي هستي بخش وجود، مرا به نعمات بيكرانت توان شكر نيست، الهي مرا مدد كن 

تا دانش اندكم نه نردباني باشد براي فزوني و تكبر، نه دستمايه اي براي تجارت، بلكه گامي 

. باشد براي تجليل از تو و متعالي ساختن زندگي خود و ديگران

خداوند منان را شاكر و سپاسگزارم كه با استعانت از او و الطاف بي كرانش توانستم اين رساله 

. را به پايان برسانم

همچنين لازم مي دانم از زحمات بي دريغ استاد راهنماي خود، دكتر پيمان نيرومندكه با 

. رهنمودهاي ارزشمندشان در طول انجام اين پايان نامه همراه من بودند سپاسگزاري نمايم
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��������� !��'� $� ������A��'!��4��� 3��0�!��� ���� ���+ !��,��- .��' E��������V��� L/I = {I + x

/
x ∈ L} ���=�����:��6 s$���O

L

I
× L

I
→ L

I

(I + x, I + y) 	−→ I + [x, y] .

/����������� $�!��6 �$���%�&��'� $� (�������� �������X��+� ���+ !��,��- L ���������0 1!��2 B5�%�*�%�� @��A���)��#
L� = L ,

Ln+� = [Ln, L] , ∀n ≥ �

���������� E��%���F !��'� �$���%�
��� ����)*�����'� �� 	!��� .��' 
��0
L� ⊇ L� ⊇ · · · ⊇ Ln ⊇ · · ·

(����������7 L ?���������'���� 	J��0!��� 	!��� �$ �* 
��+���
�!����
�*�,�	 ����	�� 
�	�


C



������� $�!��6 �$���%�&��'� $� (�������� �������X��+� ���+ !��,��- L ���������0 1!��2 BE�%�*�%�� @��A���)��#
L(�) = L

L(n+�) = [L(n), L(n)] , ∀n ≥ �

(���'*����� 3�����
��� !��'� 	!��� 
��0
L� ⊇ L(�) ⊇ · · · ⊇ L(n) ⊇ · · ·

(���������� �����������7 L Bt��=��V��� 	!��� 
�$ L ����R��* L(n) = � !��R� ���'  mn 	���:��� ���' !��=�����0 ��$ ��n G������������ �$ L ����R��* >Ln+� = � !��R�

(/���������7 mn 	���:��� ���' !��=�����0 t��=��V��� )���l ��n ?!��'D����E��F
{������!��� 
��� L $� X C������)*�����'�  Z�����J��0!��� �$���%�&��'� $� >X ⊆ L ���������0 1!��2 B<�%�*�%�� @��A���)��#

���7��������� A��'!��4��� !��'� �$���%�
���
CL(X) = {y ∈ L

∣∣[x, y] = � , ∀x ∈ X} ,
IL(X) = {y ∈ L

∣∣[x, y] ∈ X , ∀x ∈ X} .

����V��7 Z(L) ���� 
��0 L J��0!��� �$���% &��'� $� (�������� �������X��+� ���+ !��,��- L ���������0 1!��2 B��%�*�%�� @��A���)��#
/��������0����� A��'!��4��� /�����������

Z(L) = {x ∈ L
∣∣[x, y] = � ∀y ∈ L}

�$ Zn(L)  Z�(L) = Z(L) ������� $�!��6 (�������� �������X��+� ���+ !��,��- L ���������0 1!��2 B+�%�*�%�� @��A���)��#
�$���%�&��'� $� (Z(L/Zn−�(L)

)
= Zn(L)

/
Zn−�(L) 
��0 ������:��6 
��� ���'!�����"��� !��S��7 $� L �� ���+*�����'�

Z�(L) ⊆ Z�(L) ⊆ · · · ⊆ Zn(L) ⊆ · · ·
(/���������7 L M���'9���� 	J��0!��� 	!��� �$

�$���%�
��� L 	���!��,��-!��'� �� ���������=��� 	!��� B�H�%�*�%�� @��A���)��#
� = L� ≤ L� ≤ . . . ≤ Ln = L

(���������� �����������7 H	J��0!��� 	!��� .��' >[Li+�, Li] ⊆ Li  n ∈ N 
��0 ������:��6 
���
L )���������:��0���� 	����s!���!��'� k������� z�!��=���� >L �����X��+� !��,��- .��' �� �����������!��2 !��,��-!��'� B���%�*�%�� @��A���)��#
 ������������� L ����O !����!��� �����������!��2 �!��R!��'� ����R��* >�������� 
��=�������7 ���+���������:��0���� !��,��-!��'� |����� L !��R�  (3����

�-�	&�+ 
�	�

�.�������
�!��&����
������	�/�	
��+���/�	
 %���	 ����	�� 
�	�

'����	�� 
�	�


M



(/����������� ����V��7 B φ(L) �������7 ���� �$ �*

 !"��#�$"���%c ���&��'���( ��%��
���+ !��,��- .��' F �* $� 
��0 �������� L ���+ !��,��- �� ���* q��'������7 .��' � → R → F → L → � ���������0 1!��2

���� }!��]��� !��'� �$���%�
��� G ����X���$� 	���e��� j������� $���� &�����+� ������������ c !��"���!��# (3���� ���*
M (c)(L) =

(
R ∩ γc+�(F )

)/
γc+�(R,F )

γ�(R,F ) = R >3���� F ���������'���� 	J��0!��� 	!��� �� 
��������- &������� �(c+ �) >γc+�(F ) �* $� 
��0
~BM� d��-�!��� ������������� �����!��R $� !������ A��'!��4��� 
������V��� A��'!��4��� &��'� (γc+�(R,F ) = [γc(R,F ), F ] 

/��'$�� �������� c = � 
��0 ���=��+���F $� (������������,��� �$ ~B�  ~B?�  ~BC� 
M (�)(L) = M(L) = (R ∩ F �)

/
[R,F ]

(���� }!��]��� ? $���� j������� $���� &�����+�  ������������� $���� !��"���!��# k���e��@��� 
��0

�0	���� 
�������	�
�1��+ )	�
2���
�!���	

H



*=��>���

 !"��#�$"���%c ���&��'���( ���)��'

�	������I��� ��%�*
���* L ���+ !��,��- �$���% &��'� $� (�������� ���+ !��,��- .��' L  
��\������b��� .��' X ���������0 1!��2 B��%���%�* @��A���)��#
d������� !��  A !��,��- !�� 	�!��� 
��0 	$���l 
��� �������� ����-���� i : X → L d������� 	�!��� !��R� ���������� 
��=��@��RX 	$
g d������� � {�����0!��� �������7 goin (goi = f 
��0 ����� 3��2���' g : L → A ���'���=�����' ���=��X��'!����� f : X → A

(m3���� i 
�$���%�&��'� $� (�������� {x�, . . . , xd} 
��\������b��� 	$ ���* ���+ !��,��- .��' F ���������0 1!��2 B*�%���%�* @��A���)��#

��� ���'���!��R���b������- x�, . . . , xd 	������+����  ���������� A��'!��4��� ���'�!��;��=���� $���l�
��� F $� 
��'���� 	���!��R���b������-

���7��������� {���!��� !��'� t��'!��l 
���  ������=��:�� .��' )���l
i < j !��R� xi < xj


��� ���!��R���b������- 
��'���� �������� ���������% ����\  k > � 
��0 k �� !��=�����0 )���l �� ci 
��'���� 	���!��R���b������- 
����� !��R�
(3���� k > cj  ci )���l T������b��� 
��0 ������������� [ci, cj] k!��2 
��� k )���l

�d(n) ���� 
��0 n )���l 
��� X 	$ ���!��R���b������- 
��'���� �����4��� 
��0 ��������� ����V��7 ~GG >L >I� $� B����!������
(���������� A��'!��4��� !��'� �$���%�
��� ���������� ���� ����V��7

�d(n) =
�

n

∑
m

∣∣n
μ(m)d

n/m

�!�	
��

I



.��' �� !����r$J��� 	����\ d���!��� !��� k !��R�  μ(�) = � 
��0�	$���l�
��� ������������� K����������� d������� μ(m) 
��0
)� �����\� p�, . . . , ps 
��0 μ(p� . . . ps) = (−�)s �$���%�&��'� !�����p $� (μ(k) = � �������� !��'D����q��X���

(������=��:�� �J��b���
!��  3���� �d(n) ���4��� �� �������* ���+ !��,��- γn(F )

/
γn+�(F ) >E��,��6 	�����	$�D��R�������7  �������#!��2 t��,��l

n )���l 
���X 	$ ���]��O {�����0!��� .��' � ≤ i ≤ j  xij ∈ X 
��0 [xi� , xi� , . . . , xin ] E������ 
��� ���w��\
(�������������

dimM (c)(L) = �n(c+ �)�$���%�&��'� $� �������� n ���4��� �� ���+ !��,��- .��' L ���������0 1!��2 B��%���%�* 4���
(dimM(L) =

�

�
n(n− �) 

n ���4��� �� ���+ !��,��- .��' F/F � }���# 
��� (�������� n 
��,���$ ���� ���* ���+ !��,��- .��' F /��������0 1!��2 ���������
/��'$�� <��� (�������������

M (c)(L) =

(
R ∩ γc+�(F )

)
γc+�(R,F )

.

<��� R = F � = γ�(F ) �����
M (c)(L) =

γ�(F ) ∩ γc+�(F )

γc+�

(
γ�(F ), F

) .

γc+�

(
γ�(F, F )

)
=

[
γ�(F ), F, . . . , F︸ ︷︷ ︸

���� c

]
= γc+�(F ) /�����7������� �����


��b�����=��7 $� 

M (c)(L) =
γc+�(F )

γc+�(F )
.

/��'$�� dimM(L) =
�

�
n(n− �) 
��]����$ ����,��̀ � 	�!���

�n(�) =
�

�

∑
m

∣∣�
μ(m)n�/m =

�

�

(
μ(�)n� + μ(�)n′)

=
�

�
(n� − n) =

�

�
n(n− �)

S !��R� (�������� � → R → F → L → � ���* q��'������7 ���� ���+ !��,��- .��' L ���������0 1!��2 B/�%���%�* 4���
(������=��:�� t�����6� !��'� 	����
��+���,��7� �$���%�&��'� $� >N ∼= S/R 
��0 �������� F $� ���+������'�

� → R ∩ γc+�(S, F )

γc+�(R,F )

γ→ M (c)(L)
β→ M (c)(L/N)

α→ N ∩ γc+�(L)

γc+�(N,L)
→ � (A��+�

N 
��0 >(L/L�
)
ab

c⊗Nab → M (c)(L) → M (c)
(
L
/
N
) → N ∩ γc+�(L) → � (c

L



M c⊗N = M ⊗ · · · ⊗M︸ ︷︷ ︸
$���� c

⊗N  Nab = N
/
[N,N ]  ������������� 	J��0!���

 Imβ = kerα >Imγ = kerβ > /������ ����V��7 ���'���� �������t�����6� ����,��̀ � 	�!��� (A��+� ���������
/��'$�� <���M (c)(L) =

R ∩ γc+�(F )

γc+�(R,F )
 L/N ∼= F/S �������#!��2 t��,��l 
��0 ���-��* �� (

(/�����'������7����� &��������4��� �$ γ, β, α 	����3������"��7 )���F (M (c)(L/N) =
S ∩ γc+�(F )

γc+�(S, F )

α : M (c)(L/N) → N ∩ γc+�(L)

γc+�(N,L)

x+ γc+�(S, F ) 	−→ x+ γc+�(S, F ) + R ,

β : M (c)(L) → M (c)(L/N)

x+ γc+�(R,F ) 	−→ x+ γc+�(S, F )


γ :

R ∩ γc+�(S, F )

γc+�(R,F )
→ M (c)(L)

x+ γc+�(R,F ) 	−→ x+ γc+�(R,F ) .

&��'�!���������� Imγ = R ∩ γc+�(S, F )
/
γc+�(R,F ) /�����7������� (Imγ = kerβ /����������� ����V��7

kerβ = {x+ γc+�(R,F ) : β
(
x+ γc+�(R,F )

)
= γc+�(S, F )}

= {x+ γc+�(R,F ) : x+ γc+�(S, F ) = γc+�(S, F )}
<��� (���������x ∈ γc+�(S, F ) 
��0 3���� &��'� )����4��� &��'� 

kerβ =
R ∩ γc+�(F ) ∩ γc+�(S, F )

γc+�(R,F )
=

R ∩ γc+�(S, F )

γc+�(R,F )

��0 ���-��* �� (Imγ = kerβ &��'�!����������

kerα = {x+ γc+�(S, F ) : α
(
x+ γc+�(S, F )

)
= γc+�(S, F ) +R}

= {x+ γc+�(S, F ) : x+ γc+�(S, F ) + R = γc+�(S, F ) +R}
<��� (3���� x ∈ γc+�(S, F ) +R ���� )����4��� 
��0

kerα =

(
S ∩ γc+�(F )

) ∩ (
γc+�(S, F ) +R

)
γc+�(S, F )

&��'�!���������� (kerα = Imβ 
��0 3���� ���#� (Imβ =
R ∩ γc+�(F ) + γc+�(S, F )

γc+�(S, F )
����� 

(���������� t�����6� mA��+�n 
��+���,��7�
/��'$�� �$ !��'� j����$ <��� [S, F ] ⊆ R  	J��0!��� N ����� (c

γc+�(S, F
� +R) ⊆ γc+�(S,R) + γc+�(S, F

�)

⊆ γc+�(R,F ) + γc+�(S, [F, F ])

⊆ γc+�(R,F ) .

B�



���=��X��'!����� α :
F

F � +R
×· · ·× F

F � +R
× S

R
→ R ∩ γc+�(F )

γc+�(R,F )
���]��O� 3������"��7 )���F
������0����� ���;��+� �$ !��'�

α∗ =
F

(F � + R)c⊗S/R → R ∩ γc+�(F )

γc+�(R,F )
/�����F >mA��+�n 3�����:��6 t��,��l &��'�!���������� (Imα∗ = γc+�(S, F )

/
γc+�(R,F ) 
��0�	$���l�
���

(���������� ����,��̀ �

�$���%�&��'� $� (�������� L ���+ !��,��- �� )*�����'� .��' N ���������0 1!��2 B5�%���%�* 1��J���������
dimM (c)(L) + dim

(
N ∩ γc+�(L)

)
= dimM (c)

( L
N

)
+ dim

(
γc+�(N,L)

) mA��+�
+dim

(
R ∩ γc+�(S, F )

/
γc+�(R,F )

)

dimM (c)(L) + dim(N ∩ γc+�(L)
)
= dimM (c)

( L
N

)
+ dim

γc+�(S, F )

γc+�(R,F )
mc

dimM (c)(L) + dim
(
N ∩ γc+�(L)

) ≤ dimM (c) L

N
+ dim

( L

L�

)c
ab
⊗Nab ms

(3���� ���#� mA��+�n 3�����:��6 Z� �B� �G /��+ 
��� ������� mA��+� ���������
/��'$�� >Z� �B� �G /��+ !��� ������� mc

dimM (c)(L) = dim kerβ + dim Imβ

= dim Imγ + dim Imβ .

3����� /���������O <��� Imγ =
R ∩ γc+�(S, F )

γc+�(R,F )
�����

dimM (c)(L) = dim
(R ∩ γc+�(S, F )

γc+�(R,F )

)
+ dim Imβ mBn

����� )���F
dimM (c)(L/N) = dim kerα + dim Imα

= dim Imβ + dim
(N ∩ γc+�(L)

γc+�(N,L)

) mGn

��0 ���������� 
��b�����=��7 mGn  mBn ��

dimM (c)(L)− dim
R ∩ γc+�(S, F )

γc+�(R,F )
= dimM (c)(

L

N
)− dim

(N ∩ γc+�(L)

γc+�(N,L)

)

&��'�!����������
dimM (c)(L) + dimN ∩ γc+�(L) = dimM (c)(

L

N
) + dim γc+�(N,L)

+ dim
R ∩ γc+�(S, F )

γc+�(R,F )

BB



<��� N = S/R  L = F/R �����
γc+�(N,L) = γc+�(S/R, F/R)

=
(
γc+�(S, F )

)
+R/R

&��'�!���������� (������������� γc+�(S, F )

R ∩ γc+�(S, F )
���� 3��X��'!�����' 
��0

dimM (c)(L) + dim
(
N ∩ γc+�(L)

)
= dimM (c)(

L

N
) + dim

γc+�(S, F )

γc+�(R,F )

(3���� ���#� mcn 3�����:��6 Z� �B� �G /��+ 
��� ������� (s

���������'���� 	J��0!��� 	!��� L = L� ⊃ L� ⊃ · · · ⊃ Lc ⊃ Lc+� = � ���������0 1!��2 BE�%���%�* @��A���)��#
�������� 	����\ &��'!����.������0 c !��R� 3���� c ���7����������� K[��0 �� L /�����'���R (�������� L ������������ ���+ !��,��- ��
�� L /�����'���R����� dim L

L�
= �  j = �,�, . . . 	�!��� dim Lj

Lj+�
= � !��R� �[��4��� Lc+� = � 
��0

(3���� )���������:��0���� K[��0
$� (�������� c + �K[��0  n ���������=��� ���4��� ���� ������������ ���+ !��,��- .��' L ���������0 1!��2 B<�%���%�* 1��J���������

�$���%�&��'�

dimM (c)(L) ≤ �n−�(c+ �) + �c − � .

/��'$�� mA��+�n 3�����:��6 ~G�� t��,��l ���������
dim

(
M (c)(L)

)
+ dim

(
γc+�(L)

) ≤ �n(c+ �) . m?n
/��'$�� E��,��6 
��b�����=��7 �� 

dimM (c)(L) + dim
(
N ∩ γc+�(L)

) ≤ dimM (c)
( L
N

)
+ dim

( L

L�

)c
ab
⊗Nab . mZn

3����� /���������O <��� N = Z(L) /����������� $�!��6 )���F
γc+�(L) ≤ N .

����� �������O !��'� �$���%�
��� mZn 
��]����$ 
dimM (c)(L) + dim

(
γc+�(L)

) ≤ dimM (c)
( L

Z(L)

)
+ dim

( L

L�

)c
ab
⊗ z(L) .

/��'$�� &��'�!���������� ( dim (
γc+�(L)

)
= dimZ(L) = �  dim ( L

L�

)c
ab
= � /�����7������� �����

dimM (c)(L) ≤ dimM (c)
( L

Z(L)

)
+ �c − � .



dimM (c)
( L

Z(L)

)
+ dim γc+�

( L

Z(L)

) ≤ �n(c+ �) .

BG



E������0 
�����w��6 ����!���  dimM (c)(L) ≤ �n(c+ �) + �c − �<��� dim γc+�

( L

Z(L)

)
= � �����
(����������

����� �	���"������	��� K	���!���' dimM (c)(L) �!���' .��A	��� !���� *�%�*
�L�������

���������0 1!��2 (�������� N )*�����'� ���� ��!����� ���������=��� ���4��� �� ���+ !��,��- .��' L ���������0 1!��2 B��%�*�%�* 4���
(�������� F ���* ���+ !��,��- �� S )*�����'� 	�!��� N ∼= S/R  L �� 	���* q��'������7 � → R → F → L → �

�� ���=��X��'!����� !��'���5���γc+�(S, F )/
(
γc+�(R,F ) + γc+�([F, S], F

)
+ γc+�(S)

)�$���%�&��'� $�
(3���� (L/N)cab ⊗Nab

/��������0����� A��'!��4��� !��'� �$���%�
��� �$ θ 3������"��7 ���������

θ : L
/
(L� +N)× · · · × L

(
(L� +N)︸ ︷︷ ︸

$���� c
×N/N� → γc+�(S, F )

γc+�(R,F ) + γc+�([F, S], F ) + γc+�(S)

θ
(
f� + (F � + S), . . . , fc + (F � + S), x+ (S� +R)

) 	−→ [x, f�, . . . , fc] + T

(������������� x ∈ S  T =
(
γc+�(R,F ) + γc+�([F, S], F ) + γc+�(S)

)
, . . . , fc ∈ F 
��0

/��������0����� ���\�� )���F (L/(L� +N)×N/N� ∼= F/(F � + S)× S/(S� + R) 
��0 /��'$�� 
��-����
(F � + S) 
��7���������� 
��� f ′

� ≡ f� >i = �, . . . , c !�� 	��� 
��� ���������0 1!��2 (3���� A��'!��4����_���O θ 
��0
 f ′

c = fc + gc + sc >i = �, . . . , c !�� 	��� 
��� &��'�!���������� (mS� + R 
��7���������� 
���nx′ ≡ x 

��0 ���������� 
��b�����=��7 (s′ ∈ S�  r ∈ R >si ∈ S >gi ∈ F � �* $� 
��0 x′ = x + s′ + r &����������/��
(γc+�(R,F ) + γc+�

(
[F, S], F

)
+ γc+�(S)

) 
��7���������� 
��� [x′, f ′
�, . . . , f

′
c] ≡ [x, f�, . . . , fc]

�$�� ����- !��'� E������ 
��� θ∗ �!��2 
��� !��5��������� ���=��X��'!����� &��'�!���������� (3���� A��'!��4����_���O θ<���

θ∗ : L
/
(L� +N)⊗ · · · ⊗ L

/
(L� +N)︸ ︷︷ ︸

$���� c
⊗N

/
N� → ( γc+�(S, F )

γc+�(R,F ) + γc+�

(
[F, S], F

)
+ γc+�(S)

)


��0�	$���l�
���
Imθ∗ = γc+�(S, F )/γc+�(R,F ) + γc+�

(
[F, S], F

)
+ γc+�(S)

)

(����� ���� ����,��̀ � /��+ 
�� !�����b��7� .��' N = N� ⊇ N� ⊇ · · ·  L ���+ !��,��- �� ���'����)*�����'�H  N ���������0 1!��2 B*�%�*�%�* 4���
!�� 	�!��� �$���%�&��'� $� ( [Ni, L] ⊆ Ni+� >i = �,�, · · · !�� 	�!��� 
��0�	$���l�
��� �������� L 	����)*�����'�

B?


