
چیده

با غیر�همΎن، سهموی انتΎرال-�دیفرانسیل معادله�ی Έی برای ͳزمان گسسته�سازی روش نامه، این�پایان در

Έی چپ شاخه�ی روی انتΎرال به�صورت معادله این جواب م�ͳرود. کار به پیچش نوع از حافظه جمله�ی

ͳدقت با عددی انتΎرال�گیری قاعده�ی Έکم به را آن م�ͳتوان و م�ͳشود داده نمایش مختلط صفحه�ی در ͳهذلول

کرد. محاسبه بالا

به�صورت که مختلط ضرایب با بیضوی معادلات از ͳمتناه مجموعه�ای به مسئله روش، این به�کارگیری با

و ͳزمان گسسته�سازی روش از ͳترکیب مان، های متغیر با مسائل برای م�ͳشود. تبدیل م�ͳشوند، حل موازی

علاوه آید. به�دست گسسته کاملا̈ روش Έی تا م�ͳشود گرفته به�کار ͳمتناه عناصر روش به ͳانم گسسته�سازی

نشان منظور به عددی مثال تعدادی پایان، در م�ͳشود. ارائه مذکور روش�های برای خطا تخمین�های این، �بر

است. شده آورده روش دو این ͳکارای دادن

انتΎرال�گیری قواعد زمانͳ؛ گسسته�سازی لاپلاس؛ تبدیل انتΎرال-دیفرانسیل؛ معادلات واژگانکلیدی:

.ͳمتناه عناصر روش عددی؛
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پیشΎفتار

ͳزمان گام با ͳمتناه تفاضلات مانند ای عددی روش�های دیفرانسیل، انتΎرال معادلات از ͳطیفوسیع برایحل

که شود ذخیره گونه�ای به باید گسسته جواب عددی های روش این در است. گرفته قرار ͳبررس و استفاده مورد

به جواب، محاسبه�ی برای که آنست روش این معایب از ͳی باشند. محاسبه قابل انتΎرال تقریب ͳمتوال مقادیر

م�ͳیابد. اختصاص نیاز مورد حافظه�ی کاهش به کار از ͳبخش ترتیب، بدین که نیازمندیم حافظه از ͳبزرگ حجم

ایده، این در م�ͳباشد. لاپلاس تبدیل از استفاده موجودست معادلات اینΎونه حل برای که دیΎری ایده�ی

انتΎرال�گیری قاعده�ی Έکم به سپس و شود ͳم داده نمایش ͳمنحن روی انتΎرال �صورت به ͳنهای جواب

استفاده با معادله ͳزمان گسسته�سازی روش، این به م�ͳشود. حاصل مسئله برای ͳتقریب جواب مناسب، عددی

م�ͳگوییم. انتΎرال�گیری قاعده�ی از

انتΎرال-دیفرانسیل معادلات حل برای را ͳزمان گسسته�سازی روش اخیر سال�های در همارانش و ١ͳتوم دکتر

بردند. به�کار یافته تامل انتΎرال-دیفرانسیل معادله�ی و سهموی

همΎن، غیر سهموی انتΎرال-دیفرانسیل معادله�ی حل برای ͳزمان گسسته�سازی روش از پایان�نامه این در

به مسئله عددی، انتΎرال�گیری قاعده�ی بردن به�کار با م�ͳکنیم. استفاده پیچش، نوع از حافظه جمله�ی با

ادامه در همچنین م�ͳشوند. حل موازی به�صورت که م�ͳشود تبدیل بیضوی معادلات از ͳمتناه مجموعه�ای

م�ͳشود استفاده گسسته نیمه جواب آوردن به�دست برای ͳمتناه عناصر روش از ͳانم متغیر�های با ͳمسائل برای
١Thomee

٨



٩ پیش�گفتار

استفاده نیمه�گسسته جواب در ͳزمان گسسته�سازی روش از گسسته کاملا̈ جواب آوردن به�دست برای سپس و

م�ͳکنیم.

را م�ͳگیرد قرار استفاده مورد بعد فصل�های در که ͳقضایای و تعاریف مقدمات، اول، فصل در منظور بدین

فصل این انتــهای در م�ͳیابد. اختصاص انتــΎرال-دیفرانسیل و انتΎرال معادلات به دوم فصل م�ͳکنیم. بیان

گسسته�سازی روش سوم فصل در م�ͳشود. بیان ͳزمان گسسته�سازی روش در رفته به�کــار انتــΎرال�گیری قاعده�ی

روش از ͳترکـیب چهارم فصـل در م�ͳبریم. به�کار غیر�همΎن سهموی انتΎرال-دیفرانسیل مسئله�ی برای را ͳزمان

استفاده مورد گسسته کاملا̈ جواب آوردن به�دسـت برای (ͳفضای) ͳانم گسـسته�سازی و ͳزمان گسـسته�سازی

مربوط برنامه�های فصـل این در اختصاصم�ͳیابد. متــلب افزار نرم در ͳبرنامه�نویس به پنجم فصـل م�ͳگیرد. قرار

م�ͳشود. ارایه چهارم و سوم فصل�های از عددی مثال�های به



١ فصل

اولیه مفاهیم

گرفت، خواهند قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در که اولیه تعاریف و مفاهیم از خلاصه�ای فصل، این در

معادلات به ١-٢ بخش م�ͳکنیم. تعریف را ͳخط عملΎر و نرم�دار و ͳخط فضای بخش١-١ در م�ͳشود. بیان

تواب΄ مهم تعاریف و مفاهیم بخش١-٣ در م�ͳیابد. اختصاص ͳجزی مشتقات با معادلات و ͳمعمول دیفرانسیل

م�ͳشود. مطرح آن به مربوط مفاهیم و لاپلاس تبدیل ۴-١ بخش در و مختلط

ͳفضایخط ١-١

معادلات نظیر مسائل، از ͳبزرگ بخش حل و مطالعه برای استاندارد و مناسب ͳمحیط ،ͳخط یا برداری فضای

م�ͳباشد. کاربردی ریاضیات موضوعات سایر و بهینه�سازی نظریه تقریب، نظریه انتΎرال، دیفرانسیل،

مثال، (به�عنوان اعداد از مجموعه�ای K و باشد بردارها از مجموعه�ای V کنیم فرض .١-١-١ تعریف

ضرب و برداری جم΄ عملΎر دو باشد. (C مختلط اعداد مجموعه�ی یا و R ͳیعن ͳحقیق اعداد مجموعه�ی

م�ͳکنیم. تعریف زیر به�صورت α ∈ K اسالر هر و u, v ∈ V عضو دو هر برای را اسالر

(u, v) → u+ v ∈ V

(α, v) → αv ∈ V

١٠



١١ اولیه مفاهیم .١ فصل

م�ͳکنند. صدق زیر قوانین در عملΎرها این به�طوری�که

.u+ v = v + u u, v ∈ V هر برای (ͳجابه�جای (قانون .١

.(u+ v) + w = u+ (v + w) u, v, w ∈ V هر برای شرکت�پذیری) (قانون .٢

.٠+ v = v داریم v ∈ V هر برای که دارد وجود ٠ ∈ V چون عضوی صفر) عضو (داشتن .٣

.v + (−v) = ٠ به�طوری�که است موجود −v ∈ V چون عضوی v ∈ V هر برای .۴

.١v ∈ V ،v ∈ V هر برای .۵

.α(βv) = (αβ)v داریم α, β ∈ K هر و v ∈ V هر برای .۶

است. برقرار زیر روابط α, β ∈ K و u, v ∈ V هر برای .٧

α(u+ v) = αu+ αv

(α + β)v = αv + βv.

م�ͳشود. نامیده ͳخط فضای Έی یا برداری فضای Έی V صورت این در

� ͳخط نرم�دار فضای

فضای Έی (V, ∥ · ∥) به دیΎر ͳبه�عبارت یا است، مجهر ∥ · ∥ نرم به که V ͳخط فضای به تعریف١-١-٢.

م�ͳگوییم. ͳخط نرم�دار



١٢ اولیه مفاهیم .١ فصل

ͳخط عملΎر

ͳخط عملΎرهای رو این از م�ͳخورد. چشم به بودن ͳخط خاصیت کاربردی، ریاضیات در مسائل از بسیاری در

م�ͳباشند. مسائل این حل و تحلیل برای مفید ͳچارچوب

هر به که است ضابطه�ای W به V از T عملΎر بΎیرید. درنظر را W و V مجموعه�های تعریف١-١-٣.

م�ͳدهد. تخصیص را W در به�فرد منحصر عضو Έی ،V در زیرمجموعه�ای از عضو

باشیم داشته v١ ̸= v٢ هر برای اگر گوییم، Έی به Έی را T : V → W عملΎر تعریف١-١-۴.

T (v١) ̸= T (v٢).

ͳخط عملΎر Έی را L : V → W عملΎر باشند. ͳخط فضای دو W و V کنیم فرض تعریف١-١-۵.

باشیم داشته α١, α٢ ∈ K هر و v١, v٢ ∈ V هر برای اگر م�ͳگوییم،

L(α١v١ + α٢v٢) = α١L(v١) + α٢L(v٢).

عملΎر همچنین م�ͳدهیم. نمایش L(V ) با را V به V ͳخط فضای از ͳخط عملΎر Έی نته:

م�ͳشود. داده نمایش L(V,W ) با ،L : V → W

باشد. ͳخط یΈعملΎر L : V → W و باشند ͳخط نرم�دار فضای Wدو و V فرضکنید تعریف١-١-۶.

باشیم داشته v ∈ V هر برای به�طوری�که، باشد موجود γ ≥ ٠ چون ͳثابت هرگاه گوییم، کراندار را L(V,W )

∥Lv∥W ≤ γ∥v∥V .

عملΎرهای همه�ی فضای L(V k+١,W ) و ͳخط کراندار فضای دو W و V کنید فرض تعریف١-١-٧.

م�ͳگوییم. ͳخط-k عملΎر L(V k,W ) به این�صورت در باشد L(V k,W ) به V از ͳخط کراندار
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A : D(A) → W ͳخط عملΎر باشد. D(A) ⊂ V و باناخ فضای W و V کنید فرض تعریف١-١-٨.

به ؛ Axn → y باشیم داشته است، همΎرا x ∈ V به که {xn}n∈N ی دنباله هر برای اگر م�ͳگوییم بسته را

باشد. Ax = y و x ∈ D(A) آنه شرط

است. بسته X باناخ فضای در کراندار ͳخط عملΎر هر نته:

v ∈ D(T ) در T : V → W عملΎر باشند. ͳخط نرم�دار فضای دو W و V کنید فرض تعریف١-١-٩.

.T (vn) → T (v) ∈ W باشیم داشته ،vn → v ∈ V که {vn} ⊂ D(T ) دنباله�ی برای اگر است، پیوسته

باشد. پیوسته D(T ) در اگر م�ͳنامیم پیوسته را T عملΎر

ͳخط یΈعملΎر حلال طیفو

بΎیرید. درنظر را T : V → V کراندار و ͳخط عملΎر

T حلال مجموعه�ی باشد، V در کراندار و ͳخط عملΎری T اگر دیΎر، به�عبارت یا و باشد T ∈ L(v) اگر

م�ͳشود تعریف زیر به�صورت

ρ(T ) = {λ | است وارون�پذیر (T − λI) }.

عملΎر Έی حلال مجموعه�ی همواره هستند، L(v) باز زیرمجموعه�های وارون�پذیر، عملΎرهای آنجای�ͳکه از

م�ͳنامیم. T طیف را آن و است بسته همواره σ(T ) بنابراین است. باز مجموعه�ای کراندار
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ͳمشتقاتجزی با دیفرانسیل معادلات بر مقدمه�ای ١-٢

شوند. ͳم توصیف ͳریاض مدل�های توسط ͳبیولوژی و ͳشیمیای ،�ͳفیزی سیستم�های و ازمسائل بسیاری

مفروضات و شرایط کردن ساده با ،ͳواقع دنیای در موجود درکمسائل و فهمیدن به�منظور مهندسان و فیزیدانان

روش�ها Έکم به را مسئله سپس و م�ͳکنند تبدیل دیفرانسیل معادلات از مجموعه�ای به را ها آن از ͳبرخ مسئله

م�ͳشوند؛ حل ͳبه�سادگ و ͳتحلیل به�صورت دیفرانسیل معادلات از پاره�ای م�ͳکنند. حل ͳریاض تنی�Έهای و

برای ͳروش�های منظور بدین آورد. به�دست دقیق به�صورت نم�ͳتوان را معادلات از ͳعظیم بخش جواب اما

دیفرانسیل معادلات حل روش�های بیان از بخش این در دارد. وجود ریاضیات در بالا، دقت با ͳتقریب محاسبه�ی

م�ͳشود. بیان اختصار به ͳمشتقاتجزی با معادلاتدیفرانسیل اولیه�ی مفاهیم تعاریفو فقط و م�ͳشود صرف�نظر

برحسب مجهول تاب΄ Έی ͳجزی مشتق�های حاوی که است معادله�ی ،�١ͳجزی مشتقات با دیفرانسیل معادله Έی

م�ͳباشد. مستقل متغیر�های

است زیر به�صورت ͳجزی دیفرانسیل معادلات ͳکل فرم

F (x, y, z, . . . , u, ux, uy, uz, . . . , uxx, uyy, uzz, . . .) = ٠

است. u = u(x, y, z, . . .) به�فرم مجهول ͳتابع u و مستقل متغیرهای ... و z و y و x آن در که ،

است. معادله در مشتق مرتبه�ی بزرگترین ،ͳجزی مشتقات با دیفرانسیل معادله�ی Έی مرتبه�ی تعریف١-٢-١.
١Partial Differential Equations
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دوم مرتبه�ی ͳخط ͳجزی دیفرانسیل معادله

است قرار این از دوم مرتبه�ی از ͳخط ͳجزی دیفرانسیل معادله�ی Έی ͳکل فرم

A(x, y)uxx +B(x, y)uxy + C(x, y)uyy +D(x, y)ux + E(x, y)uy + F (x, y)u = G(x, y).

(١-١)

در م�ͳباشد. دشوارتر آن�ها حل و معمول�ͳاند دیفرانسیل معادلات از پیچیده�تر ͳجزی دیفرانسیل معادلات

اول منظور بدین بپردازیم. دوم مرتبه�ی از ͳخط ͳجزی دیفرانسیل معادلات �دسته�بندی به که داریم قصد ادامه

م�ͳکنیم. تعریف را مبین٢معادله�ی(١-١)

فرمول از (x٠, y٠) نقطه�ی در (١-١) ͳجزی دیفرانسیل معادله مبین تعریف١-٢-٢.

∆(x٠, y٠) = B٢(x٠, y٠)− ۴A(x٠, y٠)C(x٠, y٠)

م�ͳآید. به�دست

ͳخط دوم مرتبه�ی ͳجزی دیفرانسیل معادلات دسته�بندی

سهموی۴ را آن ,x٠)∆و y٠) > ٠ هرگاه م�ͳگوییم، (x٠, y٠) در هذلولوی٣ معادله�ی Έی را (١-١) ی معادله

م�ͳنامیم. بیضوی۵ معادله�ی را آن ∆(x٠, y٠) < ٠ صورت�ͳکه در و ∆(x٠, y٠) = ٠ اگر گوییم،

٢discriminant
٣hyperbolic equation
۴parabolic equation
۵elliptic equation
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مختلط اعداد آنالیز بر مقدمه�ای ١-٣

که است قاعده�ای ،w مختلط تاب΄ از منظور باشد. مختلط اعداد از مجموعه�ای E کنید فرض مختلط: تاب΄

م�ͳدهد. نسبت را w(z) چون یتا مختلط عدد Έی E به متعلق z هر به

مختلط تاب΄ ͳΎپیوست مفهوم

هر برای اگر است پیوسته z٠ ∈ G در f(z) گوییم م�ͳگیریم�. نظر در را G حوزه�ی در f(z) مختلط تاب΄

م�ͳکند�، صدق |z− z٠| < δ در که z هر برای که ͳبه�قسم باشد داشته وجود δ = δ(ε) > ٠ مفروض، ε > ٠

باشیم داشته

|f(z)− f(z٠)| < ε

است. پیوسته G در f(z) که م�ͳگوییم باشد، پیوسته G حوزه�ی از z٠ نقطه�ی هر در f(z) اگر

مختلط تاب΄ مشتق

مانند G از نقطه Έی در است شده تعریف G حوزه�ی در که f(z) مختلط تاب΄ م�ͳگوییم تعریف١-٣-١.

باشد ͳمتناه و موجود زیر حد هرگاه است مشتق�پذیر z

f ′(z) = lim
∆z→٠

f(z +∆z)− f(z)

∆z
(z, z +∆z ∈ G)

م�ͳنامیم. z در f(z) مشتق را f ′ و

ͳتحلیل تاب΄

باشد مشتق�پذیر G نقطه�ی هر در f(z) هرگاه گوییم، ͳتحلیل G حوزه�ی در را f(z) تاب΄ تعریف١-٣-٢.

در ͳتحلیل تاب΄ هر که کنید توجه باشد. ͳتحلیل z ͳΎهمسای Έی در f(z) اگر گوییم ͳتحلیل z نقطه�ی در و
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است. ͳتحلیل G نقطه�ی هر در ، G حوزه�ی

ͳیعن ،f(z) حد که است واض است. مشتق�پذیر z صفحه�ی تمام در f(z) = z٢ تاب΄ .١-٣-٣ مثال

lim
∆z→٠

(z +∆z)٢ − z٢

∆z
= lim

∆z→٠

٢z∆z + (∆z)٢

∆z
= ٢z + lim

∆z→٠
∆z

است. ͳتحلیل ͳتابع f(z) = z٢ پس است. ٢z برابر z (ͳمتناه) نقطه�ی هر در و موجود

نΎاشتهمدیس

تعریف را v = v(x, y) و u = u(x, y) مانند ͳتبدیل w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ͳتحلیل تاب΄

زاویه�ی که باشد چنان تبدیل این اگر م�ͳدهد. به�دست xy صفحه�ی و uv صفحه�ی نقاط بین تناظری که م�ͳکند

در هم ،uv در f تبدیل تحت آن، با متناظر متقاط΄ خم�های بین زاویه�ی با xy صفحه�ی در متقاط΄ خم دو بین

توجه بدون را زوایا اندازه که ͳاشتΎن . م�ͳنامیم همدیس۶ تبدیل Έی را آن باشد، برابر جهت در هم و اندازه

دهد. ͳم نشان را زاویه حافظ نΎاشت Έی ،١-١ شل م�ͳنامیم. زاویه حافظ کند، حفظ آن�ها جهت به

 
است. زاویه حافظ نΎاشت Έی f :١-١ شل

این تحت بΎیرید. درنظر را ، ،f ′(z٠) ̸= ٠ و است ͳتحلیل z٠ در f(z) آن در که w = f(z) تبدیل نته:

دوران arg f ′(z٠) زاویه�ی اندازه به z٠ نقطه�ی از گذرنده و z صفحه�ی در C دلخواه خم هر بر مماس تبدیل

م�ͳکند.
۶Conformal mapping
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در w = f(x) نΎاشت آنΎاه ،f ′(z٠) ̸= ٠ و باشد ͳتحلیل f(x) ،R مانند ناحیه�ای در اگر .۴-١-٣ قضیه

است. همدیس R نقاط همه�ی

مختلط صفحه�ی در انتΎرال�گیری

اگر م�ͳشود گفته هموار C خم بΎیرید. نظر در را a ≤ t ≤ b برای z = z(t) پارامتری معادله�ی به C خم

ͳتابع f(z) کنید فرض باشد. صفر لف مخا و پیوسته مشتق دارای a ≤ t ≤ b فاصله�ی از نقطه هر در z(t)

با G در واق΄ هموار ͳخم C و است شده تعریف z صفحه�ی از G حوزه�ی Έی در که است مختلط متغیر از

مثبت جهت در و C طول در متوالیاً را z٠, z١, . . . , zn = Z نقاط است. Z ͳپایان نقطه�ی و z٠ آغازی نقطه�ی

م�ͳدهیم تشیل را زیر مجموع و م�ͳکنیم انتخاب
n∑

k=١

f(ξk)∆zk

کمان این طول lk م�ͳکنیم فرض است. zk−١zk کمان از اختیاری نقطه�ی ξk و ∆zk = zk − zk−١ درآن که

م�ͳنویسیم و باشد

λ = max{l١, l٢, . . . , ln}

طول در f(z) م�ͳگوییم باشد موجود شوند انتخاب ξk و zk نقاط که ͳترتیب هر به ،lim
k→٠

n∑
k=١

f(ξk)∆zk اگر

C طول در f(z) انتΎرال را آن و م�ͳدهیم نمایش
∫
C

f(z)d z به�صورت را فوق حد و انتΎرال�پذیرست C

م�ͳنامیم.

طول در f(z) آنΎاه باشد، پیوسته است C هموار خم Έی شامل که G حوزه�ی در f(z) اگر .۵-١-٣ قضیه

انتΎرال�پذیرست. C

□ شود. رجوع [١٩] به اثبات برای برهان.
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م�ͳگیرد. صورت مسیر یا و خم Έی روی انتΎرال�گیری مختلط��، صفحه�ی در

را C مسیر روی f(z) انتΎرال است، شده تعریف C مسیر روی که f(z) پیوسته و مختلط تاب΄ Έی برای

م�ͳکنیم تعریف زیر ∫به�صورت
C

f(z)d z =

∫ β

α

f(z(t))z′(t)d t

موجودست. انتΎرالده بودن پیوسته ته�ای به�دلیل راست سمت انتΎرال که

آنΎاه است شده تعریف C هموار مسیر روی که باشد مختلط ͳتابع f(z) اگر ∫نته:
C

f(z)d z = −
∫
C

f(z)d z.

داریم باشد پیوسته C روی f که ͳصورت ∫∣∣∣∣در
C

f(z)d z

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ β

α

f(z(t))z′(t)d t

∣∣∣∣ ≤
∫ β

α

|f(z(t))| |z′(t)|d t

=

∫
C

|f(z)| |d z|

گرفت نتیجه م�ͳتوان ͳبه�سادگ آنΎاه باشد C مسیر روی |f(z)| ≤ M اگر که است ͳبدیه∣∣∣∣∫
C

f(z)d z

∣∣∣∣ ≤ ∫
C

|f(z)| |d z| ≤ MLC

.Lc =

∫ β

α

√
(x′(t))٢ + (y′(t))٢d t آن در که

:٧ͳقضیه�یکش

داریم D در C بسته�ی خم هر برای آنΎاه باشد. ͳتحلیل D پیوسته�ی دامنه�ی در f(z) کنید ∫فرض
C

f(z)d z = ٠.

□ شود. رجوع [١٩] به اثبات برای برهان.

و z١, z٢ ∈ D نقطه�ی دو هر برای که آنست گرفت م�ͳتوان قضیه این از که ساده و مهم نتیجه�ی Έی نته:
٧Cauchy Theorem
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ͳتحلیل f(z) ∫برای z٢

z١

f(z)d z

ͳدلخواه مسیر را c٢ و z٢ به z١ از دلخواه مسیری را c١ اگر نیست. وابسته z٢ به z١ از انتΎرال�گیری مسیر به

قضیه�ی اساس بر آنΎاه باشد D در یΈخم c = c١ + c٢ به�طوری�که بΎیریم نظر در z١ به z٢ از ،c١ از متفاوت

نوشت م�ͳتوان ͳکش∫
c

f(z)d z =

∫
c١+c٢

f(z)d z = ٠

دیΎر، ͳبه�عبارت یا ∫و
c١

f(z)d z =

∫
−c٢

f(z)d z = ٠.

است. انتΎرال�گیری مسیر از مستقل f(z) انتΎرال که م�ͳدهد نشان فوق نتیجه�ی

نقطه�ی هر z٠ اگر باشد. C بسته�ی خم روی و درون ͳتحلیل ͳتابع f فرضکنید ͳرال�کشΎانت قضیه�یفرمول

آنΎاه باشد C ͳداخل

f(z٠) =
١

٢πi

∫
C

f(z)

z − z٠
d z

م�ͳآید به�دست زیر فرمول از z = z٠ در f(z) nام مشتق وبه�علاوه

f (n)(z٠) =
n!

٢πi

∫
C

f(z)d z

(z − z٠)n+١
.

□ کنید. رجوع [١٩] به اثبات برای برهان.


