
پایه علوم دانش΋ده
کامپيوتر علوم و ͳرياض گروه

محض ͳرياض ارشد ͳکارشناس دوره پایان�نامه

بئر شبه و بئر های مدول

گارش ৽ی਩اେاଟدೲख़
اণتادراঘ࣒ما

دන඿رণیدേॐیدحاجণیدओوادی
دන඿رণیداॐمدड़و१ویاণتادज़شاور
١٣٨٩ تیر



ଘم৤قدৎ
دॼشانୀای඼෻৴هز৯د౷ࣂشانਗی঺پد، آ਩ฬیॺଽ଒ࡗ૗هوଽجا

଒
گاهز৯دਛی، وओودشانت૟ൊه

کلاज़شاناঃیدپاশندਛی
و೯د஡ناभࣇخارൕঙࣂਜพیا॥ت.

৮دروماସభ୍م඼ෙੱॡ଒࠙࡭قواਬࣞقاक़تభز৯دਛیامরودها৯د.



ඟࢁพ়وୌقدৎ
৔وراشࢁଘ଒ඟૼن৔واਪฬیমࡑുیدیदหدਗیফଽندඵ෇ฬزభراهইࡣبع࢙مୀدارم،وଘૼنآड़وਠ঩یభหز৯دਛیධ්رراໆرॽوऒଗوীش඼້اردকم. باراঀھا

اীشانಪࣤود اণتادراঘ࣒مایඟ໋ا৑قدرمপنابآ༚یدන඿رণیدേॐیدحاجণیدओوادی଒اඟ໋وओودارزേॷند اশ࣊جاষࢋऒୀودلازمਗیداৣماززॐماتਟیشا૚঵ه
اଌنکارॡஙଘط࢖وبਖ৶یرণید،พ়ࢁඟوदدردا਩یراଘجایآورم.

෼لพ়ࢁඟراازاণتادज़شاورන෥ख़رمপنابآ༚یدන඿رণیداॐمدड़و१ویୀایراঘ࣒ماਪی୓یاীشانජ໑భاउلکاراଌنپایانଓฬاୀازਗی৶ما৤م.
ا৯دصادदଡ༚دردا਩یਗی৶ما৤م. ازপنابآ༚یدන඿رඬোرآزادا਩یودන඿ررਠേॐیਲ਼଒ࣤولداوریاଌنپایانଓฬرا৮ذ૛भୌه

ازساୌاسا঺یدඟ໋وهوکار঍ناندا௉هพ়ࢁਗඟی৶ما৤م.
భپایاناز৮دروماतభداکارو඼ෙय़باৣمభ଒ੌولاଌنॠدتঙࢤوارهدعایඵෆرشاناঃیدیୀایاداଓکارمরودهوज़࡭و༚ناصਚیૼن઄భیاଌنඵේज़رরوده
ا৯دوୀایاداଓاଌنراهඵ෕زංඌ঒ند৩ھاশࢌৎقدୌوพ়ࢁඟرااୀازਗی৶ما৤م.কم಻ൾফنازऒواଽوୀاସభ୍م଒باࠥثدلࢂਗඟیاশ࣊جاষࢋরودها৯دदدردا਩ی

ਗی৶ما৤م.
اଌنସ୍انऒواণتارم. از೯داو৯دঃنان৔وਮ࣪قروزاල່ونراୀایૡঙه



چൊیده
ͳاصل بئر شبه های (حلقه ها آن به مرتبط های حلقه و بئر شبه و بئر های حلقه نامه پايان اين در

های مدول ͳبررس به سپس دهیم. ͳم قرار مطالعه مورد را راست) ͳاصل تصويری های حلقه و راست

،ͳتوسیع های مدول با ها آن ارتباط و بئر شبه و بئر های مدول ای جمله چند توسیع بئر، شبه و بئر

حلقه مطالعه با چنین هم پردازیم. ͳم k-نامنفرد پایای کاملا و k-نامنفرد ،ͳتوسیع پایای کاملا

کنیم ͳم تعریف را راست ͳاساس بئر شبه و بئر های مدول مفهوم راست، ͳاساس بئر شبه و بئر های

کنيم. ͳم ͳبررس را ها مدول از مهم رده اين خواص هايی مثال و قضايا ذکر با و

زيرمدول بئر، شبه مدول بئر، مدول بئر، شبه حلقه بئر، حلقه ساز، پوچ خودتوان، کليدی: کلمات
.ͳاساس زيرمدول پايا، کاملا
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مقدمه
کلارک٢، ،١ͳ΋کاپلانس همچون ͳریاضیدانان دارد. ͳتابع آناليز در ريشه بئر های حلقه مطالعه

پرداختند. آن به وابسته های تعریفحلقه و هایی حلقه چنین ͳبررس و مطالعه به بربريان۴ و ري΋ارت٣

تصوير p) تصوير وسيله به عضو هر راست ساز پوچ که ͳويژگ اين با جبرها -C∗ مطالعه به ري΋ارت

.[٢] پرداخت شود توليد است) جبر روی عملΎر ∗ آن در که p = p2 = p∗ هرگاه است

زير هر راست ساز پوچ که تری قوی ͳويژگ با ∗C-جبر عنوان به را AW-جبری ∗ ͳ΋کاپلانس

با بئر های حلقه چنين هم .[١١] کرد تعریف شود توليد تصوير توسط آن از ͳته غير مجموعه

.[١٢] شدند ͳمعرف ͳ΋کاپلانس توسط کامل ∗-منظم های حلقه و نيومن فون جبر از هايی ͳويژگ

و استون فضای روی مختلط توابع از جايی جابه ∗C-جبر نيومن، فون جبر شامل بئر های حلقه

باشد. ͳم باشد، کامل آن ͳاصل راست های آل ايده شب΋ه که منظم های حلقه

کلارک توسط بئر شبه های حلقه .[١۶] پرداخت بئر های حلقه مفهوم روی بر کار ادامه به بربريان

جبری بسته ميدان روی ͳهمان با و ͳمتناه بعد با جبر شد داده نشان ها آن از استفاده با و شد تعریف

.[٢٢] است Έايزومورفي پيچيده ͳماتريس ي΋ه گروه نيم جبر با

شامل ͳاصل بئر شبه های حلقه پرداخت. ͳاصل بئر شبه های حلقه مفهوم تعريف به ماير۵ برکين

.[١٠] باشد ͳم ͳاصل تصويری های حلقه و ͳآبل های حلقه بئر، شبه های حلقه منظم، های حلقه

باشد. ͳم نیز ها مدول برای تعمیم قابل ها حلقه برای شده مطرح مفاهیم

در پرداختند. آن های ͳويژگ بيان و بئر شبه و بئر های مدول مفهوم تعريف به رومن٧ و ريزوی۶

استفاده با و گرفتند قرار ͳبررس مورد نامنفرد های مدول و ͳتوسيع کامل پايای های مدول [۶] [۴]و

.[١٨] اند شده بیان بئر شبه و بئر های مدول و ها آن بين رابطه ها، حلقه در مشابه ازمفاهيم

مطالعه به ضرورت، به بنا که باشد ͳم بئر شبه و بئر های مدول مطالعه نامه پايان اين ͳاصل هدف

زير شرح به هايی بخش با همراه فصل ۴ شامل نامه پايان اين پردازیم. ͳم بئر شبه و بئر های حلقه

١Kaplansky
٢Clark
٣Ricart
۴Berberian
۵Birkenmeier
۶Rizvi
٧Roman

چ



باشد: ͳم

که باشد ͳم ها مدول و ها حلقه به مربوط ͳمقدمات قضایای و مفاهیم ٢بخش، شامل که اول فصل

اولیه قضایای و تعاریف که است شده آن بر ͳسع گیرند. ͳم قرار استفاده مورد بعد های فصل در

شود. گنجانده فصل این در نامه پایان این در مورداستفاده کتب و مقالات از برگرفته

و شوند ͳم ͳمعرف بئر شبه و بئر های حلقه اول، بخش در باشد. ͳم ͳاصل بخش ٣ شامل دوم فصل

حلقه و ͳاصل بئر شبه های حلقه ͳمعرف به دوم، بخش در شود. ͳم بیان نیز ها آن به مربوط قضایای

های حلقه سوم بخش در شود. ͳم پرداخته مربوطه های مثال و قضایا بیان و ͳاصل تصویری های

گیرند. ͳم قرار ͳبررس مورد قبل، های بخش در شده ͳمعرف های حلقه از ای چندجمله

قضایای بیان و بئر های مدول ͳمعرف به اول بخش در باشد. ͳم ͳاصل بخش ٣ شامل سوم فصل

بخش این در شوند. ͳم تعریف بئر شبه های مدول دوم بخش در شود. ͳم پرداخته ها آن به مربوط

در باشد. ͳم بئر) بئر(شبه حلقه بئر) (شبه بئر های مدول ͳدرونریخت حلقه که شود ͳم داده نشان

به را ͳویژگ این نیز بئر شبه و بئر های مدول ای جمله چند توسیع که شود ͳم داده نشان سوم بخش

برند. ͳم ارث

تحت ها مدول برای را آن از ͳتعمیم راست، ͳاساس بئر شبه و بئر های حلقه بامطالعه چهارم درفصل

اثبات را ها آن به مربوط قضایای سپس و کنیم ͳم ارائه راست ͳاساس بئر شبه و بئر های مدول عنوان

کنیم. ͳم
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١ فصل

ͳمقدمات قضایای تعاریفو

١



٢ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

در پردازيم. ͳم نامه پايان اين در نياز مورد قضايای و ها لم تعاريف، ذکر به فصل اين در

باشد. ͳم نيست، جایی جابه لزوما که ي΋دار پذير شرکت حلقه ،R از منظور نامه پايان اين سراسر

ها حلقه اولیه تعاریف ١.١

.ar = ra ،r ∈ R هر ازای به هرگاه گوييم مرکزی را R حلقه از a عضو .١.١.١ تعریف

دهیم. ͳم نمايش Z(R) با را R حلقه مرکزی عناصر تمام مجموعه

صورت؛ این در باشد حلقه R کنیم فرض تعریف٢.١.١.

.e2 = e هرگاه گوییم خودتوان را R حلقه در e عضو .١

،x ∈ R هر ازای به هرگاه گوییم (راست) چپ مرکزی نیم را R حلقه از e خودتوان .٢

با را (راست) چپ مرکزی نیم های خودتوان تمام مجموعه .(ex = exe)xe = exe

دهیم. ͳم Sl(R)(Sr(R))نمایش

دهیم. ͳم نمایش B(R) با را R حلقه مرکزی های خودتوان تمام مجموعه .٣

.Sl(R) ∩ Sr(R) = B(R) ،R حلقه هر در .٣.١.١ گزاره

.Sl(R) = Sr(R) = B(R) دهيم ͳم نشان حلقه بر ͳشرط کردن اضافه با ͳآت فصل در •

.Sl(eRe) = {0, e} هرگاه گوییم مرکزی نیم یافته تقلیل را e ∈ R خودتوان تعریف١.١.۴.

است. مرکزی نیم یافته تقلیل R حلقه گوییم باشد مرکزی نیم یافته تقلیل ١ اگر

عبارت R از S مانند ای زيرمجموعه راست ساز پوچ باشد. حلقه R کنيم فرض تعریف١.١.۵.

از است عبارت S چپ ساز پوچ مشابه طور به .rR(S) = {y ∈ R | Sy = 0} از است

به rR(a) و lR(a) از منظور ،a ∈ R عضو برای چنين هم .lR(S) = {y ∈ R | yS = 0}

باشد. ͳم rR({a}) و lR({a}) ترتيب

است. R حلقه چپ آل ايده lR(S) و R حلقه راست آل ايده rR(S) •

است. R حلقه دوطرفه آل ایده (lR(S)) rR(S) گاه آن باشد (چپ) راست آل ایده S هرگاه •



٣ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

اين در باشند R از هايی زيرمجموعه Si و T ،S و حلقه Έي R کنيم فرض .۶.١.١ گزاره

صورت:

lR(T؛ ) ⊆ lR(S) گاه آن S ⊆ T اگر .١

S؛ ⊆ rR(lR(S)) و S ⊆ lR(rR(S)) .٢

T؛ = lR(rR(T )) گاه آن T = lR(S) اگر .٣

.lR(∪Si) = ∩lR(Si) .۴

است. ΀واض (١) اثبات.

.s ∈ lR(rR(S)) دهد ͳم نشان که sx = 0 نتیجه در .x ∈ rR(S) و s ∈ S کنیم فرض (٢)

شود. ͳم کامل اثبات لذا

که جا آن از .lR(rR(T )) ⊆ T دهیم نشان است ͳکاف .T ⊆ lR(rR(T )) ،(٢) رابطه طبق (٣)

شود. ͳم کامل اثبات لذا .lR(rR(lR(S))) ⊆ lR(S) = T نتیجه در S ⊆ rR(lR(S))

لذا x ∈ lR(Si) ،i هر برای نتیجه در xSi = 0 ،i هر برای گاه آن .x ∈ lR(∪iSi) فرضکنیم (۴)

.lR(∪iSi) = ∩ilR(Si) بنابراین است، برقرار وضوح به رابطه عکس .lR(∪iSi) ⊆ ∩ilR(Si)

اين در باشند چپ مرکزی نيم های خودتوان ها ei ،i = 1, ..., n ازای به اگر .٧.١.١ قضیه

.e =
∏n

i=1 ei که
∩n
i=1 eiR = eR صورت

دهيم. نشان n = 2 برای را رابطه ͳدرست است ͳکاف اثبات.

و x = e1r1 ،r1, r2 ∈ R برای صورت اين در .x ∈ e1R∩e2R و e1, e2 ∈ SL(R) فرضکنيم

.x ∈ e1e2R نتيجه در x = e1x = e1e2r2 و e1x = e2
1r1 = e1r1 = x بنابراين .x = e2r2

در x = e1e2r ،r ∈ R برای صورت اين در ،x ∈ e1e2R اگر حال .e1R∩ e2R ⊆ e1e2R لذا

x = e1e2r = e2e1e2r ∈ e2R است، چپ مرکزی نيم e2 که جا آن از ͳطرف از .x ∈ e1R نتيجه

.e1R ∩ e2R ⊆ e1e2R دهد ͳم نشان که x ∈ e1R ∩ e2R بنابراين .x ∈ e2R نتيجه در

باشد. مرکزی آن خودتوان هر هرگاه گوییم ͳآبل را R حلقه تعریف٨.١.١.



۴ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

معادلند: زير شرايط R حلقه برای .٩.١.١ گزاره

است؛ آل ايده ،R حلقه از عضو هر راست ساز پوچ .١

.aRb = 0 گاه آن ab = 0 اگر ،a, b ∈ R عناصر برای .٢

آل ايده rR(a) که جا آن از .b ∈ rR(a)صورت اين در ab = 0 فرضکنیم (١)⇒(٢) اثبات.

.aRb = 0 بنابراين Rb ⊆ rR(a) نتيجه در است

دهد ͳم نشان که aRb = 0 ،(٢) طبق و ab = 0 نتيجه در b ∈ rR(a) کنیم فرض (٢) ⇒(١)

است آل ايده Έي rR(a) نتيجه در است راست آل ایده rR(a) که جا آن از .Rb ⊆ rR(a)

صدق (٩.١.١) گزاره شرايط از ͳ΋ي در هرگاه است جايی جابه نيم R حلقه تعریف١٠.١.١.

کند.

،n ∈ N مانند عضوی ازای به هرگاه گوییم توان پوچ را R حلقه از a عضو تعریف١١.١.١.

.an = 0

معادلند: زير شرايط R حلقه برای .١٢.١.١ گزاره

است؛ ناصفر توان پوچ عضو فاقد R .١

.x = 0 دهد ͳم نتيجه x2 = 0 ،x ∈ R عضو هر برای .٢

است. ΀واض (١) ⇒(٢) اثبات.

عددی کوچ΋ترين n و an = 0 که طوری به باشد ناصفری عضو a ∈ R کنیم فرض (٢)⇒(١)

فرض، طبق .(an−1)2 = an.an−2 = 0 صورت اين در کند ͳم صدق رابطه اين در که باشد

است. تناقض که an−1 = 0

صدق (١٢.١.١) گزاره شرايط از ͳ΋ي در هرگاه گوييم یافته تقلیل را R حلقه تعریف١٣.١.١.

کند.

منطبقند. هم بر یافته تقلیل های حلقه در راست و چپ ساز پوچ مفهوم •



۵ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

چند حلقه هر و ميدان هر چنين هم است. یافته تقلیل حلقه Z صحيح اعداد حلقه .١۴.١.١ مثال

است. یافته تقلیل حلقه ميدان، روی ای جمله

است. جايی جابه نيم حلقه یافته تقلیل حلقه هر .١۵.١.١ لم

و yx = 0 نتيجه در .xy = 0 ،x, y ∈ R برای و باشد یافته تقلیل حلقه R کنیم فرض اثبات.

.xry = 0 دهد ͳم نشان که (xry)2 = xryxry = 0

است. ͳآبل حلقه R گاه آن باشد جايی جابه نيم R حلقه اگر .١۶.١.١ لم

در باشد R از ͳخودتوان e کنیم فرض است. مرکزی R حلقه خودتوان هر دهيم نشان بايد اثبات.

ex(1 − e) = 0 ،x ∈ R برای بودن، جايی جابه نيم طبق حال ،e(1 − e) = 0 صورت اين

مرکزی e دهد ͳم نشان که ex = xe رو این از xe = exe مشابه طور به .ex = exe بنابراين

است.

است. ͳآبل حلقه یافته، تقلیل حلقه هر .١٧.١.١ نتیجه

xy = 1 اگر ،x, y ∈ R هر ازای به هرگاه گوییم ͳددکیند-متناه را R حلقه تعریف١٨.١.١.

.yx = 1 گاه آن

است. ͳددکیند-متناه حلقه ͳآبل حلقه هر .١٩.١.١ قضیه

e = xy صورت این در .yx = 1 ،x, y ∈ R برای و باشد ͳآبل حلقه R کنیم فرض اثبات.

این از .e = yxe = yex = (yx)(yx) = 1 است مرکزی e که جا آن از حال است. خودتوان

.xy = 1 رو

معادلند: زیر شرایط e ∈ R خودتوان برای .٢٠.١.١ لم

e؛ ∈ Sl(R) .١

1؛ − e ∈ Sr(R) .٢

1)؛ − e)Re = 0 .٣



۶ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

است؛ R از ͳآل ایده eR .۴

است؛ R از ͳآل ایده R(1 − e) .۵

.eR = eR(1 − e) ⊕Re و است R از ͳآل ایده eR(1 − e) .۶

است. ΀واض برهان اثبات.

Sl(eRe) = {0, e} صورت این در باشد آن از ͳخودتوان e و حلقه R کنیم فرض .٢١.١.١ لم

.Sr(eRe) = {0, e} اگر تنها و اگر

است. ΀واض برهان ،(٢٠.١.١) لم طبق اثبات.

.rR(Re) = (1 − e)R صورت این در e2 = e ∈ R و باشد حلقه R کنیم فرض .٢٢.١.١ لم

x ∈ rR(Re) اگر حال . (1− e)R ⊆ rR(Re) نتیجه در Re(1− e) = 0 که جا آن از اثبات.

اثبات و rR(Re) ⊆ (1 − e)R لذا .x = (1 − e)x ∈ (1 − e)R رو ازاین ،Rex = 0 گاه آن

شود. ͳم کامل

.ef = fe = 0 هرگاه گوییم متعامد را f و e های خودتوان تعریف٢٣.١.١.

گاه آن باشند R ي΋دار حلقه در چپ های آل ايده B1, ..., Bn کنیم فرض .٢۴.١.١ قضیه

که طوری به باشند موجود e1, ..., en متعامد های خودتوان اگر تنها و اگر R = B1 ⊕ ...⊕Bn

.
∑n

i=1 ei = 1 و Bi = Rei

هایی ei ،1 6 i 6 n برای ،1 ∈ R که جا آن از .R = B1 ⊕ ... ⊕ Bn کنيم فرض اثبات.

که جا آن از .ej =
∑n

i=1 eiej ،1 6 j 6 n برای نتیجه در .
∑n

i=1 ei = 1 که هستند موجود

که جا ازآن چنین هم .eiej = 0 و e2
i = ei نتیجه در Bi ∩ Bj = 0 ،i ̸= j که i, j هر برای

.Bi = Rei نتیجه در b = b.1 = b
∑n

i=1 ei ،b ∈ Bi هر برای

eiej = 0 ،i ̸= j هر برای و
∑n

i=1 ei = 1 ،e2
i = ei کنیم فرض رابطه، عکس اثبات برای

نتیجه در x = xei = xej ،x ∈ Bi ∩ Bj = Rei ∩ Rej هر برای لذا .Bi = Rei و

.Bi ∩Bj = 0 و x = xei = xeiej = 0



٧ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

.x = x.1 = x.
∑n

i=1 ei =
∑n

i=1 xei ∈ (B1⊕ ...⊕Bn) نتيجه در x ∈ R کنیم فرض حال

.R = B1 ⊕ ...⊕Bn است، شده انتخاب دلخواه x که جا آن از

را R در صفر غير مجزای های خودتوان از {b1, ..., bn} مرتب مجموعه .٢۵.١.١ تعریف

باشد: برقرار زير شرايط هرگاه گوييم R چپ ͳمثلث های خودتوان

b1؛ + b2 + ...+ bn = 1 .١

b1؛ ∈ Sl(R) .٢

.ck = 1 − (b1 + ...+ bk) ،1 ≤ k ≤ n− 1 برای که bk+1 ∈ Sl(ckRck) .٣

،1 ≤ k ≤ n هر برای هرگاه گوييم کامل را {b1, ..., bn} چپ ͳمثلث های خودتوان مجموعه •

.Sl(bkRbk) = {0, bk}

هستند. تعريف قابل کامل راست ͳمثلث های خودتوان و راست ͳمثلث های خودتوان مشابه طور به •

b ∈ R عضو ،a ∈ R عضو هر برای هرگاه گوییم منظم١ نیومن فون را R حلقه تعریف١.١.٢۶.

.a = aba که طوری به باشد داشته وجود

است. منظم نيومن فون حلقه ميدان هر مثال برای •

a = 0 گاه آن aRb = 0 ،a, b ∈ R هر ازای به گاه هر گوييم اول را R حلقه تعریف٢٧.١.١.

.b = 0 يا

.a = 0 گاه آن aRa = 0 ،a ∈ R هر ازای به هرگاه گوييم اول نيم را R حلقه تعریف٢٨.١.١.

ها مدول اولیه تعاریف ٢.١

شبه و بئر های مدول روی بر ͳبررس و مطالعه نامه پايان اين ͳاصل اهداف از ͳ΋ي که اين به توجه با

منظور پردازيم. ͳم ها مدول به مربوط اوليه قضايای و تعاريف بیان به بخش اين در باشد، ͳم بئر

های مدول زیر Mاست. های ͳدرونریخت-R حلقه S = EndR(M) و راست R-مدول ،M از

بود. خواهند راست های R-زیرمدول ،M
١Von neumann regular



٨ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

ͳجمع ͳآبل گروه Έی راست، مدول -R Έی باشد. حلقه Έي R کنيم فرض .١.٢.١ تعریف

،m1,m2 ∈M و r, s ∈ R هر برای که طوری به Mاست ×R −→M نگاشت با Mهمراه

m1)؛ +m2)r = m1r +m2r .١

m(r؛ + s) = mr +ms .٢

.(ms)r = m(sr) .٣

EndR(M) با که M گروه های ͳدرونريخت مجموعه باشد. R-مدول Έي M کنيم فرض •

دهد. ͳم حلقه تش΋يل زير ضرب و جم΄ دوتايی اعمال با همراه شود ͳم داده نمایش

،x ∈M و f, g ∈ EndR(M) هر ازای به

f)؛ + g)(x) = f(x) + g(x) .١

.fg(x) = f(g(x)) .٢

مستقيم مجموع Mرا R-مدول های R-زيرمدول از ،(Ni)i∈I خانواده مجموع تعریف٢.٢.١.

x =
∑

i xi صورت به فرد به منحصر طور به بتوان را مجموع اين از x عضو هر هرگاه داخلͳگوييم

.xi = 0 ها آن از ͳمتناه تعداد جز به i ∈ I هر ازای به و xi ∈ Ni آن در که نوشت

باشد ͳمتناه مجموعه I که ͳصورت در و دهيم ͳم نمايش ⊕
∑

i∈I Ni با را ͳداخل مستقیم مجموع

نويسيم. ͳم N1 ⊕ ...⊕Nk صورت به را آن

گوييم. مستقيم جمعوند Έي را مستقيم مجموع در Ni هر •

اين در Miباشد. های R-مدول مستقيم Mمجموع = ⊕
∑k

i=1Mi کنيم فرض .٣.٢.١ قضیه

حلقه دو عنوان به صورت

HomR(M,M) ∼=


HomR(M1,M1) HomR(M2,M1) ... HomR(Mk,M1)

HomR(M1,M2) HomR(M2,M2) ... HomR(Mk,M2)

... ... ... ...

HomR(M1,Mk) HomR(M2,Mk) · · · HomR(Mk,Mk)





٩ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

(١.١ قضيه ،[٢۶]) به شود رجوع اثبات.

ͳعبارت به باشد. نداشته ͳنابديه زيرمدول هرگاه گوييم ساده Mرا ناصفر R-مدول تعریف٢.١.۴.

Mباشند. و 0 هايش زيرمدول تنها

هستند. ساده خودشان روی R-مدول عنوان به ميدان و ͳبخش حلقه .۵.٢.١ مثال

از ͳمستقیم جمعوند آن مدول R-زیر هر هرگاه گوییم ساده نیم Mرا R-مدول تعریف٢.١.۶.

باشد. آن

هستند. تعریف قابل ساده نیم های Mحلقه = RR فرض با •

نیست. ساده اما است ساده نیم صفر مدول .٧.٢.١ مثال

است. ساده نیم ساده، نیم مدول Έی زیرمدول هر .٨.٢.١ لم

.(٢.٢ قضيه ،[٢٠]) به شود رجوع اثبات.

نماد با و گوییم M ساکل را M مدول از ساده های زیرمدول تمام مجموع .٩.٢.١ تعریف

دهیم. ͳم نمایش soc(M)

معادلند: زیر Mشرایط R-مدول برای .١٠.٢.١ قضیه

است؛ ساده Mنیم .١

Mاست؛ ساده های زیرمدول از ای خانواده مستقیم Mمجموع .٢

Mاست. ساده های زیرمدول از ای خانواده Mمجموع .٣

.(٢.۴ قضيه ،[٢٠]) به شود رجوع اثبات.

.soc(M) = M گاه هر است ساده Mنیم مدول .١١.٢.١ نتیجه



١٠ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

مانند ͳمدول های ͳهمریخت از جفت Έی تعریف١٢.٢.١.

A
f−→ B

g−→ C

مانند ͳمدول های ͳهمریخت از ͳمتناه دنباله Έی .Imf = Kerg هرگاه گوييم دقیق B در را

A0
f1−→ A1

f2−→ A2
f2−→ · · · fn−1−→ An−1

fn−→ An

ͳنامتناه دنباله .Imfi = Kerfi+1 ،i = 1, 2, · · · , n− 1 هر برای هرگاه گوييم دقیق را

· · · fi−1−→ Ai−1
fi−→ Ai

fi+1−→ Ai+1
fi+2−→ · · ·

.Imfi = kerfi+1 ،i ∈ Z هر برای هرگاه گوييم دقیق را

است. کوتاه دقیق دنباله Έی 0 −→ A
f−→ B

g−→ C −→ 0 ش΋ل به دقیق دنباله هر

دقیق دنباله 0 −→ A1
f−→ B

g−→ A2 −→ 0 و باشد حلقه R کنیم فرض .١٣.٢.١ قضیه

معادلند: زیر شرایط صورت این در باشد کوتاه

gh؛ = 1A2 که طوری به دارد وجود h : A2 −→ B ͳهمریخت R-مدول .١

kf؛ = 1A1 که طوری به دارد وجود k : B −→ A2 ͳهمریخت R-مدول .٢

ی΋ریخت 0 −→ A1
f−→ A1 ⊕ A2

g−→ A2 −→ 0 کوتاه دقیق دنباله با فوق دنباله .٣

.B ∼= A1 ⊕ A2 ویژه به است.

(١٨.١.۴ قضيه ،[٢۵]) به شود رجوع اثبات.

(١٣.٢.١) قضیه شرایط از ͳ΋ی در هرگاه گوییم ش΋افنده را کوتاه دقیق دنباله تعریف٢.١.١۴.

کند. صدق

معادلند: زیر Mشرایط ͳان΋ی R-مدول برای .١۵.٢.١ قضیه



١١ ͳمقدمات قضایای و تعاریف .١ فصل

است؛ ͳناته پایه Mدارای .١

عنوان به Έی هر که است دوری های R-مدول از ای خانواده ͳداخل مستقیم مجموع M .٢

باشند؛ ͳم ی΋ریخت R با چپ R-مدول

است؛ ی΋ریخت R چپ R-مدول از هايی کپی مستقیم مجموع Mبا .٣

-R هر ازای به دارند: وجود زير خاصيت با i : X → M تابع و X ͳناته مجموعه .۴

مانند ها R-مدول از فردی به منحصر ͳهمريخت ،f : X → A تابع و A ͳان΋ي مدول

.f̂ i = f که طوری به دارد وجود f̂ : M → A

.(١.٢.۴ قضيه ،[٢۵]) به شود رجوع اثبات.

(١۵.٢.١) قضیه شرایط از ͳ΋ی در هرگاه گوییم آزاد را M ͳان΋ی R-مدول تعریف٢.١.١۶.

کند. صدق

نمودار هر ازای به هرگاه گوييم تصويری R حلقه روی را P مدول تعریف١٧.٢.١.

P

f
��

A
g // B // 0

مانند ها R-مدول ͳهمريخت Έي است دقيق آن پايين سطر که ها R-مدول های ͳهمريخت از

نمودار که طوری به باشد داشته وجود h : P → A

P

h��~~
~~

~~
~

f

��
A

g // B // 0

.(gh = f ͳباشد(يعن پذير تعويض

است. تصويری R ي΋دار حلقه Mروی آزاد مدول هر .١٨.٢.١ قضیه

.(٢.٣.۴ قضيه ،[٢۵]) به شود رجوع اثبات.


