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أ

و مادرم  تقديم به پدرم



ب

و قدرداني  تشكر

و ديگر و ياري اساتيد و متعال را شاكرم كه توفيق يافتم تا اين پايان نامه را با راهنمايي خداوند يكتا

و براي ايشان از درگاه و قدرداني مي كنم و به زعم خود از همه اين عزيزان تشكر  بزرگواران، تدوين نمايم

و عاقبت به خيري دارم .ايزد مهربان آرزوي سعادت

و گذر از و مشوقم بوده اند و مادر عزيزم كه همواره راهنما در ابتدا صميمانه ترين تشكر ها تقديم به پدر

و قوه الهيمشكلات زندگي ام  و بركت وجودشان، غير ممكن بود به حول .و بدون دعاي خير

وب آقاي دكتر رحيمي وجناب آقاي دكتر اميني خواهجنااز اساتيد راهنماي ارجمندم، كه سعه صدر

و قدرداني  و در پيشبرد اين پايان نامه سعي تمام مبذول داشتند كمال تشكر صبوري مرا راهنمايي نموده

.مي نمايم

كه زحمت داوري اين پايان دكتر ناظمي جناب آقايو دكتر گرشاسبي جناب آقاياز اساتيد محترم،

ر و قدرداني مي نمايمنامه .ا به عهده داشتند صميمانه تشكر

برخود لازم مي دانم تا از كليه اساتيد گرانقدر دانشكده رياضي كه در دوران تحصيل از محضرشان كسب

.فيض نمودم، تشكر نمايم

و هم دانشكده اي هاي گرامي ام كه و همكلاسي ها و هم اتاقي هاي عزيزم در در نهايت از تمامي دوستان

و همفكري با آنها را داشتم، صميمانه سپاسگزاري نمايم .طول اين مدت افتخار مصاحبت



ت

نتيجه تحقيقات خودش) رساله( دانشجو تأييد مي نمايد كه مطالب مندرج دراين پـايان نامه
و در صورت استفاده از نتايج ديگران مرجع آن را ذكر نموده است .مي باشد

و نو آوري ناشي از تحقيق موضوع اين كليه ، آزمايشات حقوق مادي مترتب از نتايج مطالعات
.متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد) رساله( پايان نامه 

 1389مهرماه



ث

 چكيده

و. در اين پايان نامه ابتدا در فصل يك به معرفي مفاهيم اساسي مورد نياز مي پردازيم در فصل دوم مشتق

-ليوويل، گرونوالد-در اين فصل پس از معرفي مشتق كسري ريمان. انتگرال كسري را بيان مي كنيم

و ارتباط اين مشتقات مي پردازيم سا. لتنيكوف به بيان خواص ختار روش آشفتگي هوموتوپي را در فصل سه

و كاربرد هاي اين روش  بيان مي كنيم، در ادامه با بيان چند قضيه، همگرايي اين روش را بررسي مي كنيم

در فصل چهارم چند صورت از معادلات. براي حل معادلات تابعي را با بيان چند مثال نشان خواهيم داد

ح و سپس .ل آنها را با روش آشفتگي هوموتوپي بيان مي كنيمديفرانسيل كسري خاص را معرفي كرده



ج
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 مقدمه

1

 مقدمه

و بحثهاي17حساب كسري از قرن ،2، اويلر1زاوليه در اين مورد شامل كارهاي لايب نيت آغاز شد

اولين گزارش مربوط به تعميم.و بسياري ديگر بوده است7، ريمان6، ليوويل5، آبل4، لاپلاس3لاگرانژ

و هوپيتال به مشتقات كسري منصوب به لايب نيتمشتقات معمولي  كه در آن هوپيتال از لايب استز

��ز مي پرسد كه اگر در نماد نيت
1 عددn، به جاي���

2
) 1812(لاپلاس. قرار دهيم چه اتفاقي مي افتد

و در سال مشتقات كسري با8لاكرويكس 1819مشتقات كسري را به صورت يك انتگرال تعريف كرد

 مرتبه دلخواه را با تعميم فرمول مشتق معمولي زير مورد توجه قرار داد 

����

��� � 	!
�	 � �! �

���, 	 �   , 	,  � �, 

 به صورت زير بود�وmكه تعميم او براي هر

����

��� � ��	 � 1�
��	 � � � 1� �

���.

١ Leibnitz 
٢ Euler 
٣ Lagrange 
٤ Laplace 
٥ Abel 
٦ Liouville 
٧ Riemann 
٨ lacroix 
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 به صورت زير معرفي كرد����عملگرهاي كسري را با نمايش انتگرالي تابع) 1822(1فوريه

���� � 1
2� � ������ � �� !"�� � ��#�"$%

�%
$%
�% ,

��

��� ���� � 1
2&' ������
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' "��� ("�� � �� � 1

2
&) �"
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�%
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.عوض كردαرا با عدد دلخواهnو به صورت نماديا

عملگرهاي كسري را مستقيماً براي حل يك معادله انتگرال مورد استفادهت كه آبل اولين كسي اس

رخ،معادله انتگرالي كه آبل در آن از عملگر كسري استفاده كرد. قرار داد هنگام حل مساله همزمان

و اين مسالهآداده بود كه امروزه به مساله همزمان  تن شكلي از يك عبارت است از ياف بل معروف است

زمنحني به  و تحت تأثير يك ميدان ين آمدن يك جرم نقطه اي بدون اصطمان پائطوري كه كاك

اگر زمان حركت يك ثابت معروف باشد، معادله. گرانشي روي اين شكل مستقل از نقطه آغازين باشد

 انتگرال آبل به صورت زير خواهد بود 

*��� � ' �� � "�+
,

0
��"��", 

+كه البته معادله فوق با � � 1
2

انتگرال معادله فوق صرف.ه به معادله انتگرال آبل معروف استامروز

1نظر از ضريب 
در معادلات. ليوويل است-ريمان يك حالت خاص از انتگرال كسري معروف�1/2�-

�1/2بل با اثر دادن عملگر كسريآ. بايد محاسبه شود�"��تابع آبلانتگرالي نظير 

بر دو طرف1/2,�

ح .ل كردمعادله، آن را

و جواب آبل مورد توجه ليوويل قرار گرفت ليوويل نظريه حساب كسري را توسعه. فرمول انتگرال فوريه

و آنها را در مسائل تئوري پتانسيل به كار برد . داد

١ Fourier 
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ح و مشتقامروزه اصطلاح گيري از مرتبه دلخواه ساب كسري عبارت است از حساب مربوط به انتگرال

و حتي مختلط باشدبتواند گويا طوري كه مرتبه مشتق به در مورد مرتبه گويا كارهاي مختلفي.، گنگ

و انتگرالهاي كسري توسط  بحث شده اُواوسريواستاوا صورت گرفته است ولي تحليل مختلط مشتقات

.است

ص و انتگرال هاي كسري بحث هاي هاي فراواني در مدارهاي رياضي نيستند بلكه كاربردرفاً مشتقات

في الكتريكي، شيمي تجزيه، چند قطبي و علوميكزهاي كسري، فرموله كردن مسائل ، شيمي

.بيولوژيكي دارد

ليوويل در زمينه هاي- اخيراً كاربردهاي معادلات ديفرانسيل كسري شامل عملگر ديفرانسيلي ريمان

و مكامحاسباتي مختلفي نظير ديناميك سيالات نيك آماري ديده، پردازش سيگنال، بيولوژيك، پليمر

و همچنين توابع پله اي2از توابعي نظير توابع وايراشتراس1حساب كسري به فرم فركتالي. شده است

.لبگ نيز مطرح شده است

و انتگرال كسري بنا و مطالعات انجام شده در اين شاخه بر پايه تعاريف موجود از مشتق تمام بحث ها

و انتگ. شده است و لزوماً هم تعاريف مختلفي از مشتق رال كسري وجود دارد كه منشأ متفاوتي دارند

از معرفي مفاهيم اوليه مورد نياز در فصل يك، معروف ترين تعاريف بعد.معادل يكديگر نيستند

دو مطرح را در فصل4لتنيكوف-و گراونوالد3ليوويل- ريمانموجود مشتق هاي كسري يعني تعريف 

را مي كنيم و پيدايش تعريفو خواص آنها ، تركيب آنها با مشتقات معمولي، مشتقات كرده قبيل منشأ

و انتگرال كسري .خواهيم دادمورد بحث قرار را كسري

١ Fractional 
٢ Wٌeierstrass 
٣ Riemann-Liouville 
٤ Gru0nwald-Letnikov 



 مقدمه

4

و شرط آغاز مي كنيم براي حل معادلات ديفرانسيل1فصل سوم را با معرفي روش آشفتگي هوموتوپي

و اثبات مي كن از.ميكافي همگرايي را در قالب قضيه اي بيان  در ادامه اين فصل به حل چند دسته

و غير خطي با روش آشفتگي هوموتوپي مي پردازيم .معادلات ديفرانسيل خطي

كسري خطي وغير خطي معروف در فصل چهارم ابتدا به معرفي تعدادي معادلات ديفرانسيل نهايت در

و در ادامه حل اين معادلات را با روش آشفتگي هوموتوپي  .بررسي خواهيم كردمي پردازيم

١ Homotopy perturbation method 
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 فصل اول

و معرفي توابع خاص  مفاهيم اوليه
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 مقدمه1-1

و پايه اي در حساب كسري مي باشند كه خواننده علاقمند به اين توابع متعالي يكي از ابزارهاي مهم

و  از.برخي از خواص آنها آشنا باشدشاخه از رياضيات لازم است تا با اين توابع در اين فصل پس

و تابع ميتاژ2، تابع بتا1نظير تابع گاماابع معرفي تعدادي از اين تو و ...و3لفلر-، كه در حل تحليلي

ب در بيان خواصهعددي معادلات ديفرانسيل كسري مورد استفاده قرار مي گيرند، و مورد نياز مهم

و بيان. مي پردازيم اين پايان نامه توابع متعالي داراي خواص بسياري هستند، بديهي است كه اثبات

و قضاياي مربوطه از حوصله اين رساله خار و بحثهاي تكميلي اين قسمت را تمام اين خواص ج است

.مي توان در منابع معرفي شده يافت

١ Gamma 
٢ Beta 
٣ Mittag-Leffler Functiorl 



و معرفي توابع خاص1فصل  مفاهيم اوليه

7

 توابع پايه حساب كسري1-2

و تابع نمائي1-2-1  تابع لگاريتم طبيعي

است تابع توابعي كه بيش از همه مورد توجه،مي توان گفت كه در تمام بحثهاي معادلات ديفرانسيل

آ و معكوس .نمائي استن تابع لگاريتم طبيعي

 كه به صورت زير تعريف مي شودتابع لگاريتم طبيعي

�� � � � 1
� ����������� � ��

�

1
�1� 1�

و مشتق چون تابع. پذير مي باشدتابعي با دامنه اعداد مثبت است كه در سراسر دامنه اش پيوسته

و صعودي است لذا داراي معكوس مي باشد، معكوس تابع  لگاريتم طبيعي در دامنه اش پيوسته

:تعريف مي شودزير ناميده مي شود كه به صورتتابع نمائي لگاريتم طبيعي

� اگر � �� ��در اين صورت � � باx تابع نمائي از������ ناميده مي شود كه غالباً

در(تابع نمائي اين است كه مشتق آن برابر خودش يكي از كاربردي هاي.نمايش داده مي شود���

با. مي باشد) حالت كلي تر از جنس خودش و اساس روشهاي حل معادلات معمولي اين خاصيت پايه

.ضرائب ثابت است

1تابع گاما1-2-2

را�� تعميمي از تابع يكي از توابع اساسي حساب كسري تابع گاماي اويلر است كه و اين امكان است

و حتي مختلط را بپذيردn فراهم مي كند كه .مقادير غير صحيح

:با انتگرال زير تعريف مي شود���Γتابع گاما:تعريف

���� � � ���1�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������2� 1�
�

�

١ Gamma 
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�����كه در نيمه سمت راست صفحه مختلط يعني � با. همگرا مي شود� تابع گاما يك تعريف

 دارد كه به صورت زير استنيز ايش حدي نم

���� � ������
�� ��

��� � 1��� � 2�� �� � �� � �3� 1�

�����فرض اوليه ما اين است كه در آن كه � �.

 ابع گاما رابطه بازگشتي زير باشدتيكي از مهمترين خواص شايد

��� � 1� � ������ �4� 1�
 به جزء به سادگي قابل اثبات است با استفاده از انتگرالگيري به روش جزء اين رابطه

��� � 1� � � ������� � �������������� � �� ������1��
�

�

�

�
� ������

�Γ�1به وضوح � zو براي1 =  خواهيم داشت …,1,2,3

��2� � 1 � ��1� � 1�
��3� � 2 � ��2� � 2 � 1� � 2�� 
��4� � 3 � ��3� � 3 � 2� � 3�� 
�
��� � 1� � ����� � ��� � 1�� � ��� 

 خاصيت مهم ديگر تابع گاما به صورت زير است

��� � ������ � � � 1� � ��1��������1� ��� �5� 1�

� عدد صحيح مثبت نباشد، به صورتαنماد فاكتوريل را حتي اگر � � ��� � تعريف مي��

ني. كنيم :زير است وتن را بر حسب تابع گاما به صورتبه عنوان مثال، ضرائب بسط دو جمله اي

���� � �
��1� ��

��� � 1���1� � � ���

 باشد، آنگاهn يك عدد صحيح نامنفي مانند�در حالت خاص اگر

���� � �
��1� ��

�� ��1� � � �� � ��1�� ��� � ���� ���� � ��1�� �� � � � 1
� �� 
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سي تابع1-2-3  اويلرپي

مي psiمشتق لگاريتم تابع گاما تابع  شود كه به صورت زير معرفي مي شوداويلر ناميده

���� � � �� ���� � ��������� �6� 1�

 در حالت خاص. تابع دي گاما نيز ناميده مي شود����بعات

��1� � و���� � �1
2
� � �� � �� 4

� 55/�...كه و اگر1ثابت اويلر� ���يك عدد صحيح نامنفي باشد،zاست � برابر�1

– � � � �
������

كه.خواهد بود1��� سي تابع قابل دكر است مي پي در رابطه بازگشتي زير صدق

 كند

��� � 1� � ���� � 1
��

راzدر حالت خاص اگر و آن  بناميم، آنگاهnعدد صحيح مثبت بوده

��� � 1� � �� �� 1
�

�

��1

�

2تابع بتا1-2-4

موسوم به تابع بتا مقادير معين تابع گاما از تابعيدر بسياري از حالات بهتر است به جاي تركيبي از

 غالباً به صورت زير تعريف مي شودتابع بتا. استفاده كنيم

���� �� � � ���1
1

�
�1� ����1���� ����� � � � ����� � � �7� 1�

��اگر قرار دهيم١ � 1 � 1
2
��� 1

Nدر اين صورت������� � ثابت. موجود بوده كه ثابت اويلر ناميده مي شود����
و سري است كه نمونه هاي آن را در اغلب كتاب هاي آناليز رياضي مي توان يافت تمرين. اويلر از تمرينهاي مهم مبحث حد دنباله

و يا تمرين9 مثال هائي از اين فصل شش اصول آناليز حقيقي رابرت جي بارتل36فصل هشت اصول آناليز رياضي والتر رودين
.دست هستند

٢ Beta 
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و گاما از تبديل لاپلاس مي كنيم كه به صورت زير استفاده براي به بدست آوردن رابطه بين تابع بتا

 تعريف مي شود

������� � � ���1�1� ����1���
�

�

و1���و1���يك كانولوشن از توابع�������واضح است كه �1�����مي باشد � ������.

 يل لاپلاس آن دو تابع است، داريمكانولوشن دو تابع برابر حاصل ضرب تبدلاپلاس با توجه به اينكه

������� �
����
��

����
�� � ������������ �

آن كه يك ثابت��������به عبارت ديگر چون.است�������تبديل لاپلاس تابع�������در

را با گرفتن معكوس تبديل لاپلاس از طريق رابطه فوق دوباره به دست آورد،�������است مي توان 

 ين خواهيم داشتابنابر

������� �
��������
��� � �� �

����1�

�دادن قرار با �  داريم1

���� �� � ����������� � �� �

از.�1�به كمك تابع بتا مي توان خواص ديگري از تابع گاما را به دست آورد به يكي اين خواص

 صورت زير است

������1� �� � �
��� ��� �� � �� �1 � �2 � � �� �8� 1�

�در حالت خاص اگر � 1
2

Γرابطه معروف �1
2
� � م�� قدار تابع حاصل مي شود كه براي محاسبه

خاصيت ديگري از تابع گاما كه به سادگي از تابع بتا. رد استفاده قرار مي گيردگاما در بسياري نقاط مو

 استفرمول لژاندر نتيجه مي شود، 

����� �� � 1
2
� � ��22��1��2�� � 2� � �� �1� �2� ���������������������������������������������9� 1�

�قرار دادن كه با � � � 1
2

به صورت زير بدست مي از مقادير خاص تابع گامااي مجموعهدر آن

:آيد


