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��� � �<�#1�! 4��;� �0�(�.=����� ���>��)� ?�'$��@#�� A.� 7�##&�� ���! ��	��� � B01 �)�:!

$����< � �&�.� �#$��� B01 7�)�:! C� �.DA � � ���$ EFG ��.���#& .����	��� * 7$ %��$�� -.	�5���-

�.1. �<� H�GB�
��	! H:	�� �� ��<C���.�� %��9>��I  ���$ H:	�� *�� 7�������� �)�:!���� ���.( 

-.	�5�� �#+ �� �� J�.I �& �	
�� ���!  7"�� �.1 ��
K(. ��.� C�7  C� �.&L$ H:	�� "A�� �<�

�D(�$� '$ �� �.I.$ 4��M �& �1����#�� -�6� B)�5� N0A -O �� �#��.	� ? C� ���� 7-O�� �� �	
� 7

� "$:A
��	! B��� 7-�1���B $ P�� ����$ Q.D'$ 4��M �� �/�O �& �#	���#$��. ��� R:@$ �����! �� B


��	!�-��	05� %��	�� P�� �� 4��M 7"D@$ �#$�� �� B�#	
� ��.  

-���! *�� ��� ��5.( �� Q.D'$ 4��M SK� �$�������	��� * 9>��I��T C� 7%��D1 U��C��  7-O

 ��.$����� ������<"�� �	 .%�M �& �V
� �� �.3#$ *�)� ���W  5���� %�1 ��/( "�� . �.&L$ �&

O �� ?�.( ��	��"�� �	��<���� �	��� -�'	$� ��.$ U��� -.$C . �� -.$CO *�� ��0����� *1�%.  "��
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� ��& ����.� .NX� 
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��7 �#���� ��5.( 5���-.	 �� 
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1.1  ��������� �� � ���	�  

���� ���	�
 ����� �������� ��� ������ ���������	���� �� �� ���� ! "�# �.  ����# %�# ��

����& '�()� ���� �� %*	�+#��), ��-#���� .),�� ���. %*	�+# "�/# ���� ��0� 12���� ����� 

%*	�+# �� �3 �	4�54 ")�!�#��� 4 6�#)�7���	�
   "8�� 2� 9� �� :���� 2� �� ;��& �� �

 �<��������  ! . �+
�4 �������� =>�� 9! ?�� �@�A�	 ��� ��������� 1�������� . ���@�#�/!�

�B�()� �� C#�� D) - ��0�����)��� �� % .+
�4 �������� E�>F� �)0 # 9��"�# G�)�  1�� ��-

 9H)��# %*	�+#	�)# ����� ��-����� ���� ?�� ���# 9! ���� �� �� �# ���
 I8(�� -	. 68/# �J� 

����� 	��4 ��K)! "8�� %�)( 9� ���# "�# �  !. D�H ��� 	��>�7�# ���)� ��� 9��� #� L

���	���	)5 . ��K �-�, �� M�3� 9! �)H 9�  ��-����� ��� E#�!N&�� ����<��ONA �� :����  

#�� !.   

 �� .	)� ����� �)�B# 9� �� �)0 # 9� �����# :� ! P�	.	)� �� 9! :����� ?���� 6�Q�
	 9K 9� 

?�� +# .�R��� 	) �� 9! G�F# 2� �	 ���4� S�& "8�� 2� D� ?����C7 T)# 2� �>!�)H 9� E�A 

�#6*���A�4 ���H� U#4���@� � ��# T�)#� ��� 	�)# �	 9! � ! :����� ������ G�F# �V���,.  

D� � ���C7 �� T)# �- 9WXV# Y�):  

True laws of nature cannot be linear.  

A. Einstein 
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  1 (?����� 9 #�	 D� EQ��# �� T�)#� ?7��4 E�5.  

  2( ?�� �� T)# 2� ��� �� T)# 4	 m�< E(�A.  

  3( ��� �� :! 9 #�	 �� T�)#�.  

9��0�� T�)#� ��Q� o����� �# 2K)! 9 #�	 =� #��� D� .� �	 9! 1�5���� %8�< ���� 

)�8�<� 9! D� q+���U�# ��-��.� %�Q�V# 4 9����4   4	 9C��# D� �-�� ��- ��*�� � (# �0 ��(� 	)5 .

���� ��# 1�� D� .�)� E��C��)����� 9�E�>F� � "8�� �- �����	�! �	�B���  .� �	�?@�A �1�- �)#��-� 2

)�� T)# 2��) ��� r��!��ωsXV#( 9� ����� EQ��# %�)( #�  %�WXV#4 � !T)#���)5�V� #  1

9���� G�)� �,� 5�& �)F# %�WXV# 9� 9!�3��� G�	��	  (?�� ����� E��
.   

���� �	�� ���� 1T�)#� ��V��� t���4�B��<)� E��
 � 9� ?C�� 9��0�� �	 �# ���	)5. ���� 

#�3 - "�/#� 9!� u��� 9 #�	 �� T)# 2)9 #�	 ����� �	 ?�� ���# 9!��K)! ��5�� 9�5�	  ( 	��4

��# :���	)5 1 E�@	 9��&�������T)# F#�	 �G1 9!�� #  9���� �5� ��9 #�	 �# .� � %��J� 1	)5

������& �# ������)5.�� �� :���� 2� %4�B� 1v)��# �	  �� 2���� :�� %�)( ��� 9� ��

�	 9! ?�� �# 1E#�74	 .�#��- S !D� �5�� ������J� �� :���� 2�:-�� %�)( 9� ���)� %��J� ���

E#�)7 D� 2��-19��,��<�)H 9� 1	)5 �����  .1����� :���� 2� �	 �#�  9! 9�@4� S ! E#�74	

�# ����	 .�#��-�J���)5 ����< 68#�! �J� 9� �� # � ��)�1  ���<� ��� ?!��V# �7)� ��  ! r�+ # 9!

?�� :����.  

�# ?!�A G�F# 2� �	 9! T)# 2� ?5)����# ���+� G�F# .� Y�) 9� 9<)� �� � !	)5 .

T�<)7� 9� �� # .	)� �����1  T)# Ew51) M�V��� Ew5 9� 68/# (�#	)5 . �� =>�� ����� %��J�

9������-21�@	�+� � K %*�A 3 4�����&�-4 4 �� �>!�)H 9� ����&� ��- GC��# ���- �	 9!  ?�-�#���U��J�  

                                           
1 Distortion 

2 Thresholds 

3 Multi}stability  state  

4 Hystersis  
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�# ���U� �B�! �0� 9�Q� D� 1%����F��  ! .[1]  

  

2.1  ����	"# � $ %&��'�� 

@���7)� .)�� T)# 	��B���1 ) 9�7)��)H� � T)# 9��� 2�� r@�&( ����� �&����  E�5 9! ?��

	) ?7��4 �� �J� �	�	 ?!�A �F# 2� �BA G#�� ! . ��� "	�+� E(�A 1�����& %�5 9� ����� ���

��� %��J� �� �,� 5�& %��J�:���� �� �	 ���# �5�� .�)�- �,� 5�& %��J��# �+� �� E���4�& �  �

�D)A�	 ���  � ��& ���#D 2 4 9�rw7� 58� �	 ���)�- ����� %��J�  �� E���4�& �D)A�	 ������� 

�  � ��&)�5��� "	�+# 9��D)A �	 �,�# ���#D �5�� .(��� ��� 9�D�)# =���� ��� 9��# �J� 4	 ���)�

�5�� "	�+� ?@�A �7)� �����	���	?�� ��@�A �� K ")WF# .)��@�� 9!  .1������ 	)<)# ��� E(�A 

+��4 �4�, EA� %�Q�V# �� E�����B�	 %*	�+# D� ���	4 ���<� 4 ����� %��J� �,� 5�&'�+�  

�#�5�� � 9!3�- %*	�+# ���  �7)� 9�()��� ��  ! '�:���-��# ������ �� 5��..)��@�� �� 1 �7)� 

�3K �	 �>F# :�����# �� .�#��-4 T)#�� � ��# 6�Q�
	 9� ?�� �R��� �@�	 ��� ����� 4 Ew5 ���U�

?7���A4 �@�� �� 	�)�� ��- .)��	 ��3 	)D��# .�V� ?#4�Q# �-	 ..)��@�� 1����� .��� 9�1 

�# �w��8� 9@	�+# EA E(�A��)H 9� ?�� .����� 4 �<)# Y�) .�#��- 9��5�� 9�5�	 ��. [3, 2]   

  

1.2.1  '���&� �	() *���  

� ����	 �����& 68#�! E�5. 

� ����	 ��K)! ����� �,	���,. 

� .)��@�� E�5 ���U� .4�� 4 ��)5 S ! 	��4 :- �� ���	�
 �-)D�� ������< �!��� �� �� �4 (

���)5 �4	 :-D. 

                                           
1 Solitary Wave 

2 Broadening  
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2.2.1  '���&� ���� *���  

� ���� �# S����� ?7�� �� .� 9 #�	. 

� �# S�7���N< o)�+# �� =�� �# .� �� �&�5��. 

� ?�< 9! ?�� �<)# r@�& �7)� .)��@���� �WXV# ��- �#��� ��, .68/#  S�7��

���	)5 �B # ���)�. 

� @	�+#�	 ����� =��� ?#87 9� 9����4 .)��@�� ?#87 9Kdv�5�� �# .[3]  

  

3.2.1   ,$	����'���&� �����  

1 } .)��@�� M)& ��-1�# '�()� ����� �3 �	4�5 9@	�+# �� 9! ��)5 . 

2 } .)��@��.)� ��-} 9@	�+# �� 9! ��)( Kdv�# '�()� ��)5 . ���.)��@���-� ��- �7)� 9�  9! 

��� 	) � ��)� 9�� 9�>� � ���� 	)<)� ���8& �	 	)�� 2��F� �� ���� �<�� E#�7 2� G�)� �

	�!.[4]   

  

4.2.1  '���&� ./0$1#  

��� ��@4� �	 "�� 1834 ��� 9� ��#� �	4���- o� �# �� .�<E��� %�w�� 2 �	 "���!.)��)�3 �	 

� >�����1"�Q��� T)# �� .�4 	�! ��-�V# �� .)��@�� 4��#��  .�4 6�	��# �	 �� T)# ���  ���4 .�X# 2�

�@)�� 	�!4 D� "�� �	 	4�A �>!�)H 9�   9+@��# O�( �� 	) ��7��0� �� 	�w�4� D� ����& ��� 

                                           
1 Envelope Solitons 

2 John  Scott Russel 

3 Union Canal 

4 Wave of translation  
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�5 �� # .)��@�� 	)<4 ��7 9� 9� 	�� .�� "�� �	 9� �� 1895u)��� 14  r��4	2 ?��� 9� ��)# 

9���� .	�4����5 .)��@�� ���)� ���� �� ..�4	  � �V��	:�F# .)��@�� 	)<4 "*���� ����� .�#D .� �

�� 9@	�+# � +� .�V�4�+# 9@	�+# E�5 9� Kdv   9�����	�	�.[2]  

  

5.2.1  ���1 ��3(4�  

1 } ���9 #�	 9� 9 "8�� 1.)��@�� 	��+� 4	 12� ��5 ��@)� ��- ?�� ��V�� ��.  

2 } D���,��� ��7�� ����	 ����� T�)#�gh �#� 5�� �� �� ����� 9!� T�)#� ?7T)# ")H �� � 

�# u����5��. .)��@�� ?7����� �# �- �� 0(1 )v c Aη= + ?�� 9!η 4 T)# v�B���A   �	�7

?�� ?C/#. 

3 }  9 #�	 9� 9���.)��@�� 	��+� 1"8��?�� ��V�� �� 4	 12� ��5 ��@)� ��-.   

 T)# '��+��	��B����� %���� 9! �>�5 .� 9� E 	�! 'V!  9� ���?�� ���
 : T)# 2�

	���#� �	 GQ� 9! ����3��< �# �V� # ?��J E�5 �� ��� ?�< 2�	)5.[2]  

 

6.2.1  .��6 7��(�#�38� � .��91� ���	�� :$;�� 

�)�� ��9�C5 �-��)��#�!��� ������� ����� ��-����� �D�� �5 ���#. "���	 9�)�� .�) 7 9� 

1955�#�� 31 ����&4 4 �*4�5  �V��#D��� ���- 9� �)0 # ��	�	 =����. ���� � �5�	 �W
 9! �����64  ���

���  ! 9+@��# ����� .�#��K 2��	 1������� G�)� �� %��� 4 ����  EW�# :- 9� ��< .4�� 

                                           
1  Kortewege  

2 De vries 

3 Fermi 

4 Pasta 

5 Ulam 
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��	�! 1 �CH�� ���� ��� S ! �4��� 9! ��)H 9�9���� %�)( 9� P)- ����� 2
( ) ( )K l lα∆ + ∆ �5��1 

 9! £�� ��� ��%��C7 �� 9���Q#�	 �4	 %��C7����� "4�  ?�� ���K)!. ���
 	)�9@	�+# ��)��#�!  9�C5 ��

9@	�+# 9� ��D � ! EA ��:   

)1 }1(  2 2

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) .
n n n n n n n n n

mu k u u k u u u u u uα
+ − + −

 = − − − + − − − ��  

¤ -��- ?@�A�	 ( 0)α =1 D� ����	 9�@4� ?@�A�	 9! ��R��� 	)� ��5 ���� �-�#1 �	 �# .��- 

�
�� ���# ����� ���#� �	)#�� "	�+� ?@�A 9� :���� 4. ?@�A �	 ( 0)α ≠ C5 ����9� 2��F� �� �� �D��

����& �# ����( 1)n = ��	�!D���. 68/# �� �<�� 9�@4� ¥�5 2� ¦�X��� �� ?X� T)# 2� E�5 9! ����3�

?5�	 4 H T)# ")	)� :���� ")H �� ����� .�1 �	  ��-�# 9� �#��� 9� �R��� 9! ��	�! ��-�V# �����

�3�	 �# "�Q�������. �# ������ � 1�4	 �)� 4�+��9� ���5 2��F� L����. �#� �	 � "��!+ ��-�V# =�

�5 �+� 9! 6�	4�AD� 1576�	��# �R��� ���� 9��& �# ¦4� � ��4	 "	�+# ¦4� � ��4	  9��& �# 9� ?V,�� 

�5 �	�	 4 6�	��# :���� 9�@4� ?@�A D�������5 .  r!4	���& 9! 9<)� E��
 9���� ���FPU1�5 ���#��  

	 .�V��# ����� %��J� 9! ?�� ��� �� -� ��)� 9�>� ����3��< 9�@4� G���5 D� �� � 9�q�A  G���5 D� 

���3��<�� 9�@4���� ���#	 %����F� ��4 � �5�� )5��. "���4�!1 4 ��)��D�2 L���� ��� D� v8H� D� �+�1 

 �!�# ��-��)��#�! D� �	�B��� ��o)#*� o*3 1 9� 4 ��	�	 ����� 9��V# ����V��#D��� 9<)� E��
 9���� 

� ���� ?�	 .� �����	 ���� 9 #�	 ����2K)! ��-1�)�& .����� %�5�+��� 9� FPU 9@	�+# G�)� ��) 9� 

Kdv�# �	�	 ���)� 	)5. .�4	 ��	�	 .�V� �� ¨�-  r& .)��@�� 4	 9� 	�)�� D��� �  E�5 ©�F@ D�

�# �����& ?7��4��#�	 9�>� �  �J� S ��-��1 ¦��5  �!������ �#����,.� � .)��@�� ����� Y�) �-

�������	 ��� ��. ��	�! .�V��H� ���� ��3�	 	�4���	 .�) 7 9�  ?V,D�� .�#D 9!FPU ?�(� �>�� 

�� ������&�# .)��@�5�� # 9!� D� r& ���)��	4�F# ¦4� � ��4	 29�@4� E�5 	)  � ! ����� ��.  

                                           
1 Kruskal 

2 Zabusky  

3 Los Alamos Laboratory 
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.)��@�� '��+� "���4�! 9! �>�5 .� 9� ���)��D 4 D� ���
 9� ��	�! 'V! �	�7 M4� ���H 

?�� ��D:u��� 9 #�	 �� o4��- r@�& �� 4 T)# �� ���	��B�� �����& �����   S�7��4 Ew5 9� ?��

�	 � �J�v)� ���- D� �3�	 T�)#� �� 	�)� ��� ���U�� �.]1 12[  

  

7.2.1  =>$��'���&� (��?$;��   

 ��,��	 D� �)>7�# �@8���- 1�5�� 9�5�	 �� �D* Y�) ���� ������ �,� ����� 9� �� # ���)�

:���� 6�#)�7 �#� 1	)5 .��	 �()WX� .)��@���-�Ew5 ���� ������  �� � .)��@�� ���, �	4�F#

�# �� %����F� D� ��K)!����N& .�� 	)<4 ���������� ��� 9���  9!
	 ¦�)<������� 1����	  ���@�# 

����� 1� ��- �5D������w����  .��)�# 9+@��# �� �+
�4 ����	 9��  �(1 .)��@�� �� K �� %��� 9� ��-

�����# 	�)�� �@��  �. 9X�� �� ���� £)7�	�+
�4 ��-�� �@�.)��1?�+
)# �	 )< 	)<4 9� ���-¦�-

��� ��-�(� � ��# �@8�� %��J� �� ��)��@�����w1 �<�� ��  � ?���- ��-4���1 �>#���� 9wC5 ��-

1����N&�� ¦� �<� ����	 ���4��. ¦�)< �� K ������ � � ��)��@�� ��-¦�)< ��� ��- ���- %�# 9� 

����	 ��4	 �	��D 4 �������& 9C5. �	 
�4	��	 ���7 ?��-� �w���� ©�F@ D� 9� ���K .� m1 1��V��  	)<4

 9C5 Y�) �� K6�Q�
	 9�4 ?�� ��)��@�� .)��@�� �� Y�). 6�#)�7�)0 #   .)��@��D� � +# .��-

� 9� ?�� '�+��9���)	��	 ���V�� ���,D�� .����w���� ��-. D���3�	 �) ���-.��� 9��)�1�5  

.)��@��@�A  ����3��< ����� �� 4 �-����� 6����� 9� ?�� 	4�F# ���# ���5 9� ����� ����4�.  ��

����B� ��� 1 �	G���5+
�4 �1���# ��8�� %��J� ��)���� %��J� �� � � "	�+� 9� ���� � �� # ��� 9�  9�

�� 5�& �w� T)#1�� 5�& .)��@�� ��4 2 �#	)5 , 2] [3.  

 

                                           
1 Diffusive solitary wave 

2 Diffusive soliton 
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8.2.1  '���&� �(�	�1A B�CD1� %C�0�  

 ��	����0� 2�1  !��� 5 .���4 9��0� ��.����-11  ��- T�)#� ��� ��V��� T�)#� �� �w�#� �	4�

�	 ����3��< 1�#)�� ����8& �w��&� ��-�C���	 ��@� 3�� ��V�����4   �	14�w�# o��Q# �	 ��� "�Q��� 

1����� ��-���>&  ��@)����H� U# ���@�������	 ����3��< ��-�# ��#� �	4)@)�� ���@)w@)#    ��0� �w��

DNA4 ��®�4�& ����4 �-.)��@�� ����	 ����� 	����! �-.������ D� 1"�/# .�) 7 9� ��� "�Q��� 9�    G�)� �R

.)��@���)�5 9� �-�# %�)( 9 ��� ����� ��.)��@�� D� 1	��, .�) 7 9� %�H�C��� ?+ ( �	 �w��&� ��-

������X# :�87 ��>#�A2�B��� �# �		)5 ..)��@�� 1����D �)>7�	 �� ¨�- 1�-�	 �R��� "�Q��� � ����

��®�4�& G�)��# ?���V# rw�>- �B@� ��-�  �[2] .  

  

3.1  ��1	�&� .CE�� �3F� ���	� 	
� .�8� 7� '���1 $��  

�0� 9�Q� D��)>7 ����� 1A 9� ��*	�+# 9�)�� .�) 7 9� ����	 ��)��@�� E 9<)� E��
 ��-

������
	 EA �� �����3 )�3 ��� .4�� (�# I��# �	�D� 9<�	 �-� �#�� 	��+� ��4��)5 . 9�)�� .�) 7 9�

#�9� .�)�u)��! 9@	�+#  }r��4	,�3 �	4�5 9@	�+#  �����41 ���� 9@	�+#}.	�),5����4 	�! ���5� . 

�,� !��& E��C� M4� G�)� 1�)�N# %*	�+# ��)��@�� EA o)�+#6�# ?��� ���.�7 ������& 6�#) 

                                           
1 Strings 

2 Communicative Signals 

3 Integrable systems 

4   Nonlinear Schrodinger equation 

5 Sine}Gordon equation 

6 Inverse scattering transform 


