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� � � �($� � � � � %* �� �� ���� � �  � ������ &����� ��%�� ���� ��%� 	� !���.��� )�� �

�%*�+� ����	� Z
 �� ����  � !��.� �	 ���
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�����" Z
 �� ��+��+ � �� � ()��56 �%&' � �+� �9� �� �� ()��56 $���%&' ()�*+ (,-. ��/ ���

(#9 � ()�*+ (,-. ��/ (��9 � �� ��" ���� ���� � (9�� ���� ��� �� 3���� ���� �� ��� �
� � 3�"���� ���� �� ��1�9< �%&' � ���%&' ()�*+ (,-. ��/ ��� ����� ��4	�� � �4�#��9� ���%&'
��� ��9� (��9� ���� �� ���� ��� !"� ��# $���%&' ()�*+ (,-. ��/ �� � � � ! "��� ���# ���
(� � ()�*+ (,-. ��/ $���� ���� �����" Z
 �� ��+��+ � �� � �%&' � (6��7 �� ��� ��$" �
%�$� &��� ��' �� �� ���� ��� !"� ��# $���%&' ()�*+ (,-. ��/ ���� � � �� ��4	�� 3����
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3��7 �� ���6 (� �� D ��;%6 $�%&' $�� 4(��4���" � + (��4�� �, � � �5 V $���9 � $�6 �+

3���� D = Z
 � dimV = 7� (��� �8� ���" �9�4��" (+# )+�56 �� 9�-8�
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(� ��9� 1������ ���� $�,� ��* � � � �� �����# �4�� ���" ���� $�+�6� � :+��,6 �� )* �+� � �

� ��� (� 9; " �97 �+�6� 9+�� 3�5/� �� 3��9< (� ����� �"��� ����9 �9��� � (+�+�6� 3�5/� 3�"9�<

3���� (� 9�.�� �� ����

�S��  ��� �	� 
�


+ : M×M →M
,�� /�� �%*�� �(� �� !������� M � ���� 	� R ��$� ��	 ��������

∗ : R×M →M �" ��� � �� � ��*�� ����� +(x, y) = x+ y
&��� �� �x, y ∈M �� !��� ��

M
�������� ��� � � �� ��*�� ����� ∗(r, x) = r ∗ x = rx

&��� �� �r ∈ R � x ∈M �� !��� ��

 ���� ���� ���� �� ��%�−R �� ��� �� � ,�� /�� ��  ����

�%*�� ���� ����� (M,+)
��

�r(x+ y) = rx+ ry �r /�� R  � ��� �� � y, x /�� M  � ��� � ��� !� � �� ��

�(r + s)x = rx+ sx �r � s /�� R ��� � ��� � x /�� M ��� �� !� � �� ��

�(rs)x = r(sx) �r � s /�� R ��� � ��� � x /�� M ��� �� !� � �� ��
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�7x = x �x /�� M ��� �� !� � �� �1

� � �� � /�.� !� ���� !��	 	� (�������
����" ��� � �

F )�%�� 	� ��

���� ���� ��� �� �� ��* � �
V ������ 	� ��

 �
α+ β � ���� �V  �

β � α !��� ����  � �'� �� �� �� !� ���� ,�� ��� �� �/�� ���  %��- 	� ��

�� ��* �� � �� � �� �� �.�� �� ��* ��  %�� �� β � α ����� �� �� V
�
α+ β = β + α

�$�� ��� � �� ��� �� ,�� ��" �
�
(α+ β)γ = α+ (β + γ) �V  �

γ, β, α �� !� � �� �$�� ��� ����� ���* ,�� �
�V � �

α � � !� � �� �� !�� � �� �� � ���� � V � � � '� � ��� � ��� �� � !�.� � � ��� � ��
�
α+ �= α

�
α+ (−α) = � �� !��� �� �� � ����� V � �

−α
!�.�� � ���� �V � �

α � ���� �� !� � �� �&

� �
cα � ��� � V  �

α � ��� � �� � F  �
c � " ��� � �� �� !�" ��� � �� ��� �� �/�� ���  %��- 	� ��

�� �� ��* �� � �� � �� �� �.�� �� ���* ��  %�� �� α � c �� /� �� �� �� V
�7α = α �V � �

α �� !� � �� ��" �
�
(c �c
)α = c �(c
α) �c �, c
 ∈ F �� � α ∈ V �� !� � �� �
�
c(α + β) = cα+ cβ �α, β ∈ V �� � c ∈ F �� !� � �� ��

�
(c �+ c
)α = c �α+ c
α �α ∈ V � c �, c
 ∈ F �� !� � �� �&

!�� ���� �� R !�� !� ��� !�
� �� �%*�� R !����  � !� �� ��%� � I ��$� ��	 -�������
���$� �� ����� �� &��� �� �� I

a− b ∈ I �� � �($� � �� �
a ≡ b(mod I)

�� R  � ��� �� !� ��� ��� ��� � !� ��� !�
� �� 	� �
� �� �� � �� %�� )�� � �� �.� �� ��
!������ R ���� ��.� �	 ���� �� I !�������� �� )� �� %* �� �� a+ I = {a+x | x ∈ I}

&���



� ���� ���� ��	 
� � ��

�%$�� �� ���� 	� /��� �� �� � ,�� ���� � �� �� %* �� �� I !�������� �� !���

(a+ I)(b+ I) = (ab) + I � (a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I

�*��� �� �� �  ��� �%*�� �� ( 7+ I) )� ���� ����� ��� � (�+ I) )� ���� ����� ���

� a → a/I �a ∈ R � � !�� � �� !��� �� �� � !��� �� �.� �� �� 	� �ϕ : R → R/I
�� � +�

�
Kerϕ = I

�-. )-/ � � 1�9-� V 1�<9� ���� � (� 6� " $��/�-8� V � ����� F �� 4 �9  ��������
$���9� $�6 �� V 1�<�� ����� �	 ����−F �∗ : F × V → V

9)�*�� �9� � + : V × V → V

3����" F ����� $��

��%�−R !��� !������ HomR(M,N)
�%$* �� ��%�−R � �

N� M ��$� ��	 ��������
���� 	� ,� �� � ���� � �� � �� � ����  �� � 	� ,� �� � ,�� ��� �� �� �

N �� M � ���.��� ��
#����

EndR(M)
���� �� � ��� �� M !���.��� )�� �

−R
!���� �� HomR(M,M)

�%* %� ��	
�������

!��,�� /� �� ���� !������ �� RG ����$.� ���� �
G � %* �� ���� R � � � ��������

��� ��'� �" ��� �� xg  � ���$.� ��%�� � xg ∈ R )� � � �� ����� �� ��� � �∑
g∈G xg.g

!���
�� � G  �� � �� RG �� ��$� �� 	 �� � �� � �� �a )��� �� a 7� ��� �� � �� � � �

g )��� �� 7g � � �
)� �
 �$.� �� ��� !� ��� �$�� ����+� ��� �� ��� �� RG  � ��� � � !� ��� ��� ���� � � �� R !����

&��� �� RG !�� �� �� � ,�� )�$� � ���$� �� ����� ���� � �

∑

g∈G

xg.g +
∑

g∈G

yg.g =
∑

g∈G

(xg + yg).g

(
∑

g∈G

xg.g)(
∑

k∈G

yk.k) =
∑

t∈G

zt.t

)� � � �� ��$� �� �����

zt =
∑

gk=t∈G

xgyk.
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��������  ���−���� )� �� �� %���� ���� 	� /��� ���� � �� � �� RG
7G � R !���� ���� ����� 7R )� � � �� �� �

RG
���� ����� ��$� 7R. 7G �� �� � �*��

��� �
G  ��� �� ��� ��$�

3��4 (� 1������ x =
∑
xg.g

��
x =

∑

g∈G

xg.g
$�8� ����" � � �)��� $�9� ��� ���� ���

� e
 = e � ���� ��� �� )�����	 �� R �� 0��.� e ��$� �%*�� ���� 	� R ��$� ��	 ��������
!���� �� e )�����	 ��$� ����� �� #���� Id(R) �� �� R !���� !��)�����	 !��� !������
B(R)

���� �� �� R !���� !� �� � !��)�� ���	 �
re = er �r ∈ R ��$� � � !� � ��  ��� � ��� ��

����� �� #����

�� eRe !���� &��� �� �� � �%*�� R !����  � )��� ��	 ��$� 	� e ��$� ��	 ��������
���� �� �� R !���� �� ��*�� !����

�%*�� ���$.� )� %"�� ���$.�  ��� �� �� �� � ���� �� ���$.� ������ �� G  ��� ���������
�� ,��� �(��4�� 1�9< 9� � ��� ���� (��4�� �� ,��� 1�9< �+ :+9,6 �� �.�6 �� ������	#

3��� (��4��

��� �
p

%$� �� �.� �
 �� � �%�  �
(≥ �) �� ��� ���+��� ��$� �� )� � � �� ����� �(�������

���* ��  %�� ��  ���−p 	�

���� �� ���� �� R �� 0��.� a 6= ���$� �%*�� � �%�� !���� 	� R ��$� �� 	 �-�������
#����

U(R)
���� �� �� ���� ��� � �� �$� !������ �%*�� � ��� )�� �� ���� �� �� �  ��� �

�������

 ��� � �� �� � %� �� . � !��)�� � �� 	 �� R !�� � �  � e
 � e � !��)�� ��� 	 ���������
�
e �e
 = �

R = e
e �
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� � ��

���� �� �� eRe !����  ���� ������ ���� )��� ��	 �� R !���� � �
e )��� ��	 ���������

�%*��

�R  �
I �, I
� '� �� !�� ��%� �  � �'� � � !�� �  ��� � ��� �� � �� � �� R !�� �� ���������

�
I �I
 6= �

�� ���� !���� )��� ��	 �($� �'�  ���� ���� �� � ���	� �� R !���� � �
e )��� ��	 ���������

�%*�� )�

�R �� 9�7�" ���6 ��# 9� �+�9��4� 3B(R) = {�, 7} �1�<�� ���� ��� $�%&' R
9<� ������	#

3��� �����

�%$* �� !���� )� !��)��� ��	 !��� �� � ���* ��  %�� �� ���� ��$� ���� 	� ���������
���.� � I !�� ���� �� ��)�����	 ����� �%*�� R !����  � ��%� � 	� I ��$� �� 	 (��������
�� !��� �� %* �� ���� � e ∈ R )�� ���	 �� $� �x
− x ∈ I �� x ∈ R � � !�� �  ��� � %$ � ����
)�����	 ��$�  ��)� %*�� R/I !����  � �� �����	 ��$�

x̄ = x+ I �� ���� � &� �+� �� �x− e ∈ I

�
x̄ = ē �� ���- �� ��* �	 �� e ∈ R

�%*�� )��� ��	 R ��$� ��  ���� ���� �� �"�� !���� 	� �� R !���� (��������
3��� ()�� $�%&' �+ Z
 ((����	#

()�� $�%&' �+ (P (X),4,∩)
$�%&' 1�<�� ���� (�6 9�, �/�-8� �+ X 1�<9� (-����	#

3���

R
!���� )�� ����� ���� ��� �� R !���� ������ �� !����%� � !��� ��� .* � (��������

������� #���� J(R)
���� �� �� )� � ��� ��
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� � ��

�%*�� �.* �� ������ �� ��%� � 	� �($�  ���� ���� �� ����� �� R !���� (��������
�($� R � {�} ��$��� � R 6= {�}  ��� � ���� ��  ��� !���� 	� �� R !���� (��������

�%$* �� R !����%� �

3��� 1��� $�%&' �+ ���;%6 $�%&' 9� (�����	#
�($� M � �  ��� � ���� ��  ��� �� M �%*�� � '� � �� �"�%�−R �M ��$� �� 	 (��������

�%$* �� M !����%���

(� +�� 9�, 1�9< 9+� Zp
(& �� 1�9< 3��7 �+� � � 3��� � ��� $��/ p ��4 �9 (�����	#

�Zp $��1�9< 9+� ��-� �� %��� "+�� ���� 9+� ��+9�< (� 9; " � � ����−Z
���4/ �� �� Zp

(��� 3����"
3��� 1��� �8��" � � � ����" (�+��9�, ���� 9+� ����−Z

���4/ �� �Zp �� 3�4�;� 1�9< ���4/ ��

�.* �%� !�� � � %����� M � � � � �� ��  ��� � ���� �� � ��� �� ���� � �� M ��%� -��������
�%*��

!�� ��%�� �  ��� � ���� ��  ������ �� M �%*�� ��%�−R 	� �M ��$� �� 	 -��������
�
M = ⊕ATα �� !��� �� %$* �� ����� (Tα)α∈A

%$� �� M  �  ���

3��� 1��� ��" �1��� ���� 9� -(����	#
���� �� ��� �� � �� ! ������ !���� 	� �� R �%*�� ���� 	� R ��$� �� 	 --�������

�%*��  ������ ��� �� � �� ��%�−R )��$� �� R  ����

L ≤M ��%��� �� !���  ���� ��� �� �� �� �
M � � �� M ��%�−R  �

K ��%��� -��������
������� #���� K ⊆e M

���� �� �� )� � L = � � ��)� K ∩ L = � ��
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�� �� � ��%� � ��� ���� )� �'� ��� ��$� ���  ���� ������ ��'$� �� �� M ��%� -��������
���� ��� R  �

3��� �9�4��" ���� �+ �RR 3��7 �+� � � ���� 1��� $�%&' �+ R ��4 �9 -�����	#
 �
L ��%�� � � � !�� �  ��� � ���� �� 	��� � ��� � �� M ��%�−R  �

K ��%�� � -��������
������� #���� K �M

���� �� �� )� � L = M ��* �� �.* �� �L+K = M �� M

��� �� �� �� � �� f : N −→ M
�.���	� �%$* �� ��%�−R �N � M ��$� �� 	 -��������

�
Im(f) ⊆e M � ����

	��� � ���� �� g : M −→ N
�.��� �� � �%$* �� ��%�−R �N � M %�$� �� 	 -��������

�
Ker(g) �M � ���� ��� ��

� � � N �� M  � �*� � �.� �� ��−R � � !�� �  ��� � �� � !� ��� � �P ��%�−R ���������
�%*�� �� ���� �� �� � ����� �� !��� �� %* �� ����� M �� P  � �.��� �� 	� �N �� P  � �.��� ��

P
h ↙ ↓ f

M
g
→ N → �

 ���� ���� �� !�����−M �� U  ��)� �%$* �� �� �� ��%�−R �M � U ��$� ��	 ���������
����� M �� U  � �.��� �� 	� �f : U −→ N

�.��� �� �� � �g : M −→ N
�.��� �� � �� !�� �

�%*�� �� ���� �� �� � ����� �� !��� �� %* ��

U
h ↙ ↓ f

M
g
→ N → �

�%*�� !�����−U  ���� ���� �� !����� �+* �� U ��%�−R �(�������
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� �  ��� � ��� � �� � � . �� � � �� E ��%� �%*�� R !�� ��  � �" �%� � I �� $ � �� 	 �-�������
�%*�� �� ���� �� �� � ����� �$�� %� �� ,���� E �� R  � �.��� �� 	� �� �E �� I  � �.��� ��

� → I
f
→ R

g ↓ ↙ h

E

 ��� � ��� �� � �.�� � �
−A

�� N ��%�−R 	� �%*�� ��%�−R 	� A ��$� �� 	 ���������
�� %* �� N �� A  � �.��� �� 	� �� ,���� /� �- N �� X  � �.��� �� �� �A  �

X ��%��� �� !���
�%*�� �� ���� �� �� � ����� �� !���

� → X
f
→ A

g ↓ ↙ h

N

�%*�� ��.��� �−Q  ���� ��� �� ��.��� � �+* �� Q ��%� ���������
#*� � 	� �� (P, p) �'� �%*�� ���� �� �� ��%�−R 	� M �� $ � �� 	 ���������
� ���� �.��� �� � 	� p � !� ���� ���� �� �� ��%�−R 	� P  ���� ��� �� MR ��%� !� ����

�%*�� M �� P  � 	���

!�� ���� �� ��)�����	 � %* ��  ������ R/J(R)  ���� ��� �� /� ����� �� R !���� ���������
�%$� �� ���.� � J(R)

3�4�;� )�� ��" (,��� $���%&' ������	#
)� ���� �� ����� � %* �� !����� ��%� 	� P  ���� ��� �� /� ����� �� P ��%� ���������

�%*�� �.* �� !����� #*�� 	�

� �.�� � ��� ��%�−R 	� E  �� � � ����� �
M

 � � �.�� � � ��� �� (E, i) �'� ���������
�
Im i≤ E ��� � &� �+� �� �%*�� �� �� � �.���	� �→M → E

�.���	� � %* ��
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��-� ���� " � ��� ���� ���� (� ��� !"� �����−Z
���4/ �� �Q $�%&' ��	 ������	#

3���� (� Z
�� �)�4+� ��� !"� �+ (Q, i) �+�9��4� ���� (���� (��+��6 �i : Z → Q

��%�  � �� �� � ��%� �� 	�  � �.��� �� �� �� � ����� ��'$� �� �� E ��.��� � ��%� �(�������
�%� �� ,���� E �� F  � �.��� �� �� �.�� � �� �� E �� F  ���" �

�� %* �� �.* �� ���� y ∈ R  ���� ���� �� ��$���$� 	� �� R !����  � x ��$� �-�������
�%*�� ��$� )� ��$� ��  ���� ���� �� ������� � )��� ��$� �� R !���� �

xyx = x �� !���

3�4���(� �;4� ���;%6 $���%&' ������	#
&��� �� ��$� )� �� ����� � � �� � ���� � ��	 R !����  � ��$� 	� ���������
��$� �� �� � �� � ���� � ��	 !���� 	� ���* �.*�� ��� ��$� 	� � )�����	 ��$� 	� ,��

�%*�� ����� ��	 �����

�� 	 �� ��� $ � �� �$ �  ��� � �� � �� �� � �� 	 �.� � � � � �� r ∈ R �� $ � ���������
���� �� ���� � ��	 �.�� � �� �� �� !���� 	� �r = e+ u �� %��* �	 �� u ∈ U(R) � e ∈ Id(R)

�%*�� ����� ��	 �.�� � �� �� )� ��$� ��  ����

��� � !���� ������ ��	 �.�� � �� �� !���� 	� � � )�����	 �� ������
���6 ��#

e+ (er − ere) 1�<�� �r ∈ R
9<� 3e
 = e ∈ R � ���� �%&' �+ R ��4 �9 �%��� �

�9+� 3���

(e+ (er − ere))(e + (er − ere)) = e+ er − ere− erer + erere+ erer − erere

= e+ (er − ere).

�+��� 3����(� 7+ (ere− er)
�� ��*,� � ��� �*+ 7+ (er − ere) ��4	��

(e+ (er − ere)) + 7= e+ ( 7+ (er − ere)).

Von - neumann >



�1 ���� ���� ��	 
� � ��

��' �� 3er = ere
��) � e+ (er − ere) = e �+��� ���� 8� 96 :�# ��*+ ��' �� R $�%&' ��	

2 3��� $� 9� ���6 ��# e
�� 3re = er �+�9��4� 3er = ere ���$�

���	  �  �� ���.�� %����� ��� ��  �� �� ������ ���$.� �����.�� �� A ��%� ���������
��� %* �� �"� %� �($� B = ��� � �($� � �� � �� � ���$.� �����.�� A ��� � &� �+� �� �%*�+� ����	�

�
A
⊕
B ∼= A

�
yx = 7  ��)� xy = 7 �x, y ∈ R �� !��� �� � ��� � ���$.� �����.�� R !���� ���������

3��� (��4�� �� -�%�;� �(+�8��. $�%&' 9� ������	#
3��� (��4�� �� -�%�;� �8� 96 :�# ��*+ ��' �� $�%&' 9� ������	#

ab = 7� a, b ∈ R ��4	�� � ���� 8� 96 :�# ��*+ ��' �� $�%&' �+ R ��4 �9 �%��� �
�) &5' ���� 8� 96 :�# ��*+ ��' �� R ��	 � baba = b( 7)a = ba

�9+� ���� ���6 ��#
ba 3����

��$��� ��� � !���� ba �1�����
ba = ba( 7) = ba(ab) = a(ba)b = (ab)(ab) = 7.

2

��� � ���$.� �����.�� �R �� ��� �$�

3��+�< (��4���" �� -�%�;� �� ���5" (��4�� �� -�%�;� � �%&' 9� �(���!��
3��� (��4���" �� -�%�;� (+�.���.�" $�%&' 9� �-����	#

���$.� �����.�� !���� eRe !���� � ���� ����� ���$.� �����.�� �� e )��� ��	 ���������
�%*��

���� �%� ��� .��� � �x �	 �* �%*�� R !����  � �� �� � �� � ���
x � � � ���������

�%*�� �� 7�	 �* �� ��� ��$� ���� �'� � ���� �xn = � �� !��� �� %* �� �� �+��


