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چͺیده

این مͬ�گیرند. قرار مطالعه مورد پلͬ�متروآیدل ایده�آل�های �توان�های� وابسته�ی او̰ل ایده�آل�های پایان�نامه، این در

پلͬ�متروآیدل ایده�آل�های مͬ�دهیم نشان است. وابسته او̰ل ایده�آل�های از پایا مجموعه دارای ایده�آل�ها از رسته

بدست را مورب پلͬ�متروآیدل�های و ورونزه نوع از پلͬ�مترو�آیدل�های شاخصپایایی استو پایایی ویژگͬ دارای

مͬ�کنیم. مشخص واضح بطور را وابسته او̰ل ایده�آل�های پایای مجموعه همچنین مͬ�آوریم.

مجتمع�سادگͬ. جمله�ای، تک ایده�آل�های پلͬ�متروآیدل، ایده�آل�های وابسته، او̰ل ایده�آل�های کلیدی: واژگان
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پیشͽفتار

از وابسته او̰ل ایده�آل�های مجموعه باشد. R نوتری حلقه در ایده�آلͬ I کنید فرض نامه پایان این طول در

قضایای و تعاریف او̰ل فصل در که است فصل چهار شامل نامه پایان این مͬ�دهیم. نشان Ass(I) با را R/I

از استفاده با Ass∞(I) عناصر آوردن بدست جزئیات دوم فصل در است. شده آورده بخش دو در نیاز مورد

در مͬ�شود. داده توضیح I مولدهای از G(I) بفرد منحصر جمله�ای تک مجموعه به وابسته ماتریس عناصر

در باشند. بزرگتر دیͽری از مͬ�توانند کدام هر dstab(I) و astab(I) که مͬ�شود داده نشان فصل این پایان

محاسبه برای ۵.١.٢ گزاره از است. پایین و بالا کران دارای astab(I) که مͬ�شود داده نشان ۴.١.٢ گزاره

دوم فصل در بحث مورد استراتژی سوم فصل در مͬ�شود. استفاده استانلͬ-رایزنر١ ایده�آل پایایی شاخص

مͬ�کند بیان ۵.١.٣ گزاره مͬ�شود. استفاده پلͬ�متروایدل ایده�آل توان�های از وابسته او̰ل ایده�آل�های مطالعه برای

پلͬ�متروایدل ایده�آل هر Ass∞(I)برای فصل این پایان در هستند. پایایی ویژگͬ دارای پلͬ�متروایدل ایده�آل�های

از آمده بدست متقاطع پلͬ�متروایدل ایده�آل نمایش که مͬ�شود داده نشان ٢.١.۴ لم در مͬ�شود. محاسبه

نشان که است ۴.١.۴ قضیه چهارم فصل کلیدی نتیجه است. بفرد منحصر جمله�ای تک او̰ل ایده�آل�های

تنها اگرو است وابسته I = PF۱ · · ·PFr متقاطع پلͬ�متروایدل ایده�آل به m مدرج ماکسیمال ایده�آل مͬ�دهد

١Stanley-Reisner
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ایده�آل هر برای که مͬ�گیریم نتیجه ٧.١.۴ نتیجه از باشد. همبند G(I) گراف اشتراک و ∪r
i=۱Fi = [n] اگر

G(I) گراف درخت�های بوسیله Ass(I) ،٨.١.۴ قضیه در .Ass(I) = Ass∞(I) متقاطع پلͬ�متروایدل

قضیه مͬ�شود. آورده بدست I از Ik توان�های همه زائد غیر او̰لیه تجزیه ١١.١.۴ نتیجه در مͬ�شود. محاسبه

مͬ�شود. محاسبه depth S/I ،G(I) مولفه�های تعداد از استفاده با ١٣.١.۴
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١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

مقدماتͬ تعاریف ١.١

موجود i ∈ Z ،Ri مانند R از جمعͬ گروههای زیر هرگاه گویند Z−مدرج١ را R حلقه .١.١.١ تعریف

.RiRj ⊂ Ri+j باشیم، داشته i, j ∈ Z هر برای و R =
⊕

i∈Z Ri که بطوری باشد

گروه Mو مدولهای زیر Miها Mکه =
⊕

i∈Z Mi هرگاه مͬ�گویند مدرج R−مدول ͷی Mرا R−مدول

ویژگͬ با حلقه ͷیR۰ شود توجه .RiMj ⊂ Mi+j باشیم، داشته i, j ∈ Z هر برای که بطوری هستند، آبلͬ

مͬ�باشند. R۰−مدول ͷی Mi جمعوندهای همه و ۱ ∈ R۰

هستند. مدرج R−مدول ͷی I و R/I آنگاه باشد، R از مدرج ایده�آل ͷی I و باشد مدرج حلقه ͷی R اگر

مͬ�شود تعریف زیر صورت به و مͬ�دهند نشان V (I) با را I شامل او̰ل ایده�آل�های مجموعه .٢.١.١ تعریف

.V (I) = {p ∈ Spec(R)|I ⊂ p}

مͬ�دهند. نشان Spec(R) با را R حلقه از اول �ایده�آل�های همه یادآوری:مجموعه

١Graded ring
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اگر مͬ�گویند، M−منظم عنصر را x ∈ R باشد. R حلقه روی مدول ͷی Mکنید فرض .٣.١.١ تعریف

نباشد. M صفر علیه مقسوم x اگر دیͽر عبارت به .z = ۰ آنگاه xz = ۰ باشیم داشته z ∈ M هر برای

کند صدق زیر شرایط اگردر مͬ�گوییم M−دنباله را x = x۱, . . . , xn ∈ R دنباله .۴.١.١ تعریف

باشد. ,M/(x۱−منظم . . . , xi−۱)M عنصر xi ،i = ۱, . . . , n ازای به (i)

M/xM ̸= ۰ (ii)

برای اگر گویند ماکسیمال را I در x = x۱, . . . , xn M−دنباله ماکسیمال): (M−دنباله .۵.١.١ تعریف

نباشد. M−دنباله ͷی x۱, . . . , xn, xn+۱ ،xn+۱ ∈ R هر

که باشد، R از ایده�ال ͷی I و مولد متناهͬ R−مدول ͷی M و نوتری حلقه ͷی R کنید فرض قضیه:

است. یͺسان طول دارای I در ماکسیمال M−دنباله�های همه آنگاه .IM ̸= M

.[۴] از ۵.٢.١ قضیه برهان:

I و مولد متناهͬ R−مدول ͷی M و نوتری حلقه ͷی R کنید فرض :(M روی I (درجه .۶.١.١ تعریف

مͬ�گویند M روی I درجه را I در ماکسیمال M−دنباله طول آنگاه .IM ̸= M که باشد، R از ایده�ال ͷی

.grade(I, M) = ∞ آنگاه IM = M اگر مͬ�دهند. نشان grade(I,M) با و

آنگاه باشد، مولد متناهͬ R−مدول ͷی M و نوتری موضعͬ حلقه (R, m, k) کنید فرض .٧.١.١ تعریف

مͬ�دهند. نشان depth M با و مͬ�نامند M عمق را M روی m درجه

۵



متغیر n با چندجمله�ای حلقه S = K[x۱, . . . , xn] و Kمیدان فرضکنید جمله�ای): (تک تعریف٨.١.١.

xa با را آن و مͬ�گویند جمله�ای تک را ai ≥ ۰ و ai ∈ Z که xa۱
۱ . . . xan

n ضرب حاصل هر باشد. K روی

جمله�ای تک ایده�ال را I ⊂ S = K[x۱, . . . , xn] ایده�ال .a = (a۱, . . . , an) آن در که مͬ�دهیم نشان

باشد. شده تولید جمله�ایها تک وسیله به اگر گویند

است. مولدهایش از بفرد منحصر مینیمال جمله�ای تک مجموعه دارای جمله�ای تک ایده�آل هر گزاره:

.[١۴] از ۶.١.١ گزاره برهان:

.ai ∈ {۰,۱} ،i هر ازای به هرگاه گویند مربع٢ از خالͬ را xa = xa۱
۱ . . . xan

n جمله�ای تک .٩.١.١ تعریف

را △ آنگاه باشد. رئوس مجموعه [n] = {۱, · · · , n} کنید فرض سادگͬ): (مجتمع .١٠.١.١ تعریف

اگر که ویژگͬ این با باشد، [n] مجموعه�های زیر از مجموعه�ای △ هرگاه مͬ�گویند [n] روی سادگͬ مجتمع

نا را ،F /∈ △ که [n] از F مجموعه زیر و مͬ�نامیم وجه △را عناصر .F ′ ∈ △ آنگاه F ′ ⊂ F و F ∈ △

مͬ�دهیم. Nنشان (△) با △را وجه�های نا تمام مجموعه △مͬ�گویند. از وجه

مͬ�گویند. وجه�واره شمول به نسبت را ماکسمال وجه ͷی

صورت به توانیم مͬ را △ سادکͬ مجتمع .[۳] = {۱,۲,۳} بنابراین .n = ۳ کنید فرض .١١.١.١ مثال

باشیم. داشته زیر

△ = {۱,۲,۳,۱۲,۱۳,۲۳,۱۲۳}

٢squarefree
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باشد. مͬ {۱,۲,۳} ی مجموعه همان بالا، در ۱۲۳ عبارت از منظور نمونه، عنوان به که توضیح این با

را I△ ایده�آل باشد. [n] روی سادگͬ مجتمع ͷی△ و S = K[x۱, . . . , xn] کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

دیͽر عبارت به شود تولید F /∈ △ که XF جمله�ایهای تک وسیله به هرگاه مͬ�گویند، استانلͬ-رایزنر ایده�آل

.XF :=
∏

i∈F xi آن در که ،I△ = (XF : F ∈ N (△))

از مجموعه�ای همراه به رئوس، از مجموعه�ای از است متشͺل ،G گراف ͷی (گراف): .١٣.١.١ تعریف

مجموعه�ی معمولا باشند. مفروض رئوس مجموعه�ی از عضوهایی یال هر انتهای دو هر بطوریͺه یال�ها،

خواهد (VG, EG) با برابر G و مͬ�دهند نمایش EG با را آن یال�های مجموعه�ی و VG با را G گراف رئوس

گراف، هر دیͽر، بعبارت مͬ�گوییم. گراف اندازه�ی آن، یال�های تعداد به و مرتبه گراف، رئوس تعداد به بود.

آن یال�های مجموعه�ی آن، دوم مولفه�ی و گراف آن رئوس مجموعه�ی آن، او̰ل مولفه�ی که است مرتبی تایی دو

هستند. آن رئوس مجموعه�ی از عضوهایی یال، هر انتهای دو �بطوریͺه مͬ�باشد. گراف

،{i, j} ∈ EG برایهر اگر گرافGگویند از Cیͷپوششرأسͬ ⊂ VG پوششرأسͬ): ) تعریف١.١.١۴.

C ∩ {i, j} ̸= ∅.

نباشد. G رأسͬ پوشش C از مجموعه�ای زیر هیچ هرگاه مͬ�گویند مینیمال را C رأسͬ پوشش

Kباشد. میدان روی جمله�ای چند حلقه S = K[x۱, . . . , xn] و گراف ͷیG فرضکنید تعریف١.١.١۵.

بطوریͺه xa(۱)
۱ · · ·xa(n)

۱ tn جمله�ایهای تک همه بوسیله شده تولید S[t] جمله�ای چند حلقه از جبر K−زیر

Gمͬ�گویند. از رأسͬ پوشش جبر را گرافGباشد Kاز مرتبه از رأسͬ پوشش ͷی a = (a(۱), · · · , a(n))

٧



باشند، متناهͬ گراف، ͷی یال�های مجموعه�ی و رأس�ها مجموعه�ی اگر متناهͬ): (گراف .١۶.١.١ تعریف

مͬ�نامند. متناهͬ را فوق گراف

از دنباله�ای ،vn به v۱ از مسیر ͷی ،G گراف در باشند. v۱, vn ∈ VG فرضکنید (مسیر): تعریف١٧.١.١.

ͷی بوسیله�ی دنباله، این متوالͬ رأس دو هر بطوریͺه است v۱, . . . , vn صورت به G گراف متمایز رأس�های

رأس n+۱ دارای ،n طول به مسیر ͷی گویند. مسیر طول را مسیر این یال�های تعداد باشند. وصل هم به یال

است. صفر طول به مسیری ͷی رأس، هر واقع در است. یال n و

دور که گرافͬ گویند. دور ͷی را آن باشد، یͺسان مسیر ͷی انتهای و ابتدا اگر (دور): .١٨.١.١ تعریف

گویند. دوری غیر گراف را باشد نداشته

یا زوج k اینکه به بسته k−دور، ͷی مͬ�نامیم. k−دور را k طول به دور ͷی دور): −k ) .١٩.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. فرد یا زوج دور ͷی باشد، فرد

مسیر ͷی حداقل بوسیله�ی آن رأس دو هر گاه هر گوییم همبند را G گراف همبند): (گراف تعریف٢٠.١.١.

گوییم. ناهمبند نباشد همبند که گرافͬ باشند. متصل هم به

�باشد. همبند و نداشته دوری هیچ که است متناهͬ گراف درخت، ͷی (درخت): .٢١.١.١ تعریف

مجموعه V = {v۱, · · · , vn} که گویند ابرگراف را H = (V, E) زوج (ابرگراف): .٢٢.١.١ تعریف

.Ei ⊆ V ،i = ۱, . . . , m هر برای که یال�ها از مجموعه�ای E = {E۱, E۲, · · · , Em} و رئوس

مͬ�گویند. ساده ابرگراف را Ei * Ej ،i ̸= j هر برای که ابرگرافͬ

٨



خاص را △ از دور ͷی باشد. [n] روی سادگͬ مجتمع △ کنید فرض خاص): (دور .٢٣.١.١ تعریف

نباشد. رأس دو از بیش شامل وجه�واره هیچ هرگاه مͬ�گویند

یعنͬ Rباشد. حلقه�ی از ضربی بسته�ی زیر�مجموعه�ی ͷی S فرضکنیم سازی): (موضعͬ تعریف١.١.٢۴.

۱ ∈ S, ∀x, y ∈ S =⇒ xy ∈ S.

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به R × S روی را ∼ رابطه�ی اینصورت، در

∀ (a, s), (b, t); (a, s) ∼ (b, t) ⇐⇒ ∃s
′ ∈ S : s

′
(at − bs) = ۰

است. R × S روی هم�ارزی رابطه�ی ͷی ∼ وضوح، به که

یعنͬ مͬ�دهیم. نمایش x

s
با را (x, s) هم�ارزی دسته�ی (x, s) ∈ R × S هر برای

S−۱R = {x

s
: x ∈ R, ۰ ̸= s ∈ S}.

حلقه�ی آن به که شد خواهد یͺدار و جابجایی حلقه�ی ͷی به تبدیل S−۱R زیر، در . و + اعمال تعریف با

۱S−۱R =
۱

۱
=

s

s
آن ͷی و ۰S−۱R =

۰

۱
=

۰

s
حلقه این صفر و مͬ�شود گفته S به Rنسبت خارج�قسمتͬ

مͬ�باشد.

x

s
+

y

t
=

xt + ys

st
∀ x, y ∈ R, s, t ∈ S,

x

s
.
y

t
=

xy

st
∀ x, y ∈ R, s, t ∈ S.
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را S−۱R اینصورت، در .S = R \ p و باشد R حلقه�ی از او̰لͬ ایده�آل p R−مدول، ͷی M کنید فرض

زیر بصورت M مدول برای سازی موضعͬ مͬ�نامیم. p در R سازی موضعͬ را آن و مͬ�دهیم نمایش Rp با

مͬ�شود. ه داد نشان Mp با و مͬ�شود تعریف

S−۱M = Mp = S−۱R ⊗R M = Rp ⊗R M.

اگر مͬ�گویند صحیح I روی را R از f عنصر باشد. R حلقه در ایده�آلͬ I کنید فرض .٢۵.١.١ تعریف

باشد داشته وجود زیر صورت به معادله�ای

fk + c۱f
k−۱ + · · · + ck−۱f + ck = ۰

I مͬ�شود. داده نشان Ī با و مͬ�گویند صحیح بستار را I روی صحیح عناصر مجموعه .ci ∈ I i که بطوری

باشند. صحیح بسته I توانهای همه هرگاه گویند نرمال و I = Ī هرگاه مͬ�گویند صحیح بسته را

مورفیسم�ها رده اگر است. عضو�ها و مورفیسم�ها رده، دو شامل که Dیͷگردایه فرضکنید تعریف١.١.٢۶.

مورفیسم ترکیبهر و باشد داشته را خصوصیتشرکت�پذیری ترکیبمورفیسم�ها و باشد همانͬ مورفیسم شامل

مͬ�گویند. کاتگوری٣ یا رسته گردایه این به آنگاه شود، مورفیسم همان همانͬ، مورفیسم با

شرایط در هرگاه مͬ�گویند فانکتور ͷی را F : G → D باشند. رسته Dدو و G فرضکنید تعریف٢٧.١.١.

کند صدق زیر

.F (A) ∈ D آنگاه A ∈ G هر ازای به (a)

٣Category
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است. D در مورفیسمͬ F (f) : F (A) → F (B) آنگاه باشد، G در مورفیسمͬ f : A → B اگر (b)

.F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f) آنگاه باشد، G در مورفیسم�هایی A
f−→ B

g−→ C اگر (c)

باشد. F (۱A) = ۱F (A) آنگاه ،A ∈ G هر برای (d)

F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g)به�صورت سو̰م شرط اگر است. همورد فانکتور برای شده بیان تعریف قرارداد:

مͬ�گویند. پادورد را فانکتور کند تغییر

دنباله هرگاه مͬ�گویند R−مدول�ها از همبافت۴ را C .٢٨.١.١ تعریف

C : · · · σ۳−→ C۲
σ۲−→ C۱

σ۱−→ C۰
σ۰−→ C−۱

σ−۱−→ · · ·

با را C و σn−۱oσn = ۰ ،n ∈ Z هر بهءازای که باشد، موجود R−همریختͬ�ها و R−مدول�ها از

مͬ�دهند. نمایش ((Cn), (σn))

۰ → M → I ۰ d۰→ I۱ d۱→ I۲ d۲→ · · · دقیق دنباله باشد. R−مدول ͷی M کنید فرض .٢٩.١.١ تعریف

باشد. انژکتیو R−مدول ͷی In هرگاه مͬ�گویند M برای انژکتیو۵ تحلیل ͷی را

· · · → Fn
dn→Fn−۱ · · ·

d۱→F۰
ϵ→M → دقیق۰ دنباله باشد. MیRͷ−مدول فرضکنید تعریف٣٠.١.١.

باشد. آزاد R−مدول ͷی Fn هرگاه مͬ�گویند M برای آزاد۶ تحلیل ͷی را

۴Complex
۵Injective resolution
۶Free resolution
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ͷی T (−) : CR −→ CR و R−همریختͬ�ها و R−مدول�ها کاتگوری CR کنید فرض .٣١.١.١ تعریف

کنید فرض همچنین باشد. جمعͬ همورد فانکتور

. . . → Fi
di→Fi−۱

di−۱→ . . . → F۰
ϵ→M → ۰

داریم را زیر همبافت بنابراین، باشد. M R−مدول برای آزاد تحلیل ͷی

. . . → T (Fi)
T (di)→ T (Fi−۱)

T (di−۱)→ . . . → T (F۰)
T (d۰)→ ۰.

فانکتور امین n آن به و مͬ�دهند نشان LnT (M) نماد با را ker(T (dn))

Im(T (dn+۱))
R−مدول ،i > ۰ هر برای

مͬ�گویند. چپ شده مشتق

را T (−) = −⊗R N چپ شده مشتق فانکتور امین n باشد. چپ R−مدول ͷی N کنید فرض قرارداد:

مͬ�گویند. تابی فانکتور آن به و مͬ�دهند نشان TorR
n (−, N) علامت با

ͷی T (−) : CR −→ CR و R−همریختͬ�ها و R−مدول�ها کاتگوری CR کنید فرض .٣٢.١.١ تعریف

کنید فرض همچنین باشد. جمعͬ همورد فانکتور

۰ → M
ϵ→E۰ d۰

→E۱ d۱

→E۲ → · · ·

داریم را زیر همبافت بنابراین باشد. M R−مدول برای انژکتیو تحلیل ͷی

۰ → T (E۰)
T (d۰)→ T (E۱)

T (d۱)→ T (E۲) → · · ·
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فانکتور امین n آن به و مͬ�دهند نشان RnT (M) نماد با را ker(T (dn))

Im(T (dn−۱))
R−مدول ،i > ۰ هر برای

مͬ�گویند. T (−) راست شده مشتق

T (−)=HomR(N,−)راست شده مشتق فانکتور امین n باشد. چپ NیRͷ−مدول فرضکنید قرارداد:

مͬ�گویند. توسیع فانکتور آن به و مͬ�دهند نشان Extn
R(N,−) علامت با را

· · · → Pn
dn→Pn−۱ · · ·

d۱→P۰
ϵ→M → دقیق۰ دنباله باشد. MیRͷ−مدول فرضکنید تعریف٣٣.١.١.

باشد. پروژکتیو R−مدول ͷی Pn هرگاه مͬ�گویند M برای پروژکتیو تحلیل ͷی را

وجود M برای زیر مانند پروژکتو تحلیل ͷی اگر باشد. R−مدول ͷی M کنید فرض .٣۴.١.١ تعریف

داده نشان pd(M) با و مͬ�گویند M پروژکتیو بعد را M برای پروژکتیو تحلیل کوچͺترین طول باشد، داشته

مͬ�شود.

۰ → Pn
dn→Pn−۱ · · ·

d۱→P۰
ϵ→M → ۰

.pd(M) = ∞ باشد، نامتناهͬ پروژکتیو تحلیل طول اگر

هر Lبرای از بت٧ͬ عدد iامین R−مدول، ͷی L و موضعͬ حلقه (R, m, k) کنید فرض .٣۵.١.١ تعریف

مͬ�شود. تعریف زیر بصورت ،i صحیح عدد

βR
i (L) = lenR(TorR

i (k, L)).

٧Betti number
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S−مدول ͷیM Kو میدان روی جمله�ای چند حلقه S = K[x۱, · · · , xn] فرضکنید تعریف١.١.٣۶.

دارای M مͬ�گویند باشد داشته وجود M برای زیر بصورت مدرجͬ مینیمال آزاد تحلیل اگر باشد. مدرج

(βi := βi(M)).است خطͬ d−تحلیل

۰ → S(−d − s)βs → · · · → S(−d − ۱)β۱ → S(−d)β۰ → M → ۰

به�صورت را p ارتفاع٨ باشد. R از او̰ل ایده�آل ͷی p و جابجایی حلقه ͷی R کنید فرض .٣٧.١.١ تعریف

ارتفاع سوپریمم مͬ�کنند. تعریف height(p) = sup{s| p = p۰ ⊃ p۱ ⊃ · · · ⊃ ps, pi ∈ Spec(R)}

مͬ�دهند. نشان dim(R) با و مͬ�گویند R بعد٩ را pi ∈ Spec(R)

اکید نزولͬ زنجیرهای طول سوپریمم باشد. Spec(R) از مجموعه�ای زیر V کنید فرض

بنابراین مͬ�دهند. نشان dim(V ) با و مͬ�گویند V بعد را ،V در او̰ل ایده�آل�های از p۰ ⊃ p۱ ⊃ · · · ⊃ ps

بعد را dim(Supp(M)) آنگاه باشد، R−مدول ͷی M کنید فرض است. dim(R) = dim(Spec(R))

مͬ�دهند. نشان dim(M) با و مͬ�گویند M

.SuppR(M) = {p ∈ Spec(R)|Mp ̸= ۰} یادآوری:

ایده�آل ریس١٠ جبر باشد. جدید متغییر ͷی t و R نوتری حلقه از ایده�آل ͷی I کنید فرض .٣٨.١.١ تعریف

٨Height
٩Dimension
١٠Rees

١۴


