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چͺیده

درستͬ به سپس مͬ�کنیم. بررسͬ را دلخواه اندازه فضاهای روی p > ۰ برای Lp فضاهای ابتدا پايان�نامه اين در

مهمترین به Lp حدس برای سااکͬ اثبات بر علاوه مͬ�پردازیم. p > ۰ برای فشرده موضعاً گروه�های روی Lp حدس

مͬ�کنیم. اشاره Lp حدس درباره موجود نتایج

.۴۳A۱۵ ،۴۳A۱۰ موضوعͬ: رده�بندی

.Lp فضای فشرده، موضعاً گروه ،Lp حدس پیچش، کلیدی: واژه�های



پیشͽفتار

را آن سرچشمه�های که است پیچش مفهوم ͷهارمونی آنالیز ویژه به و آنالیز مفاهیم مهمترین از ͬͺی

موضعاً گروه ͷی روی گروهͬ جبرهای پیچش مفهوم از استفاده با یافت. نوزدهم قرن ابتدای در مͬ�توان

هستند. ͷهارمونی آنالیز مهم اشیای از که مͬ�شوند تعریف فشرده

دقیق عبارت به پرداخته�ایم. توابع از مختلفͬ رده�های بین پیچش مفهوم بررسͬ به نامه پایان این در

موضعاً گروه ͷی روی توابع لب فضای از تابع دو پیچش شرایط آن تحت که کرده�ایم بررسͬ را شرایطͬ

ژلازکو ١٩۶١ سال در که است بوده مشهور Lp حدس خاصبه حالت در مطلب این است. موجود فشرده

بعد ١٩٩١ سال در حدس این اثبات کرده�اند. مطرح را آن رسماً ١٩۶٣ سال در راجاگوپلان او از مستقل و

است، سااکͬ ژاپنͬ ریاضیدان به متعلق که ساده) نه (ولͬ مقدماتͬ اثباتͬ با تعجب کمال با و سال ٣٠ از

شد. میسر

سپس آورده�ایم. دلخواه اندازه فضاهای روی Lp فضاهای درباره کاملͬ نسبتاً بحث اول فصل دو در

فصل�های در کرده�ایم. ارائه آنالیز در آن نقش و پیچش مفهوم پیدایش از تاریخͬ چشم�اندازی سوم فصل در

به و جداگانه ۰ < p < ۱ و p > ۱ برای فشرده موضعاً گروه�های برای را Lp حدس پنجم و چهارم

کرده�ایم. عرضه را Lp حدس برای سااکͬ اثبات پایانͬ فصل در کرده�ایم. بحث تفصیل



١ فصل

مقدمات

مͬ�آوريم. را بعد فصل�های برای نياز مورد وقضيه�های مفاهيم تعاريف، فصل اين در

توپولوژی

باشد موجود D روی > مانند رابطه�ای هرگاه مͬ�ناميم جهت�دار را D مجموعۀ (يك) .١.١ تعریف

باشيم داشته α, β, γ ∈ D هر برای به�طوری�كه

.α > γ آن�گاه ،β > γ و α > β اگر (الف)

.γ > β و γ > α به�طوری�كه باشد موجود γ ∈ D ،α, β ∈ D هر برای (ب)

مجموعۀ D آن در كه f : D −→ X مانند است تابعͬ ،X مجموعۀ در تور يك از منظور (دو)

يا (xα)α∈D با را f : D −→ X تور ،α ∈ D هر برای xα = f(α)فرض با معمولا˟ است. جهت�دار

مͬ�دهيم. نمايش (xα) با ساده به�طور

D′ از β 7→ αβ نͽاشت به�طوری�كه است (yβ)β∈D′ چون توری ،(xα)α∈D تور از زيرتور يك (سه)

باشد موجود زير خواص Dبا به

.αβ > α۰ آن�گاه β > β۰ هرگاه به�طوری�كه است موجود β۰ ∈ D′ ،α۰ ∈ D هر برای (الف)

.yβ = xαβ
داريم β ∈ D′ هر برای (ب)

همͽراست x۰ به X در (xα)α∈D تور گوييم باشد. توپولوژيك فضای يك X كنيم فرض (چهار)

،α > α۰ هر برای به�طوری�كه باشد موجود α۰ ∈ D عنصر ،X در x۰ از U ͬͽهمساي هر برای هرگاه

همͽراست x۰ به (xα)α∈D كه كرد ثابت مͬ�توان .limα xα = x۰ يا xα → x۰ مͬ�نويسيم xα؛ ∈ U

باشد. همͽرا x۰ به (xα)α∈D زيرتور هر اگر تنها و اگر

١



٢ مقدمات .١ فصل

دهد. نمايش را X در A زيرمجموعۀ بستار A و باشد توپولوژيك فضای يك X كنيم فرض .٢.١ قضیه

اين�صورت در

.xα −→ x به�طوری�كه باشد موجود xα تور اگر تنها و اگر x ∈ A (الف)

باشد. A در همͽرا زيرتور يك دارای ،A در تور هر اگر تنها و اگر است فشرده A (ب)

كنيد. رجوع [١۴] از ١٠.٣ بخش به برهان.

f اين�صورت در باشد. تابع يك f : X −→ Y و توپولوژيك فضای دو Y Xو كنيم فرض .٣.١ قضیه

.f(xα) −→ f(x) باشيم داشته x به همͽرا xαی تور هر برای اگر تنها و اگر است پيوسته

كنيد. مراجعه [١۴] از ١٠.٣ بخش به برهان.

باشد. توپولوژيك فضای X كنيد فرض .۴.١ تعریف

. باشد فشرده بستار با ͬͽهمساي دارای X نقطۀ هر هرگاه مͬ�ناميم، فشرده موضعاً را X (الف)

باشد. فشرده مجموعه�های از شمارش�پذيری اجتماع هرگاه ناميم σ-فشرده را E ⊆ X (ب)

تابعͬ آناليز

.E ⊆ S و باشد مختلط اعداد ميدان روی برداری فضای يك S كنيد فرض .۵.١ تعریف

.tE + (۱ − t)E ⊆ E باشيم داشته t ∈ [۰,۱] هر برای هرگاه است محدب E مجموعه

روی توپولوژی يك τ اگر باشد، (C يا R)F ميدان روی برداری فضای يك X كنيم فرض .۶.١ تعریف

گوييم. توپولوژيك برداری فضای را آن� است، زير خاصيت دو دارای كه Xباشد

باشد. بسته تك�عنصری مجموعۀ هر (١)

باشند. پيوسته اسͺالر، در ضرب و برداری جمع اعمال (٢)

باشد. τ توپولوژی با توپولوژيك برداری فضای يك X كنيم فرض .٧.١ تعریف

محدب اعضای با موضعͬ پايۀ دارای آن نقطۀ هر هرگاه مͬ�ناميم، محدب موضعاً فضای Xرا (الف)

باشد.

كامل متريك يك توسط τ توپولوژی و باشد محدب موضعاً گاه هر مͬ�ناميم، فرشه فضای Xرا (ب)

هرگاه گوييم پايا Xانتقال روی را d متر باشد. آمده به�وجود پايا انتقال

d(x+ z, y + z) = d(x, y) (x, y, z ∈ X).



٣ مقدمات .١ فصل

موجود α > ۰ اسͺالر ،E در صفر از U ͬͽهمساي هر برای هرگاه گوييم كراندار را E ⊆ X (ج)

.E ⊂ αU به�طوری�كه باشد

باشد. برداری فضای يك X كنيم فرض .٨.١ تعریف

باشد. دارا را زير خواص به�طوری�كه است p : X −→ R+ چون تابعͬ ،X روی شبه�نرم يك (الف)

.p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ،x, y ∈ X هر برای (١)

.p(αx) = |α|p(x) ،α ∈ C و x ∈ X هر برای (٢)

اين در ،p(x) > ۰ داشته�باشيم x ̸= ۰ هر برای به�علاوه، و باشد X روی شبه�نرم يك p هرگاه (ب)

مͬ�ناميم. نرم�دار برداری فضای را X Xو روی نرم يك را pصورت

و K > ۰ ثابت�های هرگاه گوييم معادل را X برداری فضای روی ∥.∥۲ و ∥.∥۱ نرم�های .٩.١ تعریف

باشيم داشته x ∈ X هر برای به�طوری�كه باشند، Mموجود > ۰

K∥x∥۱ ≤ ∥x∥۲ ≤ M∥x∥۱.

از كراندار خطͬ عملͽرهای تمام مجموعۀ باشند. نرم�دار فضای دو Y و X كنيد فرض .١٠.١ تعریف

تعريف زير به�صورت را T نرم ،T ∈ B(X, Y ) هر برای و مͬ�دهيم نمايش B(X, Y ) با را Y به X

مͬ�كنيم

∥T∥ = sup
{
∥T (x)∥ : x ∈ BX

}
,

را آن و مͬ�دهيم نشان X∗ با را B(X,C) فضای است. X نرم�دار فضای يͺه گوی BX اين�جا در كه

است. باناخ فضای يك X∗ به�وضوح مͬ�ناميم. X دوگان فضای

نظر در را B : X × Y −→ Z نͽاشت باشند، برداری فضای Z و Y ،X كنيد فرض .١١.١ تعریف

زير به�صورت را By : X −→ Z و Bx : Y −→ Y نͽاشت�های y ∈ Y هر و x ∈ X هر به بͽيريد.

مͬ�دهيم نسبت

Bx(y) = B(x, y), By(x) = B(x, y)

باشند. خطͬ By Bxو ،y ∈ Y و x ∈ X هر برای هرگاه گوييم دوخطͬ را B (الف)

باشند. پيوسته By و Bx ،y ∈ Y و x ∈ X هر برای هرگاه گوييم پيوسته جداگانه را B (ب)



۴ مقدمات .١ فصل

خطͬ عملͽر يك T : X −→ Y و باشند باناخ فضای Y Xو كنيم فرض بسته). (گراف .١٢.١ قضیه

بسته X × Y در {(x, T (x)) : x ∈ X} نمودار اگر تنها و اگر است كراندار خطͬ عملͽر T باشد.

باشد.

كنيد. رجوع [٩] از ٢۶.٢ قضيۀ به برهان.

A اگر ،A ⊆ B(X,Y ) و باشند باناخ فضای Y و X كنيد فرض يͺنواخت) (كرانداری .١٣.١ قضیه

است. كراندار B(X,Y ) در A آن�گاه باشد كراندار نقطه�ای به�طور

كنيد. رجوع [٨] از ۵٨.٣ قضيۀ به برهان.

نͽاشت T : X × Y −→ Z نͽاشت و باشند باناخ فضاهای Z و Y ،X كنيد فرض .١۴.١ قضیه

به�طوری�كه است موجود N > ۰ اين�صورت در باشد، پيوسته جداگانه دوخطͬ

∥T (x, y)∥ ≤ N∥x∥∥y∥ (x ∈ X, y ∈ Y ).

مͬ�كنيم تعريف ∥x∥ ≤ ۱ شرط با x ∈ X هر برای و مͬ�گيريم نظر در ثابت را y۰ ∈ Y عضو برهان.

بنابراين است. پيوسته Tx پس است، پيوسته جداگانه T نͽاشت فرض، بنابر . Tx(y۰) = T (x, y۰)

∥T (x, y۰)∥ ≤ M∥x∥ ≤ داريم ∥x∥ ≤ ۱ شرط با x ∈ X هر برای كه طوری به است Mموجود > ۰

است Kموجود > ۰ يͺنواخت كرانداری قضيۀ بنابر لذا و است كراندار نقطه�ای به�طور Tx نتيجه در .M

هر برای لذا بود دلخواه y۰ چون .∥Tx∥ ≤ K داريم ∥x∥ ≤ ۱ شرط با x ∈ X هر برای به�طوری�كه

هر برای معادل به�طور يا .∥Tx(y)∥ ≤ N∥y∥ داريم y ∈ Y هر برای و ∥x∥ ≤ ۱ شرط با x ∈ X

∥ x
∥x∥∥ = ۱ كه آنجا از باشد، دلخواه نيز x ∈ X اگر حال . ∥T (x, y)∥ ≤ N∥y∥ ،y ∈ Y و x ∈ X

مͬ�آوريم به�دست بالا رابطه بنابر لذا

∥T (x, y)∥ ≤ N∥x∥∥y∥.

حقيقͬ آناليز

باشد. مجموعه يك X كنيم فرض .١۵.١ تعریف

باشد. زير خواص دارای هرگاه Xگوييم در σ-جبر يك Xرا زيرمجموعه�های Mاز خانوادۀ (الف)

.X ∈ M (١)



۵ مقدمات .١ فصل

Xاست. به نسبت A متمم Ac آن در كه ،Ac ∈ M آن�گاه ،A ∈ M اگر (٢)

.∪∞
n=۱An ∈ M آن�گاه ،A۱, A۲, · · · ∈ M اگر (٣)

را M اعضای و اندازه�پذير فضای يك را (X,M) آن�گاه باشد، X در σ-جبر يك M اگر (ب)

مͬ�ناميم. X در اندازه�پذير مجموعه�های

هرگاه گوييم، اندازه�پذير را f : X −→ C نͽاشت باشد، اندازه� فضای يك (X,M, µ) هرگاه (ج)

باشد. X در اندازه�پذير مجموعۀ يك f−۱(V ) ،C در V باز مجموعۀ هر برای

تعريف با تابع باشد، X در اندازه�پذير مجموعۀ يك E هرگاه

χ(x) =

{
۱ x ∈ E
۰ x /∈ E

مͬ�ناميم. E مجموعۀ مشخصۀ تابع را χE تابع است، اندازه�پذير تابعͬ

است شده تعريف M مانند σ-جبری روی كه است µ مانند نامنفͬ تابعͬ مثبت، اندازۀ يك (د)

M مجزای دوبه�دو عناصر از (Ai) دنبالۀ هر برای يعنͬ است، جمعͬ شمارا µ و µ(∅) = ۰ به�طوری�كه

داريم

µ(
∞∪
i=۱

Ai) =
∞∑
i=۱

µ(Ai).

و Ai ∈ M ،i هر برای كه A =
∪∞

i=۱ Ai هرگاه است σ-متناهͬ ،X از A زيرمجموعۀ گوييم

.µ(Ai) < ∞

جا همه تقريباً x ∈ X به وابسته خاصيت يك گوييم باشد، اندازه� فضای يك (X,M, µ) هرگاه (ه�)

باشد. صفر اندازۀ دارای نيست، خاصيت آن دارای كه نقاطͬ مجموعه هرگاه است، برقرار X روی

µ-پوچ موضعاً را A مجموعه .µ(A) = ۰ هرگاه گوییم پوچ را X از A زیرمجموعه .١۶.١ تعریف

A ∩ F دیͽر عبارت به .µ(A ∩ F ) = ۰ ،µ(F ) < ∞ که X از F زیرمجموعه هر برای هرگاه گوییم

باشد. پوچ متناهͬ، اندازه با F هر برای

برقرارند. زير احͺام صورت اين در Mباشد، σ-جبر روی مثبت اندازۀ يك µ فرض�كنيم .١٧.١ قضیه

باشند، M مجزای دو به دو اعضای An, · · · , A۱ اگر يعنͬ دارد متناهͬ جمعͬ خاصيت µ (الف)

آن�گاه

µ(A۱ ∪ · · · ∪ An) = µ(A۱) + · · ·+ µ(An).

.µ(A) ≤ µ(B) مͬ�كند ايجاب A ⊂ B آن�گاه A,B ∈ M اگر (ب)



۶ مقدمات .١ فصل

آن�گاه A۱ ⊂ A۲ ⊂ A۳ ⊂ · · · و A =
∪∞

n=۱ An هرگاه (ج)

µ(An) −→ µ(A)

آن�گاه باشد، متناهͬ µ(A۱) و A۱ ⊃ A۲ ⊃ A۳ ⊃ · · · و A =
∩∞

n=۱ An هرگاه (د)

µ(An) −→ µ(A)

كنيد. مراجعه [٢۴] از ١.١٩ قضيۀ به برهان.

اين�صورت در باشد. فشرده موضعاً فضای يك X كنيم فرض .١٨.١ تعریف

را B(X) آن�گاه باشد، X بستۀ زيرمجموعه�های تمام شامل σ-جبر كوچك�ترين B(X) اگر (الف)

گوييم. بورل مجموعه�های را B(X) اعضای Xو بورل مجموعه�های σ-جبر

باشد. شده تعريف B(X) روی اگر مͬ�ناميم بورل را X روی µ اندازۀ (ب)

.E ⊆ K به�طوری�كه باشد Kموجود فشردۀ مجموعۀ هرگاه گوييم كراندار را E بورل مجموعۀ (پ)

هرگاه گوييم بيرونͬ منظم را E ⊂ X بورل مجموعۀ (ت)

µ(E) = inf
{
µ(V ) : باز V, E ⊂ V

}
هرگاه گوييم درونͬ منظم را E ⊂ X بورل مجموعۀ مشابه به�طور

µ(E) = sup
{
µ(K) : ,Kفشرده K ⊂ E

}
ناميده منظم µ صورت اين در باشد، درونͬ منظم هم و بيرونͬ منظم هم X در بورل مجموعۀ هر اگر

مͬ�شود.

به�طوری�كه است B(X)روی تعريفشده µ مختلط-مقدار تابع يك ،X روی مختلط اندازۀ يك (ث)

مͬ�ناميم µ كل تغيير را |µ| : B(X) −→ [۰,∞] تابع ،X روی µ اندازۀ هر به متناظر باشد. جمعͬ شمارا

مͬ�كنيم تعريف زير به�صورت و

|µ|(E) = sup
{
Σn

i=۱|µ(Ei)| : Ei ∈ B(X)
}

مͬ�شود. گرفته بورل مجموعه�های از Eمتشͺل از {Ei}ni=۱ متناهͬ افرازهای همۀ روی سوپريموم آن در كه

.|µ|(X) < ∞ يعنͬ است؛ X روی متناهͬ مثبت اندازۀ يك |µ|اين�صورت در

به�صورت X از E بورل زيرمجموعۀ هر برای ،X روی δx نقطه�ای) جرم اندازۀ (يا ديراك اندازۀ (ج)

مͬ�شود تعريف زير

δx(E) =

{
۱ x ∈ E
۰ x /∈ E



٧ مقدمات .١ فصل

است متناهͬ فشرده مجموعه�های همه روی که است بورل اندازه ͷی X روی رادون اندازه ͷی (چ)

رادون اندازه است. درونͬ منظم باز مجموعه�های روی و است بیرونͬ منظم بورل مجموعه�های روی و

ببینید. را [١٠] از ۵.٧ گزاره است؛ درونͬ منظم σ-متناهͬ مجموعه�های همه روی همچنین

،µ∗ : P (X) −→ [۰,∞] چون Xتابعͬ ناتهͬ مجموعۀ روی بيرونͬ اندازۀ يك از منظور تعریف١٩.١.

مͬ�كند. صدق زير خواص در كه است) X توانͬ مجموعۀ P (X) از (منظور است

.µ∗(∅) = ۰ (١)

.µ∗(A) ≤ µ∗(B) آن�گاه A ⊂ B اگر (٢)

.µ∗(∪∞
n=۱An) ≤

∑∞
n=۱ µ

∗(An) Xداريم زيرمجموعه�های از (An) دلخواه دنبالۀ هر برای (٣)

آن در كه I = I۱ × · · · × In هرگاه مͬ�ناميم n-بعدی حجرۀ يك را I ⊆ Rn مجموعۀ .٢٠.١ تعریف

تعريف ℓ(I) = ℓ(I۱) · · · ℓ(In)به�صورت را I طول است. R در بازه يك Ii ،i = ۱,۲, · · · , n برای

مͬ�كنيم تعريف E ⊆ Rn برای است. Ii بازۀ طول ℓ(Ii) كه مͬ�كنيم؛

m∗(E) = inf
{ ∞∑

m=۱

ℓ(Im) : E ⊆ ∪∞
m=۱Im

}
اندازه�ای Mو چون σ-جبری كاراتئودوری، قضيۀ طبق اكنون هستند. حجره�هایn-بعدی Imها آن در كه

n-بعدی لب اندازۀ را m اندازۀ است. M به m∗ تحديد برابر m به�طوری�كه است موجود m چون

است. زير خواص دارای لب اندازۀ مͬ�ناميم.

m(E+s) = داريم s ∈ Rk هر Eو ∈ M هر برای كه مفهوم اين به پاياست، انتقال لب اندازۀ (١)

آن در كه ،m(E)

E + s =
{
x+ s : x ∈ E

}
.

است. منظم اندازه�ای لب اندازۀ (٢)

كنيد. مراجعه [٢۴] يا [٣] به جزئيات ديدن برای

باشد. فشرده موضعاً فضای يك X كنيم فرض .٢١.١ تعریف

همراه C(X) مͬ�دهيم. نشان C(X) با Xرا روی مختلط-مقدار پيوستۀ توابع تمام مجموعۀ (الف)

را f محمل f ∈ C(X) برای به�علاوه، است. برداری فضای يك اسͺالر ضرب و توابع نقطه�ای اعمال با

مͬ�كنيم تعريف زير به�صورت

supp(f) = {x ∈ X : f(x) ̸= ۰}



٨ مقدمات .١ فصل

مͬ�دهيم Cc(X)نشان C۰۰(X)يا با را فشرده محمل Xبا روی مختلط-مقدار پيوستۀ توابع تمام مجموعۀ

است. C(X) زيرفضای يك كه

X از K فشردۀ زيرمجموعۀ ،ε > ۰ هر برای هرگاه مͬ�شود صفر بͬ�نهايت در f تابع گوييم (ب)

پيوستۀ توابع تمام مجموعۀ .|f(x)| < ε باشيم داشته x ∈ X \ K هر برای به�طوری�كه باشد موجود

در C۰۰(X) همچنين مͬ�دهيم، نشان C۰(X) با را مͬ�شود صفر بͬ�نهايت در Xكه روی f مختلط-مقدار

است. چͽال C۰(X)

مͬ�شود تعريف زير به�صورت X مجموعۀ روی f مختلط-مقدار تابع يͺنواخت نرم (ب)

∥f∥u = sup
{
|f(x)| : x ∈ X

}
.

خطͬ تابعك يك I و هاسدورف فشردۀ موضعاً فضای يك X كنيم فرض ريس). (نمايش .٢٢.١ قضیه

به�طوری�كه دارد Xوجود روی µ مانند يͺتايͬ منظم بورل اندازۀ اين�صورت در باشد. Cc(X) روی مثبت

I(f) =

∫
X

fdµ (f ∈ Cc(X)).

.∥I∥ = ∥µ∥ داريم به�علاوه

كنيد. رجوع [٢۴] از ١۴.٢ قضيۀ به برهان.

بورل مثبت اندازۀ دو ν و µ و باشند فشرده موضعاً و ناتهͬ فضاهايͬ Y و X فرض�كنيد .٢٣.١ تعریف

داريم f ∈ C۰۰(X × Y,R) برای باشند. Y Xو روی به�ترتيب، ∫منظم
X

(∫
Y

f(x, y)dν(y)
)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X

f(x, y)dµ(x)
)
dµ(y).

نمايش قضيۀ طبق مͬ�كند. معرفͬ C۰۰(X ×Y روی( مثبت خطͬ تابعك يك انتͽرال دو اين مشترك مقدار

مذكور اندازۀ مͬ�دهد، نمايش را تابعك اين كه است موجود X × Y روی منظمͬ بورل مثبت اندازۀ ريس

مͬ�دهيم. نشان µ× ν با را آن و مͬ�ناميم X × Y روی حاصل�ضربͬ اندازۀ را

فشردۀ موضعاً فضاهای روی منظم بورل اندازۀ دو به�ترتيب ν و µ كنيد فرض (فوبينͬ). .٢۴.١ قضیه

مجموعۀ از خارج كه باشد X × Y روی ×µ-اندازه�پذير ν مختلط-مقدار تابع يك f و باشند Y و X

و است µ-اندازه�پذير × ν مجموعه�ای An ،n هر برای آن در كه باشد. صفر جا همه تقريباً ∪∞
n=۱An

زير انتͽرال�های صورت اين در .(µ× ν)(An) < ∞∫
X×Y

f(x, y)d(µ× ν)(x, y),

∫
X

∫
Y

f(x, y)dν(x)dµ(y),

∫
Y

∫
X

f(x, y)dµ(x)dν(y)



٩ مقدمات .١ فصل

باشد متناهͬ زير انتͽرال�های از ͬͺي اگر تنها و اگر هستند متناهͬ و ∫مساوی
X×Y

|f(x, y)|d(µ×ν)(x, y),

∫
X

∫
Y

|f(x, y)|dν(x)dµ(y),
∫
Y

∫
X

|f(x, y)|dµ(x)dν(y)

كنيد. رجوع [١۴] از ١٠.١٣ قضيۀ به برهان.

باشد. اندازه فضای يك (X,M, µ) كنيد فرض .٢۵.١ تعریف

مͬ�شود، Xناميده مجموعۀ روی f مختلط-مقدار تابع برای اساسͬ كران Mيك حقيقͬ عدد (الف)

يك اگر مͬ�شود ناميده كراندار اساساً f تابع .|f(x)| ≤ M باشيم داشته x ∈ X هر تقريباً برای هرگاه

و باشد داشته اساسͬ كران

∥f∥∞ := inf
{
M : |f(x)| ≤ M ,x هر تقريباً برای

}
.∥f∥∞ < ∞ كه مͬ�كنيم تعريف f اندازه�پذير توابع فضای را L∞(µ) يا L∞(X,µ)

برابر همه�جا تقريباً g و f يعنͬ f∥؛ −g∥∞ = ۰ اگر مͬ�گيريم يͺسان را f, g ∈ L∞(X,µ) تابع دو

فضای ∥.∥∞ نرم و توابع نقطه�ای اعمال با همراه L∞(X,µ)اين�صورت در .f ≡ g مͬ�نويسيم و باشند

است. باناخ

شرط با X روی f مختلط-مقدار توابع تمام خانوادۀ ،۱ ≤ p < ∞ برای (ب)

∥f∥p =
( ∫

X

|f |pdµ
)۱/p

< ∞

تشͺيل باناخ فضای بالا نرم و توابع نقطه�ای اعمال Lp(X,µ)با مͬ�دهيم. Lp(µ)نشان Lp(X,µ)يا با را

مͬ�دهد.

Lp(X)جای دراین�صورتبه Xباشد، روی شمارشͬ µاندازه و باشد دلخواه Xیͷمجموعه چنانچه

،p > ۱ برای دید مͬ�توان راحتͬ به .۰ < p هر برای ℓp(X) مͬ�نویسیم

ℓp(X) = {f : X → C| ∥f∥p := (
∑
x∈X

|f(x)|p)۱/p < ∞}

و

||f ||∞ = {f : X → C| sup
x∈X

|f(x)| < ∞}.

و p اين�صورت (در ۱

p
+

۱

q
= ۱ به�طوری�كه باشند مثبتͬ حقيقͬ اعداد q و p فرض�كنيم .٢۶.١ قضیه

اين�صورت در باشد. اندازه فضای يك (X,µ) فرض�كنيم مͬ�ناميم). هولدر مزدوج يا نمايͬ مزدوج را q

.∥fg∥۱ ≤ ∥f∥p∥g∥q داريم g ∈ Lq(X,µ) و f ∈ Lp(X,µ) هر برای (الف)

.∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p داريم f, g ∈ Lp(X,µ) هر برای (ب)



١٠ مقدمات .١ فصل

مͬ�ناميم. ͬͺوفسͺمين نامساوی را (ب) نامساوی و هولدر نامساوی را (الف) نامساوی

كنيد. مراجعه [٢۴] از ٣.۵ قضيۀ به برهان.

باشند. L۱(X,µ) در نامنفͬ توابع fn, . . . , f۱ و باشد اندازه فضای (X,µ) فرض�كنيم .٢٧.١ قضیه

fα۱
۱ fα۲

۲ · · · fαn
n ∈ آن�گاه .α۱+α۲+· · ·+αn = ۱ به�طوری�كه مثبتباشند ,αnاعداد . . . , α۱ فرض�كنيم

داريم و L۱(X,µ)∫
X

fα۱
۱ fα۲

۲ · · · fαn
n dµ ≤ ∥f۱∥α۱

۱ ∥f۲∥α۲
۱ · · · ∥fn∥αn

۱

است. معروف يافته تعميم هولدر نامساوی به نامساوی اين

كنيد. مراجعه [١۴] از ١٢.۵ قضيۀ به برهان.

اندازه�پذير توابع از دنباله�ای (fn) و باشد اندازه فضای (X,µ) كنيد فرض .(لب (تسلطͬ .٢٨.١ قضیه

،x ∈ X هر برای به�طوری�كه باشد X بر مختلط

f(x) = lim
n→∞

fn(x).

كه باشد موجود g ∈ L۱(µ) مانند تابعͬ اگر

|fn(x)| ≤ g(x) (n = ۱,۲,۳, · · · ; x ∈ X)

و f ∈ L۱(µ) آن�گاه

lim
n→∞

∫
X

|fn − f |dµ = ۰, lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ

كنيد. مراجعه [٢۴] از ٢۶.١ قضيۀ به برهان.

همͽرا f به Lp(µ) در (fn) اگر .۱ ≤ p ≤ ∞ و باشد اندازه فضای (X,µ) كنيد فرض .٢٩.١ قضیه

مͬ�كند. ميل f به نقطه�ای به�طور همه�جا تقريباً كه دارد زيردنباله�ای (fn) آن�گاه باشد،

كنيد. رجوع [٢۴] از ١٢.٣ قضيۀ به برهان.

∑∞
n=۱

∫
X
fndµ به�طوری�که> باشد نامنفͬ انتͽرال�پذیر توابع از دنباله�ای fn فرضکنید (لوی). .٣٠.١ قضیه

و است انتͽرال�پذیر تابع
∑∞

n=۱ fn ∫∞آن�گاه
X

∞∑
n=۱

fndµ =
∞∑
n=۱

∫
X

fndµ.

كنيد. رجوع [٣] از ١٨.٩ قضيۀ به برهان.



١١ مقدمات .١ فصل

،۱ ≤ p < ∞ و باشد X فشردۀ موضعاً فضای روی منظم بورل اندازۀ يك µ كنيد فرض .٣١.١ قضیه

است. چͽال Lp(µ) در Cc(X) آن�گاه

كنيد. رجوع [٢۴] از ٣.١۴ قضيۀ به برهان.

X روی اندازه يك µ : M −→ [۰,∞] و باشد اندازه فضای يك (X,M) فرض�كنيد .٣٢.١ تعریف

متناهͬ موضعاً را µ اندازۀ ،|µ|(K) < ∞ باشيم داشته K ⊆ X فشردۀ مجموعۀ هر برای هرگاه باشد.

مͬ�ناميم.

مجموعۀ هر برای هرگاه گوييم، كراندار موضعاً را f : X −→ C اندازه�پذير تابع (الف) .٣٣.١ تعریف

باشد. كراندار (K به f (تحديد f |K ،K ⊆ X فشردۀ

به را موضعͬ Lp فضای باشد، رادون اندازه µ و باشد فشرده موضعاً ͬͺتوپولوژی Xفضای اگر (ب)

زیر صورت

Lp
loc(X,µ) = {f : X → C |

∫
K

|f |pdµ < +∞ Kفشرده هر {برای

مͬ�کنیم. تعریف

باناخ جبرهای

عمل يك با همراه مختلط، اعداد ميدان ،C روی برداری فضای يك A كنيم فرض (الف) .٣۴.١ تعریف

باشيم داشته α ∈ C و a, b, c ∈ A هر برای به�طوری�كه باشد، A به A×A از (a, b) 7→ abضرب

.(ab)c = a(bc) (١)

.(αa)b = α(ab) = a(αb) (٢)

.a(b+ c) = ab+ ac (٣)

.(a+ b)c = ab+ bc (۴)

مͬ�ناميم. جبر يك را Aاين�صورت در

a, b ∈ A هر برای به�علاوه و باشد نرم�دار برداری، فضای يك به�عنوان هرگاه گوييم نرم�دار را A جبر

مͬ�كند تعريف A روی متر يك d(a, b) = ∥a − b∥ حالت اين در .∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥ باشيم داشته

به (كه d از حاصل توپولوژی به نسبت A روی برداری ضرب و اسͺالر ضرب برداری، جمع عمل�های كه

پيوسته�اند. است) معروف نرم توپولوژی



١٢ مقدمات .١ فصل

هرگاه گوییم جابه�جایͬ جبر ͷی را A جبر (ب)

xy = yx (x, y ∈ A)

باشد. كامل متريك فضای يك به�عنوان اگر گوييم باناخ جبر را A نرم�دار جبر (ج)

دهد. جبر يك تشͺيل A اعمال با هرگاه گوييم، A زيرجبر را A از B زيرمجموعۀ (د)

r(x) = limn→∞ ∥xn∥۱/n دستور xبا طیفͬ شعاع .x ∈ A و باشد نرمدار Aیͷجبر اگر تعریف١.٣۵.

مͬ�شود. داده

.x, y ∈ A هر برای φ(xy) = φ(x)φ(y) هرگاه گوییم ضربͬ را A جبر روی φ خطͬ ͷتابع

A طیف را آن و مͬ�دهند نشان ∆(A) با را A روی صفر غیر ضربͬ خطͬ تابع�ͷهای همه مجموعه

ببینید. را [١۶] از ۵.١.٢ لم است، پیوسته خود به خود باناخ، جبر روی ضربͬ خطͬ ͷتابع هر مͬ�نامند.

و لازم شرط ندارد. وجود آن�ها روی ناصفر ضربͬ خطͬ ͷتابع هیچ که موجودند جابجایͬ باناخ جبرهای

اگر معادلا˟ یا x = ۰ آن�گاه ،r(x) = ۰ اگر ،x ∈ A هر برای که است آن ∆(A) ̸= ۰ آنͺه برای کافͬ

ببینید. را [١۶] از ۵.٢.٢ قضیه .r(x) > ۰ آن�گاه x = ۰

است. ناتهͬ آن طیف صورت این در باشد، یͺدار جابجایͬ باناخ جبر A اگر .٣۶.١ گزاره

کنید. مراجعه [١۶] از ٢.٣١ قضیه به برهان.

توپولوژيك نيم�گروه را (S, τ) باشد. S روی توپولوژی يك τ و نيم�گروه يك S فرضكنيد تعریف٣٧.١.

باشد. پيوسته S به S × S از (s, t) 7→ s.tضرب نͽاشت و باشد هاسدورف τ هرگاه گوييم

فضای يك (A, τ) به�طوری�كه باشد آن روی توپولوژی يك τ و جبر يك A كنيد فرض .٣٨.١ تعریف

τ توپولوژی به نسبت (A, .) نيم�گروه هرگاه گوييم توپولوژيك جبر را (A, τ) باشد، توپولوژيك برداری

باشد. توپولوژيك نيم�گروه

فرض باشد. |∥.∥| نرم با نرمدار فضای ͷیM و ||.|| نرم با باناخ جبر ͷیA کنید فرض .٣٩.١ تعریف

که طوری به باشد موجود (a,m) 7→ amتعریف Mبا به A×M از نͽاشت ͷی کنید

(a+ b)m = am+ bm, a(m+ n) = am+ an (الف)

k(am) = (ka)m = a(km) (ب)

|∥am∥| 6 c∥a∥|∥m∥| (ج)



١٣ مقدمات .١ فصل

صورت این در است. مثبت ثابت عدد ͷی c اینجا در .k ∈ C ،m,n ∈ M ،a, b ∈ A هر برای

باناخ یAͷ-مدول آن�را صورت این در باشد، باناخ Mفضای اگر است. چپ MیAͷ-مدول گوییم

مͬ�شود. تعریف مشابه طریق به راست A-مدول مͬ�نامیم. چپ

A برای چپ تقریبͬ همانͬ ͷی را A در (eα) تور باشد. نرمدار جبر ͷی A کنید فرض .۴٠.١ تعریف

کراندار را تقریبͬ همانͬ باشد، کراندار (∥eα∥) چانچه .a ∈ A هر برای ∥eαa−a∥ → ۰ هرگاه مͬ�نامند

مͬ�نامند.

باشد. کراندار چپ تقریبͬ همانͬ دارای باناخ یͷجبر (A, ∥.∥) فرضکنید کوهن) (تجزیه .۴١.١ قضیه

{am : a ∈ A,m ∈ M} = AM صورت این در باشد ∥|.|∥ نرم با باناخ چپ MیAͷ-مدول اگر

Mاست. از بسته خطͬ زیرفضای ͷی

كنيد. مراجعه [١۵] از ٢٢.٣٢ قضيۀ به برهان.

ͷهارمونی آنالیز

هاسدورف ͷتوپولوژی فضای ͷی G هرگاه نامیم مͬ ͷتوپولوژی گروه ͷی را G مجموعه .۴٢.١ تعریف

و باشد

باشد. گروه G (الف)

باشد. پیوسته x → x−۱ ضابطه با G → Gاشتͽن (ب)

باشد. پیوسته (x, y) → xy ضابطه با G×G → Gاشتͽن (ج)

ͷتوپولوژی گروه باشد. گسسته توپولوژی آن، توپولوژی هرگاه خوانیم گسسته را Gͷتوپولوژی گروه

اگر خوانیم فشرده موضعاً را G ͷتوپولوژی گروه باشد. فشرده آن، توپولوژی هرگاه خوانیم فشرده را G

و V ⊂ U که باشد موجود x حول V ͬͽهمسای x ∈ G از U ͬͽهمسای هر برای و بوده هاسدورف G

باشد. Vفشرده

مͬ�دهیم قرار آن�گاه باشند، G از زیرمجموعه دو B,A اگر .۴٣.١ تعریف

AB = {t.s : t ∈ A, s ∈ B}, A−۱ = {t−۱ : t ∈ A}.

،a ∈ G برای باشد. G روی مقدار مختلط تابع ͷی f و دلخواه گروه ͷی G کنید فرض .۴۴.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف

Laf(x) =a f(x) = f(ax), Raf(x) = fa(x) = f(xa)



١۴ مقدمات .١ فصل

f ∗ همچنین مͬ�شود. نامیده a به�وسیله f راست) (انتقال چپ انتقال ،(fa) af تابع .x ∈ G هر برای

مͬ�شود. تعریف f ∗(x) = f(x−۱)صورت به x ∈ G هر برای که است G روی تابعͬ

که طوری به باشد G روی مقدار مختلط توابع از مجموعه�ای F و گروه ͷیG فرضکنید .۴۵.١ تعریف

پایاست. (راست) چپ انتقال تحت F گوییم ، (fa ∈ F) af ∈ F آن�گاه ،f ∈ F اگر

اندازه ͷی G روی را µ رادون غیرصفر اندازه باشد. ͷتوپولوژی گروه ͷی G کنید فرض .۴۶.١ تعریف

هرگاه گوییم چپ هار

µ(xB) = µ(B) (x ∈ G, B ∈ B(G))

اگر تنها و اگر است ناگسسته G و λ(G) < ∞ اگر تنها و اگر است فشرده G گروه .۴٧.١ قضیه

است. G گروه همانͬ عضو e که λ({e}) = ۰

کنید. مراجعه [١۴] از ٩.١۵ قضیه به برهان.

باز مجموعه�های از (Un) نزولͬ دنباله اگر تنها و اگر است ناگسسته G فشرده موضعاً گروه .۴٨.١ گزاره

.λ(Un) → ۰ که طوری به شود یافت همانͬ عضو حول فشرده بستار با

پس است منظم λ چون .λ({e}) = ۰ صورت این در باشد گسسته G اگر برهان.

λ({e}) = inf{λ(U) : e ∈ U, باز U}

نزولͬ را (Un) مͬ�توان .λ(Un) → ۰ که مͬ�شود یافت فشرده بستار با همسایͽͬ�ها از (Un) دنباله بنابراین

کرد. اختیار

.λ({e}) > ۰ باشد، گسسته G اگر زیرا است. واضح عͺس جهت

.x ∈ G هر (x)∆برای =
λ(Ax)

λ(A)
مͬ�کنیم تعریف بͽیرید. نظر در Aرا ⊆ G مجموعه تعریف۴٩.١.

است. (۰,+∞) ضربͬ گروه به G از پیوسته همریختͬ ͷی∆ تابع مͬ�نامند. G روی پیمانه�ای تابع ∆را

است. پیمانه�ای ͷت آبلͬ گروه هر است بدیهͬ مͬ�نامند. �پیمانه�ای ͷت را G گروه ،∆ ≡ ۱ اگر

با فشرده موضعاً شده، تولید فشرده طور به گروه ͷی G کنید فرض [کاکوتانͬ-کدیرا] .۵٠.١ قضیه

زیرگروه ͷی ،e حول همسایͽͬ�های از {Un}∞n=۱ شمارای خانواده هر برای آن�گاه باشد. e واحد عضو

پایه ͷی و است متری�ͷپذیر G/N و N ⊂ ∩∞
n=۱Un به�طوری�که است موجود G از N فشرده نرمال

دارد. آن باز مجموعه�های برای شمارا



١۵ مقدمات .١ فصل

كنيد. رجوع [١۴] از ٨.٧ قضيۀ به برهان.

برای باشد. G روی چپ هار اندازه λ و دلخواه فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .۵١.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف p = ∞ برای مͬ�دهیم. نشان Lp(G) با را Lp(G, λ)لب فضای p > ۰

Lp(G) = {f : G → C| ∥f∥∞ < ∞, اندازه�پذیر بورل f}

آن در که

∥f∥∞ = inf{α > ۰| جا همه تقریباً موضعاً |f(x)| < α}.

Lp(G) دوگان فضای باشد. آن روی چپ هار اندازه λ و فشرده موضعاً Gگروه فرضکنید .۵٢.١ قضیه

.q = ∞ مͬ�دهیم قرار p = ۱ چنانچه است. p نمایͬ مزدوج q که است Lq(G) با طولپا یͺریخت

مͬ�شود داده زیر دستور با مربوط ͬͽدوگان

⟨f, g⟩ =
∫
G

fgdλ (f ∈ Lq(G), g ∈ Lp(G))

كنيد. مراجعه [١۴] از ١٨.١٢ قضيۀ به برهان.

ضربͬ گروه Gبه از χ همریختͬ ͷی از است Gعبارت گروه روی مشخصه ͷی از منظور تعریف۵٣.١.

.χ(xy) = χ(x)χ(y) ،x, y ∈ G هر برای که χ : G → (۰,∞) مانند تابعͬ دیͽر عبارت به ،(۰,∞)

ضربͬ خطͬ تابع�ͷهای فضای طیفL۱(G)یعنͬ باشد. فشرده موضعاً Gگروه فرضکنید .۵۴.١ قضیه

روی کراندار پیوسته فضایمشخصه�های با σ(L۱(G), L∞(G))توپولوژیضعیف به رویL۱(G)مجهز

با متناظر L۱(G) روی Φ ضربͬ خطͬ ͷتابع هر واقع در است. ͬͺی فشرده-باز توپولوژی به مجهز G

که طوری به است G روی χ مشخصه ͷی

Φ(f) =

∫
G

fχdλ (f ∈ L۱(G))

عͺس. به و

كنيد. مراجعه [١۴] از ٧.٢٣ قضيۀ به برهان.

به تابع دو پیچش باشند، G گروه روی اندازه�پذیر هار تابع دو g و f اگر توابع) (پیچش .۵۵.١ تعریف

صورت



١۶ مقدمات .١ فصل

f ∗ g(x) =
∫
G

f(xy)g(y−۱)dλ(y) =

∫
G

f(xy−۱)g(y)∆(y−۱)dλ(y)

باشد. متناهͬ و موجود جا همه تقریباً انتͽرال که شرطͬ به مͬ�شود تعریف

(۱ 6 p 6 g ∈ Lp(G) و f ∈ L۱(G) اگر باشد فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .۵۶.١ قضیه

آن�گاه ،∞)

f ∗ g(x) =
∫
G

f(xy)g(y−۱)dλ(y) =

∫
G

f(y)g(y−۱x)dλ(y)

است. موجود جا همه تقریباً موضعاً p = ∞ برای و جا همه تقریباً p < ∞ برای

كنيد. مراجعه [١۴] از ٢٠.١۴ قضيۀ به برهان.


