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  چكيده

ي هاي حل معادلات غير خطي چون روش تجزيهنامه، ابتدا به ذكر مقدماتي از روشدر اين پايان
سازي روش آناليز سپس با پياده . ايمآدوميان، روش هوموتوپي اختلال و روش آناليز هوموتوپي پرداخته

. ايمهاي اين روش را نشان دادهها و ويژگيهوموتوپي روي معادلات ديفرانسيل معمولي و جزئي، قابليت
در ادامه تغييراتي را روي روش آناليز هوموتوپي اعمال كرده و تحت عنوان روش آناليز هوموتوپي 

هوموتوپي،  آناليز هوموتوپي و آناليز  اي بين سه روش اختلالدر نهايت، مقايسه. ايماصلاح شده آورده
ي است كه نشان دهندههوموتوپي اصلاح شده در حل بعضي از معادلات انتقال گرما، صورت گرفته

  .      باشدها ميبرتري روش آناليز هوموتوپي اصلاح شده بر اين روش
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  تعاريف و مفاهيم پيش نياز
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  مقدمه  1.1
پرداخته، ابتدا انواع معادلات ديفرانسيل نامه در اين فصل به تبيين مفاهيم مورد نياز دراين پايان   
ي آدوميان به طور مختصر شرح داده مي تجزيهبررسي و روش ) معادلات ديفرانسيل معمولي و جزئي(

  .بيان خواهد شد هوموتوپي در پايان، شرح مختصري از روش اختلال. شود

  

 معادلات ديفرانسيل          2.1

اي است شامل يك تابع مجهول و مشتقات آن كه هدف از ي ديفرانسيل معادلهمعادله. 1.2.1تعريف
ي ديفرانسيل، مشتقات توابع تنها نسبت به يك اگر در معادله .استحل آن معادله، يافتن تابع مجهول 
  . ناميممي 1ي ديفرانسيل معموليمتغير ظاهر شوند، آن را يك معادله

ي ديفرانسيل معمولي، مرتبه آن ي مشتق ظاهر شده در يك معادلهبه بزرگترين مرتبه. 2.2.1تعريف 
  ام به صورت -݊ي نسيل معمولي مرتبهي ديفراشكل كلي يك معادله. گوييممعادله مي

݂൫ݔ, ,ݕ ,ᇱݕ ,ᇳݕ ሺ௡ሻ൯ݕ… ൌ 0                                                                                                                 

  . باشدمي

و مشتقاتش  ݕ ازي غير خطي جمله، ݕي ديفرانسيل با تابع مجهول اگر در يك معادله. 3.2.1تعريف
شكل كلي يك . ناميمد، معادله را خطي و در غير اين صورت، معادله را غير خطي ميظاهر نشده باش

  ام به صورت  -݊ي ي خطي مرتبهمعادله

                                                            
١ Ordinary differential equation 
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ܽ0ሺݔሻݕሺ௡ሻ ൅ ܽ1ሺݔሻݕሺ௡ି1ሻ ൅ ൅ڮ ܽ௡ሺݔሻݕ ൌ ܽ௡ା1ሺݔሻ                                                                  

,ሻݔ௜ሺܽاست كه در آن ضرايب  ݅ ൌ 0,1, … , ݊ ൅  .اندتعريف شده ܫ يتوابعي معلوم هستند كه در بازه 1
ሻݔ௡ା1ሺܽي فوق در صورتي همگن است كه معادله ؠ ሻݔ௡ା1ሺܽ و در حالتي كه 0 ് معادله را غير  ،0

  .ناميمهمگن مي

ولي در بيشتر موارد  ،كردهاي تحليلي حل توان به كمك روشمعادلات ديفرانسيل خطي معمولي را مي
  . ها را به دست آوردتوان جواب تحليلي آنبا معادلات ديفرانسيل غير خطي مواجه هستيم كه نمي

ي ديفرانسيل، مقدار تابع و مشتقات آن در يك نقطه به عنوان شرايط اگر در يك معادله. 4.2.1تعريف
- ي مقدار اوليه مرتبهشكل كلي يك مساله. يمنامي مقدار اوليه ميند، آن را يك مسئلهومعادله ظاهر ش

  ام به صورت  -݊ي 

                                                                                              ݂൫ݔ, ,ݕ ,ᇱݕ ,ᇳݕ ሺ௡ሻ൯ݕ… ൌ 0  

ሺܽሻݕ ൌ ᇱሺܽሻݕ      ,0ߙ ൌ 1ߙ ሺ௡ି1ሻሺܽሻݕ       ,     …    ,  ൌ                                                         ௡ି1ߙ

,௜ߙ  و ܽاست كه در آن  ݅ ൌ 0,1, … , ݊ െ   . هاي مفروض هستندثابت ها1

-توان با معادلهتحت مفروضات ساده مشخص را مي حركت يك آونگ ساده در حال نوسان. 1.2.1مثال 

  ي دوم ي ديفرانسيل مرتبه
ௗ2ఏ
ௗ௧2 ൅

௚
௅
ߠ݊݅ݏ ൌ 0                                                                                                                                

زاويه آونگ با وضعيت قائم يا حالت تعادل  ሻݐሺߠو ثابت ثقل زمين ݃، طول آونگ ܮ بيان كرد كه در آن
଴ሻݐሺߠدر شروع حركت را با  اگر وضعيت آونگ .است ݐ يآن در لحظه ൌ و سرعت در آن نقطه را  ଴ߠ

଴ሻݐԢሺߠبا  ൌ از طرفي به ازاي مقادير . ي مقدار اوليه روبرو هستيممشخص كنيم، با يك مسئله Ԣ଴ߠ
ߠتقريب  از ،ߠكوچك  ൎ sin    معادله به صورت براي ساده كردن ߠ

ௗ2ఏ
ௗ௧2 ൅

௚
௅
ߠ ൌ 0,                                                                                                                                      

  . كنيماستفاده مي

  .پردازيمدر ادامه به معرفي معادلات ديفرانسيل جزئي و شكل كلي آنها مي
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ديفرانسيل، مشتقات توابع نسبت به چند متغير ظاهر شده باشند ي اگر در يك معادله. 5.2.1تعريف 
با مشتقات جزئي را در حالت  يك معادله. نامندمي 1ي ديفرانسيل با مشتقات جزئيآن را يك معادله

  :صورت زير نوشتتوان بهكلي مي
݂൫ݔ, ,ݕ … ,௫ݑ…,ݑ ,௬ݑ … , ,௫௫ݑ ,௫௬ݑ ,௬௬ݑ … ൯ ൌ 0                                                                            

,ݔهاي مستقل كه شامل متغير ,ݕ و مشتقات جزئي ) هاي مستقلوابسته به متغير( ݑتابع مجهول ، …
,௫ݑ ,௬ݑ ,௫௫ݑ ,௫௬ݑ ,௬௬ݑ بعدي حقيقي  ݊ از فضاي ܦ ي مناسبيك دامنهي اين مساله، دامنه. است …

,ݔ متغير مستقل ݊باشد كه بر حسب مي ,ݕ هاي مستقل، بعد مساله تعداد متغير. استمشخص شده …
   .كندرا تعيين مي

در . كرد تقسيمخطي غير خطي ومعادلات ديفرانسيل  توان بهجزئي را ميمعادلات ديفرانسيل 
 صورت خطي در معادله ظاهر ميها بهي وابسته و مشتقات آنديفرانسيل خطي، متغيرها ييك معادله
ي موج يك معادلهدر ادامه، . خصوص ضرب متغير وابسته و مشتقات آن در معادله وجود نداردشوند، به
را به  ܽدر اين معادله  .، ارائه شده استديفرانسيل خطي است ياي از يك معادلهنمونهكه بعدي، 
   .كنيم ثابت فرض مي ،سرعت صوتعنوان 

డ௨
డ௧
ൌ െܽ డ௨

డ௫
.                                                                                                                              

 ها ديده ميخطي، حاصل ضرب متغيرهاي وابسته و مشتقات آندر معادلات ديفرانسيل غير اما      
ي اصلي با هم جمع كرد تا جواب ديگري براي معادلهتوان ي غير خطي را نميهاي معادلهجواب. شود
  .ورددست آبه

  ديفرانسيل جزئي غير خطي استي اي از معادلهي لزج بارگرز، نمونهمعادله

డ௨
డ௧
ൌ െݑ డ௨

డ௫
.                                                                                                                                         

ازاي بعضي مقادير غير خطي باشد، به خطي و ازاي بعضي مقادير تابع،زئي، بهديفرانسيل ج ياگر معادله
  .شودجزئي شبه خطي گفته مي ديفرانسيل يبه آن معادله

                                                            
١ Partial differential equation 
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  :ي زير اشاره كردمعادله توان بهعنوان نمونه ميبه

డ2௨
డ௫2 ൅

డ2௨
డ௬2 ൅ 2ݑݕݔ ൌ 0.                                                                                                                     

  . پردازيمآدوميان ميي در ادامه به روش تجزيه

  ي آدوميان روش تجزيه  3.1

اي بسيار ، يك روش تحليلي توانا براي حل مسائل غير خطي است كه ايده1ي آدوميانروش تجزيه
داراي  بزرگ باشد،/ي غير خطي شامل پارامتركوچككه مسئلهاينازصرفنظراين روش . ساده دارد

ها ايي روش تجزيه، اغلب شامل چندجملهشده به وسيلهتقريب داده . همگرايي تقريبا َزيادي است
- ي چندجملهبنابراين مجموعه. ي همگرايي سري تواني، كوچك استباشد ولي در حالت كلي ناحيهمي

متاسفانه روش تجزيه . ي غير خطي نيستيك مساله جواب ي مناسب براي تقريباها اغلب پايهاي
-غير خطي به هايمساله جواب اي متفاوتي را براي تقريبتوابع پايهتواند شرايطي را فراهم كند تا نمي

علاوه بر محدوديت فوق، روش تجزيه فاقد راهي است كه منجر به سازش ناحيه و سرعت . كار بريم
ي دو مولفها بهري ديفرانسيل غير خطي ي آدوميان، معادلهروش تجزيه. همگرايي سري تقريب گردد
ࣦ൫ݕሺݔሻ൯ ൅ ܰ൫ݕሺݔሻ൯ ൌ هاي خطي و غير خطي به ترتيب عملگر ܰ و ࣦكند كه در آن تقسيم مي 0

  :كنيمحل مي ሻ൯ݔሺݕ൫ࣦمعادله را نسبت به  سپس. هستند

ࣦ൫ݕሺݔሻ൯ ൌ െܰ൫ݕሺݔሻ൯                                                                                                                      

  :ي فوق، خواهيم داشتروي دو طرف معادله 1ିࣦبا اعمال 

ݕ ൌ െࣦି1 ቀܰ൫ݕሺݔሻ൯ቁ ൅ φሺݔሻ                                                                                           (1.3.1)   

ሻ൯ݔ൫φሺࣦگيري است و در شرط انتگرالناشي از ، ሻݔφሺكه در آن  ൌ    .كندصدق مي 0

  نمايش سري نامتناهي داراي، ሻ൯ݔሺݕ൫ܰي غيرخطي جملهكنيم كه مي فرض، علاوه بر اين

ܰ൫ݕሺݔሻ൯ ൌ ∑ ሻஶݔ௡ሺܣ
௡ୀ0                                                                                                       (2.3.1)    

                                                            
١ Adomian,s decomposition method 
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  باشد كه در آن  

ሻݔ௡ሺܣ ൌ
1
௡!

ௗ೙

ௗఒ೙
ܰሺ∑ ሺߣ௡ݕ௡ሻஶ

௡ୀ0 ሻۑఒୀ0                                                                                  (3.3.1)  

  قابليت نمايش ሻݔሺݕكنيم جواب فرض مي. هاي آدوميان هستندايچند جمله

ሻݔሺݕ  ൌ ∑ ሻஶݔ௡ሺݕ
௡ୀ0                                                                                                              (4.3.1)      

  :، داريم)1.3.1(ي درمعادله) 2.3.1(و ) 4.3.1( هايمه، با جاگذاري سريدرادا. را داشته باشد

 ∑ ሻஶݔ௡ሺݕ
௡ୀ0 ൌ φሺݔሻ െ ࣦି1ሺ∑ ሻஶݔ௡ሺܣ

௡ୀ0 ሻ.                                                                                      

ي جملات هرحال همهبه. دست خواهدآمدقراردادن جملات در سري فوق، جواب تقريبي بهبا برابر 
∑هاي سري فوق، قابل محاسبه نيستند و جواب توسط سري ሻேݔ௡ሺݕ

௡ୀ0 شوندتقريب زده مي.    

  .    پردازيمي آدوميان ميي دوم با روش تجزيهي ريكاتي درجهدر ادامه به حل معادله

  وم د يي ديفرانسيل ريكاتي درجهدلهمعا  .2.3.1مثال 

ௗ௬ሺ௧ሻ
ௗ௧

ൌ ሻݐሺݕ2 െ ሻݐ2ሺݕ ൅ 1                                                                                        (5.3.1) 

ሺ٠ሻݕي با شرط اوليه ൌ yሺ0ሻي با شرط اوليه) 5.3.1(ي جواب واقعي معادله. مفروض است ٠ ൌ 0 
  : عبارتست از

ሻݐሺݕ ൌ 1 ൅ √2tanh ൫√2ݐ ൅ log ሺ√2െ 1ሻ൯.                                                             (6.3.1)  

ݐحول  ሻݐሺݕبسط تيلور در نتيجه ൌ   :به صورت زير است  ٠

ሻݐሺݕ ൌ ݐ ൅ ٢ݐ ൅ ௧٣

٣
െ ௧٤

٣
െ ٧௧٥

١٥
െ ٧௧٦

٤٥
൅ ٥٣௧٧

٣١٥
൅ ٧١௧٨

٣١٥
൅(٧.٣.١)                                            .ڮ 

  يانتگرالي ولترا يرا با معادله) 5.3.1( يار اوليهي مقدلهوميان، مساي آدروش تجزيهدر 

ሻݐሺݕ ൌ ݐ ൅ ׬ ቀݕ٢ሺݏሻ െ ሻቁݏ٢ሺݕ ௧ݏ݀
٠                                                                                          

  يوسيلهجواب به. كنيمجايگزين مي
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ሻݐሺݕ ൌ ሻݐ0ሺݕ ൅ ∑ ሻஶݐ௞ሺݕ
௞ୀ1                                                                                                    

  شود كه در آنداده مي

ሻݐ0ሺݕ ൌ                                                                                                                               ‚ݐ
ሻݐ௞ା1ሺݕ ൌ ׬ ൫2ݕ௞ሺݏሻ െ ሻ൯ݏ௞ሺܣ

௧
0 ݇        ‚ݏ݀ ൒ ٠   

  كه

ሻݐ௞ሺܣ ൌ ∑ ௡ି௞௞ݕ௡ݕ
௡ୀ0   

  پس. هاي آدوميان معروف هستندبه چند جمله اي

  

ሻݐ1ሺݕ ൌ 2ݐ െ ௧3

3 ‚  

ሻݐ2ሺݕ ൌ
2௧3

3 െ 2௧4

3 ൅ 2௧5

15 ‚  

ሻݐ3ሺݕ ൌ
௧4

3 െ
11௧5

15 ൅ 17௧6

45 െ 17௧7

315 ‚  

  ڭ
 براينبناو 

ሻݐሺݕ ؆ ݐ ൅ 2ݐ ൅ ௧3

3 െ
௧4

3 െ
3௧5

5 ൅ 17௧6

45 െ 17௧7

315 .  

را  )6.3.1(واقعي  ي آدوميان وجوابست آمده از روش تجزيهدي بين جواب بهمقايسه) 1.3.1( نمودار
  .هددنشان مي



ሻݑሺܣ െ   

ܤ ቀݑ, డ௨
డ௡

 

ሻݑሺܣ ൌ  

,൫νܪ   ൯݌

تقريب  ݑ

   ௘௫௔௖௧ݕ —)

െ ݂ሺݎሻ ൌ 0  

௨
௡
ቁ ൌ 0        

ൌ ࣦሺݑሻ ൅ ܰ

൯ ൌ ࣦሺߥሻ െ

٠ݑو  طيمحا 

  
(— و ) ஺஽ெݕ

                  

                  

ሺݑሻ.            

ࣦሺ٠ݑሻ ൅ ࣦ݌

يك پارامتر ݌

(  ميان آدو

                  

                  

                  

ࣦሺ٠ݑሻ ൅ ሾ݌

ሾ0,1ሿ߳݌، شد

  :وق داريم
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يروش تجزيه م

  ا

                  

                  

                  

  دق در

ܰሺߥሻ െ ݂ሺݎ

باشمي ߗمنه ا
 هوموتوپي فو

ي چهارمتبهمر ب

   وتوپي

ي زير رعادله

                  

                  

                  

,ݎሺߥ  ، صادሻ݌

ሻሿݎ ൌ ٠       

عضوي از دݎ 
وضوح دربه. ت

تقريب) : 1.3.1(ار

هومو تلال

 اين روش، مع

                  

 

                  

  م كه در آن

                  

ሻ: ߗ ൈ ሾ0,1ሿ

                  

ݎكه در آنيم

 مفروض است

نمودا

روش اخت 4

منظور توضيح

                  

شرايط مرزي 

                  

گيريمنظر مي

                  

՜موتوپي Ը 

           (٨.٤

گيريدر نظرمي
يمعادله يه

4.1

م به

    

با ش

    

در ن

    

هوم

٤.١)

را د
اوليه
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,ߥሺܪ 0ሻ ൌ ࣦሺߥሻ െ ࣦሺ0ݑሻ ൌ ,ߥሺܪ            ,0 1ሻ ൌ ሻߥሺܣ െ ݂ሺݎሻ ൌ 0.                                      

,ݎሺߥ، 1 به 0 از ݌با تغيير  0كميت  .كندتغيير مي ሻݎሺݑ به ሻݎ0ሺݑاز  تابع پارامتري ሻ݌ ൑ ݌ ൑ -را به 1

  نيتوا داراي نمايش سري ߥكنيم در نظر گرفته و فرض مي كوچكيك پارامتر عنوان

νሺݎሻ ൌ ν0ሺݎሻ ൅ ሻݎν1ሺ݌ ൅ ሻݎ2ν2ሺ݌ ൅ ሻݎ3ν3ሺ݌ ൅   (9.4.1)                                                  ڮ

݌ني كه ، زماباشد ݌بر حسب  ՜   :هد، يعنيدي مفروض را ميمعادله جواب تقريبي(9.4.1)  ، سري 1

ሻݎሺݑ ൌ lim௣՜1 ሻݎሺߥ ൌ ν0ሺݎሻ ൅ ν1ሺݎሻ ൅ ν2ሺݎሻ ൅ ν3ሺݎሻ ൅    .ڮ

 توسط روش اختلالبراي حل اين مساله . است مفروض )5.3.1(ي ي مقدار اوليهلهمسا.  3.4.1مثال 
  .استت زير مورد نياز ، با توجه به مطالب فوق، فرضياهوموتوپي

را به صورت زير  ٠ݕ تقريب اوليه و ሻݎሺ݂ بع تحليلي معلومتا،  ܰ عملگر غير خطي،  ࣦعملگر خطي 
   :كنيمتعريف مي

ࣦሺݑሻ ൌ ௗ௨
ௗ௧
െ ሻݑሺܰ           ,          ݑ٢ ൌ ሻݐ٠ሺݕ          ,        ٢ݑ ൌ ሻݎሺ݂          ,            ݐ ൌ ١           

 و برابر )8.4.1(در  )9.4.1(جاگذاري ، )5.3.1(ي ي مقدار اوليهلهمسابراي ) 8.4.1(تشكيل هوموتوپي  با
 :هاي يكسان، داريمقرار دادن جملات با توان

0݌ ቀࣦ൫ν0൯ െ ࣦሺ٠ݕሻቁ ൌ ٠                                                                                                       

1݌ ቀࣦ൫ν1൯ ൅ ࣦሺ٠ݕሻ ൅ ܰ൫ν0൯ െ ݂ሺݎሻቁ ൌ ٠         ฺ    ࣦ൫ν1൯ ൅ ࣦሺ٠ݕሻ ൅ ν0
٢
െ ١ ൌ ٠          

2൫ࣦ൫ν2൯݌ ൅ ٢ν0ν1൯ ൌ ٠                                         ฺ     ࣦ൫ν2൯ ൅ ٢ν0ν1 ൌ ٠                           

3݌ ቀࣦ൫ν3൯ ൅ ٢ν0ν1 ൅ ν1
٢
ቁ ൌ ٠                             ฺ     ࣦ൫ν3൯ ൅ ٢ν0ν1 ൅ ν1

٢
ൌ ٠                 

4൫ࣦ൫ν4൯݌ ൅ ٢ν0ν3 ൅ ٢ν1ν2൯ ൌ ٠                         ฺ    ࣦ൫ν4൯ ൅ ٢ν0ν3 ൅ ٢ν1ν2 ൌ ٠              
                                                                                                                                              ڭ

ሻݐ٠ሺݕفرضكه با توجه به  ൌ ν0ሺtሻ  ݐ ൌ ، براي نمونه . مساوي صفر است 0݌ضريبν1 را به دست 
  :آوريم مي
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ࣦ൫ν1൯ ൅ ࣦሺ٠ݕሻ ൅ ν0
٢
െ ١ ൌ ٠    ฺ     ௗν1

ௗ௧
െ ٢ν1 ൅ ١ െ ݐ٢ ൅ ٢ݐ െ ١ ൌ ٠                      

                                     ฺ            ν1ሺݐሻ ൌ
1
4 ሺെ١൅ ݁٢௧ െ ݐ٢ ൅              .٢ሻݐ٢

  

  :با حل معادلات خطي فوق خواهيم داشت

ν2ሺݐሻ ൌ
1
4 ൫ݐ

٢ െ ݁٢௧٢ݐ ൅    ,٣൯ݐ٢

ν3ሺݐሻ ൌ
1
96 ൫െ٣݁

٤௧ ൅ ݁٢௧൫٤ݐ١٢ െ ٣ݐ٨ ൅ ٢ݐ١٢ ൅ ݐ١٢ െ ٩٦൯ ൅ ٤ݐ٦٠ ൅ ٣ݐ١٢٠ ൅ ٢ݐ١٨٠ ൅

ݐ١٩٢ ൅ ٩٩൯,  

ν4ሺݐሻ ൌ
1

192 ሺ݁
٤௧൫٢ݐ١٢ െ ݐ٦ ൅ ٣൯ ൅ ݁٢௧ሺെ٦ݐ٨ ൅ ٥ݐ١٦ െ ٤ݐ٣٦ െ ٣ݐ٣٢ ൅ ٢ݐ١٩٢ െ ١٤٦٧ሻ ൅

٥ݐ١٦٨ ൅ ٤ݐ٦٣٦ ൅ ٣ݐ١٥٨٤ ൅ ٢ݐ٢٧٤٨ ൅ ݐ٢٩٤٦ ൅ ١٤٧٣, …        

ሻݐ௠ሺݑبا فرض  ൌ ∑ ν௜ሺݐሻ 
௠
௜ୀ0 ݐحول  و استفاده از بسط تيلور ൌ    :داريم ٠

ሻݐ0ሺݑ ൌ                                                                                                                             ,  ݐ

ሻݐ1ሺݑ ൌ ݐ ൅ ٢ݐ ൅ ௧٣

3 ൅
௧٤

6 ൅ڮ  ,                                                                                            

ሻݐ2ሺݑ ൌ ݐ ൅ ٢ݐ ൅ ௧٣

3 െ
௧٤

3 െ 
7௧٥
15 െ

7௧٦
45 െ

2௧٧
63 ൅ڮ  ,                                                                    

ሻݐ3ሺݑ ൌ ݐ ൅ ٢ݐ ൅ ௧٣

3 െ
௧٤

3 െ 
7௧٥
15 െ

7௧٦
45 െ

53௧٧
315 ൅

221௧٨
1260 ൅ڮ.                                                   

  

روش  يادامه با. قت بيشتري برخوردار استدست آمده از دبينيم كه جواب به، مي)7.3.1(با توجه به 
  .دست آوردتوان جملات بيشتري از بسط تيلور را به سرعت به، ميهوموتوپي اختلال

 
را  )6.3.1( دقيق جواب و هوموتوپي ست آمده از روش اختلالدي بين جواب بهمقايسه) 2.4.1( نمودار
  . كند مي آسان



 از روش 

   ௘௫௔௖௧ݕ
ي چهارمرتبه

 

௧ (—) و ு௉ெݕ

با تقريب مر 
 

  

  - - -) ஺஽ெݕ

ெتوپي   (  )

هوموتوپي ل
 .ه شده است

(- , ) ு௉ெݕ
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هوموت اختلال هم

ز روش اختلال
، مقايسه)6.3.1

(  , ௘௫௔௖௧ݕ

ي دهمرتبه قريب

ي دهم ازتبه
1(جواب دقيق

)3.4.1 : ((—) ௧

تق) : 2.4.1(مودار

، تقريب مرت)3
ن، نسبت به ج

( نمودار

نم

3.4.1( نمودار
ي آدوميانزيه

ندر 
تجز
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  2فصل 

  روش آناليز هوموتوپي
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 مقدمه   1.2

بندي بوده و با معادلات غير خطي فرمولماهيت غير خطي هاي پيرامون ما داراي شتر پديدهبي   
اما هنوز  ،هاي پيشرفته، حل مسائل خطي را آسان كرده استوجود آمدن كامپيوترهر چند به. شوند مي

كامپيوترهاي كارگيري بهبا وجود زيرا  ،ر خطي مطرح استي غيمسالهبحث در مورد حل دقيق يك 
دست آوردن جواب بههنوز و شبيه آن،  2و متمتيكا 1هايي مثل ميپلپيشرفته و همچنين نرم افزار

  .تحليلي يك مساله غير خطي مشكل است

كه بر مبناي  ،روش آناليز هوموتوپي است ،ل غير خطيهاي نيمه تحليلي براي حل مسائيكي از روش
 نظر ديفرانسيل زير را در يبراي مثال معادله].  10[يك مفهوم اساسي در توپولوژي مطرح شده است 

  :مگيريمي

ܰሾݑሺݐሻሿ=0                                                                                                                 ( 1.1.2)   

يك  ሻݐ0ሺݑفرض كنيد. تابع مجهول است ሻݐሺݑ ومتغير زمان  tيك عملگر غير خطي،  Nكه در آن 
  كه كمكي باشد يك به يك نمايش يك عملگر خطي ࣦو ሻݐሺݑ تقريب اوليه براي 

ࣦ݂ ൌ 0        ֞ ݑ           ൌ 0,                                                                                        (2.1.2) 

  به شكل  را Hهوموتوپي 

Hሾߔሺݐ; ,ሻ݌ ሿ=ሺ1݌ െ ;ݐሺߔሻࣦ ሾ݌ ሻ݌ െ ሻሿݐ0ሺݑ ൅ ;ݐሺߔሾܰ݌  ሻሿ                                      (3.1.2)݌

;ݐሺߔپارامتر جانشاني و  ሾ0,1ሿ߳݌درآنكنيم، كهتعريف مي ݌براي . است ݌و  tتابعي از  ሻ݌ ൌ و  0
݌ ൌ   :به ترتيب داريم 1

;ݐሺߔሾܪ ,ሻ݌ ;ݐሺߔ௣ୀ0 = ࣦሾێሿ݌ 0ሻ െ   ሻሿݐ0ሺݑ

  و
                                                            
١ Maple 
٢ Mathematica 
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;ݐሺߔሾܪ ,ሻ݌ ௣ୀ1ێሿ݌ ൌ ܰሾߔሺݐ; 1ሻሿ. 

  يتوان نشان داد كه جواب معادلهسادگي ميبه) 2.1.2(با توجه به رابطه ي

;ݐሺߔሾܪ ,ሻ݌  ௣ୀ0= 0ێሿ݌

;ݐሺߔعبارت است از 0ሻ ൌ ;ݐሺߔهمين ترتيب  و به ሻݐ0ሺݑ 1ሻ ൌ   يجواب معادله ሻݐሺݑ

;ݐሺߔሾܪ ,ሻ݌   ௣ୀ1= 0ێሿ݌

  يابد، جواب معادله افزايش مي 1تا  0 از ݌وقتي پارامتر جانشاني . باشدمي

Hሾߔሺݐ; ,ሻ݌ ሿ݌ ൌ 0  

;ݐሺߔيعني   ሻݐሺݑتا جواب دقيق  ሻݐ0ሺݑ ياز تقريب اوليهبوده و به طور پيوسته  ݌ پارامتر وابسته به ሻ݌
با  2ليائو. نامند مي 1در توپولوژي چنين تغييري را دگرديسي. كندتغيير مي) 1.1.2(ي معادله براي

را معرفي كرد  ሻݐHሺو تابع كمكي غير صفر hپارامتر كمكي غير صفر  )3.1.2(استفاده از هوموتوپي رايج 
  تا هوموتوپي جديد 

;ݐሺߔ෩ሾܪ ,ሻ݌ ,݌ ݄, ሿܪ ൌ ሺ1 െ ;ݐሺߔሻࣦሾ݌ ሻ݌ െ ሻሿݐ0ሺݑ െ ;ݐሺߔሻܰሾݐሺܪ݄݌  ሻሿ                (4.1.2)݌

  :است، زيرا داريم) 3.1.2(تر ، كه فرم عموميتعريف كنيدرا 

;ݐሺߔ෩ሾܪ.  ,ሻ݌ ,݌ െ1,1ሿ ൌ ;ߔሺܪ  ሻ݌

;ݐሺߔيابد، افزايش مي 1تا  0 از ݌كه پارامتر جانشاني به طور مشابه، هنگامي ,݌ ݄,  از تقريب اوليه ሻܪ
;ݐሺߔاما جواب  ،كندر ميتغيي) 1.1.2(معادله  براي ሻݐሺݑتا جواب دقيق  ሻݐ0ሺݑ ,݌ ݄,   از معادله  ሻܪ

;ݐሺߔ෩ሾܪ ,ሻ݌ ,݌ ݄, ሿܪ ൌ 0                                                                                              (5.1.2)   

وابسته  ሻݐሺܪو تابع كمكي غير صفر hبلكه به پارامتر كمكي غير صفر ، ݌ تنها به پارامتر جانشاني نه
݌كه پس زماني. است ൌ   . وابسته است hجواب هنوز به پارامتركمكي  ، 1

                                                            
١ Deformation 
٢ Shijun Liao 
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براي معادلات  صفر يدگرديسي مرتبه يمعادله   2.2
 ديفرانسيل معمولي

بندي لات و شرايط اوليه يا مرزي فرمولاي از معادي مجموعهوسيلهتعداد زيادي از مسائل غير خطي به
  ي غير خطيبراي اختصار تنها معادله. شوندمي

ܰሾݑሺݐሻሿ ൌ ݃ሺݐሻ                                                                                          (6.2.2)  

يك تابع معلوم  ሻݐሺ݃تابع مجهول و  ሻݐሺݑيك عملگر غير خطي،  ܰگيريم، كه در آن را در نظر مي
݄،  ሻݐሺݑيك تخمين اوليه از جواب واقعي  ሻݐ0ሺݑكنيم فرض مي. باشندمي ്  مجهول پارامتر كمكي 0
ሻݐሺܪو  ് حال با . كند مي صدق (2.1.2)كه در  باشديك عملگر خطي  ࣦباشند و  معلوم تابع كمكي 0

  يعنوان پارامتر جانشاني، هوموتوپي تعميم يافتهبه ሾ0,1ሿ߳݌ استفاده از

;ݐሺߔ෩ሾܪ  ;ሻ݌ ,ሻݐ٠ሺݑ ,ܪ ݄, ሿ݌ ൌ  

ሺ1 െ ;ݐሺߔሻሼࣦሾ݌ ሻ݌ െ ሻሿሽݐ0ሺݑ െ ;ݐሺߔሻሼܰሾݐሺܪ݄݌ ሻሿ݌ െ ݃ሺݐሻሽ           (7.2.2)         

  ي ، به معادله)7.2.2(ي رابطه طرف راست با مساوي صفر قرار دادن. مسازيرا مي

 ሺ1 െ ;ݐሺߔሻሼࣦሾ݌ ሻ݌ െ ሻሿሽݐ0ሺݑ ൌ ;ݐሺߔሻሼܰሾݐሺܪ݄݌ ሻሿ݌ െ ݃ሺݐሻሽ                            (8.2.2)   

;ݐሺߔ. يندگومي 1صفر يدگرديسي مرتبهي ن معادلهكه به آ، رسيممي  يعنوان جواب معادلهبه ሻ݌
و پارامتر  ݄، پارامتر كمكي ሻݐሺܪ، تابع كمكي ࣦعملگر خطي كمكي  ،ሻݐ0ሺݑ يتخمين اوليهبه ،)8.2.2(

݌كه هنگامي. وابسته است ሾ0,1ሿ߳݌جانشاني  ൌ    يهبه معادل) 8.2.2(دگرديسي مرتبه صفر ي، معادله0

ࣦሾߔሺݐ; 0ሻ െ    ሻሿ=0                                                                                                (9.2.2)ݐ0ሺݑ

  : داريم) 2.1.2(شود، كه با استفاده از تبديل مي

;ݐሺߔ                                                          )                                               10.2.2( 0ሻ ൌ    ሻݐ0ሺݑ
                                                            
١ Zero‐order deformation equation 
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݌وقتي كه  ൌ ݄، از آن جا كه 1 ് ሻݐሺܪو 0 ്   يرابطهصفر با يدگرديسي مرتبه ي، معادله0

)11.2.2    (                                                                                          ܰሾߔሺݐ; 1ሻሿ െ ݃ሺݐሻ ൌ 0                        

  يا به عبارت ديگر  ،باشدمي (6.2.2)ي هم ارز است كه جواب واقعي معادله

;ݐሺߔ 1ሻ ൌ     ሻ.                                                                                                       (12.2.2)ݐሺݑ 

;ݐሺߔيابد، افزايش مي 1تا  0از  ݌كه پارامتر جانشاني ، زماني)12.2.2(و ) 10.2.2( با توجه به طور به ሻ݌
- نهما. كندتغيير مي) 6.2.2( يمساله براي ሻݐሺݑتا جواب واقعي  ሻݐ0ሺݑ يپيوسته از تخمين اوليه

همين دليل معادله به . نامند، دگرديسي مي      ژيتوپولووسته را در كه بيان شد اين نوع تغيير پيطور
;ݐሺߔام تابع  – mمشتق مرتبه . گويندميصفر  يدگرديسي مرتبه يرا معادله) 8.2.2( ݌در  ሻ݌ ൌ را  0

   به صورت

0ݑ
ሺ௠ሻሺݐሻ ൌ డ೘ఃሺ௧;௣ሻ

డ௣೘
   ௣ୀ0                                                                              (13.2.2)ێ

;ݐሺߔتيلور،  يقضيهاستفاده از با . كنيمتعريف مي   شكل به ݌ تواند با يك سري تواني ازمي ሻ݌

;ݐሺߔ ሻ݌ ൌ ;ݐሺߔ ٠ሻ ൅ ∑ ௨0ሺ೘ሻሺ௧ሻ
௠!

௠ஶ݌
௠ୀ١                                                                       (14.2.2)  

  كنيمتعريف مي. بيان شود

ሻݐ௠ሺݑ ൌ
௨0ሺ೘ሻሺ௧ሻ
௠!

ൌ 1
௠!

డ೘ఃሺ௧;௣ሻ
డ௣೘

  ௣ୀ0                                                                          (15.2.2)ێ

  شكل به) 14.2.2(، سري تواني )10.2.2(و با استفاده از 

;ݐሺߔ ሻ݌ ൌ ሻݐ0ሺݑ ൅ ∑ ௠ஶ݌ሻݐ௠ሺݑ
௠ୀ١                                                                          (16.2.2)   

تابع كمكي ، ख، عملگر خطي كمكي ሻݐ0ሺݑ يبينيم در انتخاب تقريب اوليهطوركه ميهمان. آيددر مي
  :توان گفتها، ميبا فرض انتخاب مناسب اين. داريم آزادي عمل زيادي ݄ و پارامتر كمكي ሻݐሺܪ
;ݐሺߔجواب ) الف  . وجود دارد ሾ0,1ሿ߳݌ براي هر) 8.2.2(از معادله دگرديسي مرتبه صفر ሻ݌

0ݑ) ب
ሺ௠ሻሺݐሻ  برايm=1,2,3,...  موجود است.  


