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حلقههای در کامل تصویری طور به ایدهالهای رادی΋ال

صحیح ͳتوسیع

چ΋یده

سرهی ایدهال Έی را I و باشد ی΋دار و نوتری جابجایی، یΈحلقهی R فرضکنید
که است این پایاننامه این در شده مطرح ͳاصل سؤال مͳگیریم. نظر در آن از منظم

رادی΋ال آن، برای که است موجود R ازحلقهی A ͳمتناه صحیح توسیع Έی آیا

شود؟ IA خود با تصویری ارز هم که باشد ͳکامل تصویری طور به ایدهال ،IA پوچ

صحیح توسیع Έی آیا که است این مͳشود مطرح که قویتری و مرتبط سؤال Έی

J مانند ͳپوچ ایدهال رادی΋ال آن برای که دارد وجود A مانند R حلقه از ͳمتناه
Έی برابر J ریس صحیح اعداد تمام و بوده IA خود با تصویری ارز هم ،IA از
پایان- در موجود ͳاصل قضیههای از ͳخاص حالت عنوان به جالب نتیجه دو باشند؟
آن باشد، نوتری صحیح حوزه Έی R اگر که این اول نتیجه مͳشود. حاصل نامه

پوچ ایدهال رادی΋ال که طوری به است موجود A مانند R از ͳصحیح توسیع گاه

Έی شامل R اگر که این از عبارت دوم نتیجه شود. IA با تصویری ارز هم IA

حلقه از A ͳمتناه آزاد صحیح توسیع Έی گاه آن باشد، صفر مشخصه با میدان

تصویری طور به ایدهال Έی IA پوچ ایدهال رادی΋ال آن، برای که است موجود R
شود. IA با تصویری ارز هم که است ͳکامل

تصویری طور به ایدهال بسته، صحیح طور به ایدهالهای کلیدی: واژه�های

ایدهال، Έی ریس ارزیابی حلقههای ارز، هم تصویری طور به ایدهالهای کامل،
ͳمتناه صحیح توسیع ریس، صحیح اعداد
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پیشΎفتار

تصویری طور به الهای ایده مورد در مطالعه و ایدهالها بین تصویری ارزی هم مفهوم

عنوان تحت مقالهای در ١٩۵١ سال در ساموئل١ پیر توسط ابتدا ارز، هم

”Some asymptotic properties of powers of ideals”

گرفت. قرار گسترش مورد ناگاتا٢ توسط سپس و شد مطرح

گرفت. قوت مفهوم دو این بین ارتباط ریس، ارزیابی مفهوم شدن ͳمعرف با

به منجر ،[۶] در ۶ͳسال و راتلیف۵ آدام،۴ Έم ،[١١] در ریس٣، جالب کارهای

گشت. کامل تصویری طور به الهای ایده عنوان با جدیدی مفهوم تعریف

تا ١٩۵١ سالهای بین در تصویری، ارزی هم عنوان تحت زیادی مقالههای

در جدیداً که کارهایی جمله از شدهاند. منتشر ͳمختلف معتبر مجلات در حال، به

ای. دیوید و راتلیف .ͳج لویس هینزر٧، .ͳج ویلیام توسط اخیر سال چهار سه

١P. Samuel
٢M. Nagata
٣D. Rees
۴S. McAdam
۵L. J. Ratlif
۶J.D. Sally
٧W.J. Heinzer

ح



ارتباط و ارز هم تصویری طور به ایدهالهای موضوع به تماماً شدهاند، چاپ راش٨

حاضر پایاننامه است. پرداخته نوتری یΈحلقه در ریس ارزیابی حلقههای با آنها

ͳتوسیع حلقههای در کامل تصویری طور به الهای ایده «رادی΋ال عنوان تحت که

انجام عنوان همین با مقالهای روی که است کاری حاصل مͳکنید مشاهده صحیح»

است. گردیده تنظیم زیر صورت به فصل سه در و است شده

حلقه مهم مفهوم دو جمله از لازم ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف اول فصل در

به مربوط خواص از ͳبعض و شده مطرح حلقهها و ایدهالها صحیح بستار و کسرها

است. گردیده آوری یاد داشتهاند فراوان کاربرد پایاننامه این در که صحیح بستار

ارزیابی، مفاهیم چهارم تا اول بخش در بخشاست. هفت بر مشتمل دوم، فصل

و پنجم بخش در و شدهاند بیان ریس ارزیابی حلقه و ریس جبر ارزیابی، حلقه

با ارز هم تصویری طور به ایدهالهای و ریس ارزیابی حلقههای بین ارتباط ششم

پایان در است. شده مشخص R نوتری حلقه Έی از I دلخواه منظم ایدهال Έی

برای است.که شده آورده حلقه و میدان توسیع خصوص در مطالبی نیز فصل این

رسیدهاند. نظر به ضروری مͳآیند سوم فصل در که پایاننامه ͳاصل مطالب فهمیدن

بخش دو از شده، گنجانده آن در پایاننامه ͳاصل مباحث که سوم فصل اما

واسطهی به که شدهاند مطرح ͳمفاهیم و اطلاعات اول بخش در است. شده تش΋یل

گردد. اثبات زیر قضیه آنها

در .m ≥ max({ei|i = ۱...., n}) که باشد ͳصحیح عدد m کنید فرض : قضیه

صورت این

،I( ۱
m

) = Rad(I) .١

٨D.E. Rash

خ



،(Jm
k)a ∩R = I( k

m
) ،k مثبت صحیح اعداد تمام برای .٢

و (Jm)a = Rad(Jm) است، IAm با تصویری ارز هم Jm .٣

،Am�(Jm)a
∼= R�Rad(I)

،Am در مینیمال اول یΈایدهال z و باشد یΈحوزهیصحیح ،R فرضکنید .۴

با تصویری ارز هم که، است ͳایدهال رادی΋ال ((Jm + z)�z)a صورت این در

.(((Jm +z)�z)k)a∩ ،k مثبت صحیح اعداد تمام برای و بوده (IAm +z)�z

R = I k
m

ͳاصل هدف آنها Έکم به که گردیدهاند مطرح ͳمفاهیم و قضایا دوم، بخش در و

مͳگردد. فراهم است زیر قضیه اثبات که پایاننامه

و باشد R نوتری حلقه Έی در منظم سره ایدهال Έی I کنید فرض : قضیه

حلقه- (Vn, Nn), ..., (V۱, N۱) مͳکنند. تولید را I که باشند ͳمنظم عناصر bg, ..., b۱

biVj = IVj(= N
ej

j ) ،j = ۱, ..., n و i = ۱, ..., gبرای که هستند Iریس ارزیابی های

e از ͳمثبت مضرب را m حال باشد. ی΋ه R در است e۱, ..., en ک.م.م که e و

مͳدهیم، قرار ۴.۴.٢ نمادگذاریهای با است. ی΋ه R در که مͳگیریم نظر در

در .J = Jm و A = Am کنید فرض .Jm = (x۱, ..., xg)Am و Am = R[x۱, ..., xg]

صورت این

رادی΋ال Έی Ja = Rad(IA) است، R حلقه از آزاد صحیح توسیع Έی A .١

ͳیعن است IA با تصویری ارز هم که است ͳکامل تصویری طور به ایدهال

،i = ۱, ..., g برای و J از U ریس ارزیابی حلقه برای و (IA)a = (Jm)a

د



J ریس اعداد بΎیرید نتیجه سپس است. U ماکسیمال ایدهال xiU = JU

یΈاند. برابر ͳΎهم

و A در مینیمال اول ایدهال Έی z باشد، نوتری حوزه Έی R کنید فرض .٢

این در J̄ =
J

z
= (b

۱
m
۱ , ..., b

۱
m
g )Ā و Ā =

A

z
= R[b

۱
m
۱ , ..., b

۱
m
g ] کنید فرض

حلقه از ͳمتناه و صحیح توسیع که است نوتری صحیح یΈحوزه Āصورت

است ͳکامل تصویری طور به ایدهال رادی΋ال Έی Rad(IĀ) = J̄a است، R

ریس صحیح اعداد و (IĀ)a = (J̄m)a ͳیعن است IĀ با تصویری ارز هم که

مͳباشند. Έی برابر ͳΎهم J̄

ذ



١ فصل

ͳمقدمات مفاهیم تعاریفو

١



نیازها پیش ١.١

صورت این در باشد. تعویضپذیر حلقهی Έی R کنید فرض .١.١.١ تعریف

هرگاه مͳشود نامیده ضربی بسته ،R از S زیرمجموعهی

،۱ ∈ S .١

.ab ∈ S گاه آن a, b ∈ S اگر .٢

مͳنامیم. نیز R از m.c.sΈی را S ضربی بستهی مجموعهی

و P ̸= Rپس مͳگیریم. نظر در R حلقهی از اول ایدهال Έی را P .٢.١.١ مثال

x, y /∈ P صورت این در x, y ∈ S = R�P کنید فرض حال .۱ ∈ S = R�P لذا

مجموعهی Έی S نتیجه در و xy ∈ R�P = S پس ،xy /∈ P است، اول P چون و

است. R از ضربی بستهی

R حلقهی Έی از ضربی بستهی مجموعهی Έی S کنید فرض .٣.١.١ تعریف

P∩S = ∅ هرگاه گویند ماکسیمال S به نسبت Rرا از P ایدهال صورت این در باشد.

کند. قط΄ را S است، P شامل سره طور به که R از ایدهال هر و

صورت این در باشد. R حلقهی از ایدهال Έی I کنید فرض .۴.١.١ تعریف

بین در P هرگاه مͳنامند I از مینیمال اول علیه مقسوم Έی را R از P اول ایدهال

باشد. مینیمال ،I شامل اول ایدهالهای تمام

اگر مͳشود نامیده اولیه (Q ̸= R) R حلقهی از Q ایدهال Έی .۵.١.١ تعریف

گاه آن ،a /∈ Q اگر معادل طور به یا و باشد توان پوچ R�Q صفر علیه مقسوم هر

.bn ∈ Q nای، ازای به که کند ایجاب ab ∈ Q

٢



R از Q ایدهال گاه آن ،Rad(Q) = P که طوری به باشد R از ͳاول Pایدهال اگر

مͳنامند. R از P-اولیه ایدهال Έی را

ایدهال Έی M اگر است. اولیه (M (ماکسیمال P اول ایدهال هر .۶.١.١ مثال

است. M-اولیه ایدهال Έی M از ͳطبیع توان هر باشد ماکسیمال

جی΋وبسن رادی΋ال Rرا حلقه ماکسیمال ایدهالهای اشتراکتمام تعریف٧.١.١.

مͳنامیم. R

باشد. مرتب ͳجزئ طور به و ͳناته مجموعهای (V,4) کنید فرض تعریف٨.١.١.

هر ازای به اگر مͳکند صدق صعودی زنجیر شرط در (V,4) که مͳگوییم .١

ͳویژگ با {vi}i∈N مانند V عناصر از خانوادهای

v۱ 4 v۲ 4 ... 4 vi 4 vi+۱ 4 ...

باشیم داشته i ∈ N هر ازای به که باشد موجود k مانند ͳطبیع عددی

vk = vk+i.

مجموعهی زیر هر اگر مͳکند صدق ماکسیمال شرط در (V,4) مͳگوییم .٢

باشد. (4 به (نسبت ماکسیمال عضوی شامل V از ͳناته

ارزند. هم بالا شرط دو که مͳشود داده نشان زیر لم از استفاده با

در باشد. مرتب ͳجزئ طور به و ͳناته مجموعهای (V,4) کنید فرض .٩.١.١ لم

شرط در اگر تنها و اگر مͳکند صدق صعودی زنجیر شرط در (V,4) صورت این

کند. صدق ماکسیمال

٣



شود. رجوع ۵۵ صفحه [١۵] به اثبات.

با را R ایدهالهای مجموعهی است. تعویضپذیر حلقهای R .١٠.١.١ تعریف

مرتب ͳجزئ طور به مجموعهی اگر است نوتری R گوییم مͳدهیم. نمایش IR نماد

کند. صدق ٨.١.١ تعریف شرایط از ͳ΋ی در (IR,⊆)

R ایدهالهای از صعودی زنجیر هر اگر تنها و اگر است نوتری R ͳعبارت به یا

صورت به شمولیت رابطه تحت

I۱ ⊆ I۲ ⊆ ... ⊆ In ⊆ In+۱ ⊆ ...

نسبت R ایدهالهای از ͳناته مجموعهی هر که است مم΋ن ͳوقت این و باشد ایستا

باشد. داشته ماکسیمال عضو شمولیت، رابطه به

دارای R از اول ال ایده هر اگر فقط و اگر است نوتری R حلقهی .١١.١.١ قضیه

باشد. ͳمتناه پایه Έی

شود. رجوع ١۶۶ صفحه [١۵] به اثبات.

f : R −→ W و تعویضپذیر حلقههایی W و R کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

صورت این در باشد. حلقهای ͳهمریخت Έی

از ͳایدهال f−۱(J) = {r ∈ R : f(r) ∈ J} گاه آن باشد، W از ͳایدهال J اگر .١

ͳگاه و مͳنامند فوق حلقهای ͳهمریخت تحت J تحدید١ را آن که است R

مͳدهند. نمایش J c صورت به

در f(I) توسط شده تولید (ایدهال f(I)W ایدهال R از I ایدهال هر ازای به .٢

صورت به هم ͳگاه و مͳنامند بالا حلقهای ͳهمریخت تحت I توسیع٢ را (W

١contraction
٢extention

۴



مͳدهند. نمایش Ie

از ایدهالهایی J۲ و J۱ و R از ایدهالهایی I۲ و I۱ کنید فرض .١٣.١.١ قضیه

زیر اح΋ام صورت این در باشد. حلقهای ͳهمریخت Έی f : R −→W و باشند W

برقرارند.

،(I۱ + I۲)
e = Ie

۱ + Ie
۲ .١

،(I۱I۲)e = Ie
۱I

e
۲ .٢

،(J۱ ∩ J۲)
c = J c

۱ ∩ J c
۲ .٣

.(√J۱)
c =

√
(J c

۱) .۴

شود. رجوع ۴٠ صفحه [١۵] به اثبات.

f : R −→ W و W از ͳایدهال J و R از ͳایدهال I کنید فرض .١۴.١.١ قضیه

داریم صورت این در باشد حلقهای ͳهمریخت Έی

،I ⊆ Iec .١

،J ce ⊆ J .٢

،Ie = Iece .٣

،J cec = J c .۴

W = S−۱R دهیم قرار و باشد R از ضربی بسته مجموعه زیر S اگر چنین هم

داریم.

۵



.(
√
I)e =

√
(Ie) .۵

شود. رجوع ١٠۴ و ۴٠ صفحه [١۵] به اثبات.

ͳمتناه تعدادی دارای تنها اگر مͳنامیم ͳموضع نیمه را R حلقه تعریف١.١.١۵.

ایدهالهای Mr, ...,M۱ و ͳموضع نیمه حلقهای R اگر باشد. ماکسیمال ایدهال

مͳدهیم. نمایش (R,M۱, ...,Mr) صورت به را حلقه این باشند آن ماکسیمال

را حلقه این باشد داشته M مانند ماکسیمال ایدهال Έی فقط R حلقه چنانچه

مͳدهند. نمایش (R,M) صورت به و مͳنامند ͳموضع

ایدهال تنها {۰} ایدهال زیرا است ͳموضع حلقه Έی میدان هر .١۶.١.١ مثال

است. میدان ماکسیمال

کسرها حلقه ٢.١

را ∼ رابطه باشد. R تعویضپذیر حلقه از ضربی بسته مجموعهی زیر S کنید فرض

(a, s), (b, t) ∈ R× S ازای به مͳکنیم. تعریف زیر صورت به R× S روی

(a, s) ∼ (b, t) ⇐⇒ ∃u ∈ S : u(ta− sb) = ۰

است. R× S روی ارزی هم رابطهای ∼ صورت این در

مجموعهی و a�s با را (a, s) شامل ارزی هم کلاس ،(a, s) ∈ R × S ازای به

S−۱R صورت این در مͳدهیم. نمایش RS یا S−۱R با را ∼ ارزی هم کلاسهای

عملهای تحت

(a�s)(b�t) = (ab)�(st), a�s+ b�t = (at+ bs)�(st)

۶



است تعویضپذیر حلقهای ،S به متعلق های s و t و R به متعلق های b و a ازای به

و ۰�۱ حلقه این صفر عضو است. معروف S به نسبت R کسرهای حلقه به که

مͳباشد. ۱�۱ آن ͳهمان عنصر

f(r) = r�۱ نگاشت ضابطه با f : R −→ RS چون حلقهای ͳهمریخت Έی

مͳنامیم. ͳطبیع حلقهای ͳهمریخت را آن که دارد وجود

بالا نماد با متفاوت نمادی از باشد P اول ایدهال Έی م΋مل ،S چنانچه حال

نسبت R کسرهای حلقه که مͳدهیم نمایش Rp صورت به را آن و مͳکنیم استفاده

ماکسیمال ایدهال با ͳموضع حلقه Έی حلقه این مͳشود. نامیده P به

{a
s
|a ∈ P, s ∈ S}

مͳنامند. P در R سازی ͳموضع از حاصل حلقه را حلقه این است.

که شود توجه

f(I) بوسیله شده تولید RS ایدهال گاه آن باشد، R از مجموعه زیر Έی I اگر .١

است. Ie همان که مͳدهند نمایش IRS نماد با را

ایدهال همان J ∩R از منظور گاه آن باشد، RS از ایدهال Έی J اگر .٢

f−۱(J) = f−۱(J ∩ f(R))

بودیم. داده نمایش J c صورت به قبلا که مͳباشد R از

R از ضربی بسته مجموعه زیر Έی را S و R از ایدهال Έی را I .١.٢.١ قضیه

ͳطبیع ͳهمریخت Έی f کنید فرض حال .I ∩ S = ∅ که طوری به بΎیرید نظر در

صورت این در باشد. R�I توی به R از

٧



f(R)f(S) = RS�IRS.

شود. رجوع ١١١ صفحه [١۵] به اثبات.

گاه آن باشد، I ⊆ P و R از ͳاول ایدهال P اگر که مͳگیریم نتیجه فوق قضیه از

و بوده R�I از ͳاول ایدهال P�I

(R�I)P�I
∼= RP�IRP .

باشد. R از اول ایدهال Έی P کنید فرض بالا نمادگذاریهای رعایت با چنین هم

و بوده S−۱R از ͳاول ایدهال PS−۱R صورت این در

(S−۱R)PS−۱R
∼= RP .

صورت این در باشد. RS از ایدهال Έی J کنید فرض .٢.٢.١ قضیه

.(J c)e = J ͳعبارت به یا (J ∩R)RS = J

شود. رجوع ١۶ صفحه [٨] به اثبات.

است. نوتری هم RS باشد نوتری R اگر .٣.٢.١ نتیجه

شود. رجوع ١۵ صفحه [٨] به اثبات.

بوده، R تعویضپذیر حلقه از اول ایدهال Έی P کنید فرض .۴.٢.١ تعریف

حلقهای ͳهمریخت Έی f : R −→ RP و آن از ضربی بسته مجموعه زیر S = R�P

با را P ام n نمادین توان ،n ∈ N برای صورت این در باشد. RP بروی R از ͳطبیع

مͳکنیم. تعریف زیر صورت به و داده نمایش P (n)

٨



P (n) = (P n)ec

٨ .١ در١. که مͳباشند ایدهالها تحدید و توسیع به مربوط نمادهای c و e که

بودند. شده تعریف

این در باشد. R تعویضپذیر حلقه از اول ایدهال Έی P کنید فرض .۵.٢.١ لم

است. R از P-اولیه ͳایدهال P (n) ،n ∈ N برای صورت

است. PRP = P e فرد به منحصر ماکسیمال ایدهال با ͳموضع حلقهای RP اثبات.

چون ͳطرف از .(P n)ec = ((P e)n)c داریم ١٣.١.١ قضیه ٢ قسمت به بنا حال

از P-اولیه e ͳایدهال (P e)n که مͳشود نتیجه است RP در ماکسیمال ͳایدهال P e

-ͳم R از P-اولیه ͳایدهال ((P e)n)c که مͳشود نتیجه P ec = P چون و است RP

باشد.

مجموعهی زیر S = R�{۰} و صحیح یΈحوزهی R فرضکنید تعریف٢.١.۶.

صحیح حوزهی کسرهای میدان ،S−۱R صورت این در باشد. R از ضربی بستهی

مͳشود. نامیده R

مقسوم هرگاه گویند منظم را R دلخواه حلقهی Έی از rعنصر .٧.٢.١ تعریف

نباشد. صفر علیه

داشته منظم عنصر Έی حداقل هرگاه مͳنامیم منظم را R حلقهی از I ایدهال

باشد.

ͳصورت در مͳشود نامیده I یافتهی کاهش R در J ایدهال Έی .٨.٢.١ تعریف

.JIn = In+۱ ای، n ∈ N برای و J ⊆ I که

٩


